
¶Æc ·�¬

�~ê Â�S�ê l¬�d�m QdÄ �Q�d� �¶�¼

l�! �¶Æ Ð�Ð

¾dh�d~¼ Qc�g c� ñl�! �¶Æ ñ Ã¸d�¼ ¾W �� Ã� �� èdö Ñ�÷TÀ �� Ð¾Ç��Tê l�T¹"Àc ¾c�T�dS� �c Qc�Ã¼dÀ OÐØÙÔ ¶d� ��

Qc�Â�c�Àc Ãg O�ë� T�Sd½Tê �l¼ c� l ¶Ç� Ãg l½T±n�¼ �T�¼ Æ Â�Ç½À l��y Ãg �Æ�� O Ã�±À �c l�~� ñ �>Ð@ �Ç½À w��¼

¿Sc ¶dhÀ� Ãg ¶dy ��Á� �l¼ �c��m Ãhm�¼ n c� �d� ¿Sc Æ ��Á� �l¼ l� c� »T±n�¼ �} �g l l¬d�¼ Â�dgÆ� Æ Â�T}�ö ÂcÇ~¸�

���dg �c�ÃT¸Æc ¾dz¼ �c r + dr Æ r ¿Tg Ã¹�d¬ �� Oºd! n �c �¢g ��¬ ¿Sc Ã� »Tn�Ä ¶d½nyc

¾cÇng dÅÁm Ã� »Á� �l¼ ��¬ Æ »Á� c�Tê º�° Æ� ��Ç¼ Qc�g c��¾W Q �Ãn�g ecÇu »n�ÀcÇm �±¬ ¿¼ Ã�l�c Rh¸du �dT�g Ã¸d�¼ ¿Sc

ñ�l�c���g �dT�g n ¾W �� Ã� Ol¬dS Ê/nf�y �g lÀcÇm Q�� k�Ç� Ãg ¾W Qc�g RgcÇu

¿Tn�~À ��� l¬�¢¼ wS�T¬ Ã¢¼du Ãg lÁÄ� �Sd¼�W wS f¸d° �� Æ ¾Ç��Tê ��Çm �dg ¿T¸Æc l�! �¶Æ Ã¸d�¼ O¿Sc�gdÁg

Ã¸d�¼ l���g Ãg Æc O�dÁ��ÇÀdu Ò B¾Æ�¸Æ dg Q�dz½Ä Rê �� ��Çg Qc�Â�Çmd� k�udÅ¼ Ã¸d�¼ O�T�� Æc ¿Ä� Ãg Ã� Q��g�d�

�>Ñ@ �� �Á¼ �Ã°­¡ ·"Áu �� kc��y ºÇvÄ

«¹n~¼ l½¹¡ QdÄ �Ã}d� �� Q�dT�g QdÄ �Â�S�ê Q�d� �¶�¼ Qc�g Æ ��� c�Tê lÀcÆc�¬ QdÄ��g�d� Ã¸d�¼ wS�Çbm ºÇÅ­¼ d¼c

Ð .DUO 3HDUVRQ

Ñ 1DWXUH

Ò :DOWHU )� 5� :HOGRQ

Ó



Ô l�! �¶Æ �Ð�Ð

l¡Ç�Ç¼ dg c� Ã¸d�¼ ¿Sc Ãgd�m Æc ��¼W l���Ãg Ðl¹Sc� ��Çm ���g QdÄn �y Qc�g Ã°­¡ ��Ç¼ |�dê ��� Ãn¬�! �d� Ãg

ω �Àd��¬ dg xj(t) lmÇ� scÇ¼c lÅÀ �»Ä�g OwTn�Ç� W ÃÁT¼� �� �md¢¸d�¼ �� ���ÆW l���Ãg kÆd­n¼ �Äd��Ãg Â�ÇywS �c

¶Çzm Â�ÁÄ� ¾d�À xj(t) = Re[zje
iωt] Ã� »TÁ� �l¼ ��¬ �>Ò@ l¬�!��À �� c� Oφj kÆd­n¼ �d¬ d¼c a ��n�¼ ÃÁ¼c� Æ

·±n�¼ sÇ¼ n ¿n�g  ½u �l�c �d¬ ¶d±nÀc Æ ÃÁ¼c� Â�À�c��g�� zj(t) = aeiφj �¹n~¼ ��¡ ¾W �� Ã� ��dg sÇ¼wS lÀd¼�

 S�Çm dÄφj �!c �Zn =
∑n

j=Ê zj = Ane
iφn dg OXn(t) =

∑n
j=Ê xj(t) = Re[Zne

iωt] �Á� �l¼ �T¸Çm ¶dÁ}T� wS

�m ÃÁ¼c� � z �¹n~¼ Ãz­� �� l�c ¾Ç��Tê l�! �¶Æ ¾d½Ä d±T°� Zn Âd! �¾W O�Á�dg ·±n�¼ Æ Ãn�c� l}cÇÁzS Qc�Â�Çmd�

An ·�dy sÇ¼ ÃÁ¼c� Æ �Án�Ä l��y Qc�Â�Çmd� QdScÆ� Â�ÁÄ� ¾d�À Qc�Â�Çmd� QdÄ�d¬ Ol ºd! ¶Ç� dg l�c ¶�d¢¼ a sÇ¼

Ã¸d�¼ ¾�� w��¼ �c �¢g Ãn­ÄwS Æ ��ÆW l�� �Ãg c� Q�y tSdnÀ dm �Çg ��d° l¹Sc� �l�c l��y n �c �¢g Oc�h¼ �c r Ã¹�d¬

O��dg ·z� ¿Sc Ãg �Sdg ¶d½nyc ¿Sc O��dg���g �dT�g n �!c ñ � �c� |�dê ¿TÁö ¾Ç��Tê QÇ� �c

Ë

n
exp

(

rË

n

)

rdr.” �Ð�Ð�

��T¸ Çm�ê O>Ó@ lÀd�ÇÀ lzS�nz¸c QdÄ �¶dÁ}T� Ã¹½u �c OkÆd­n¼ lzS�T¬ d�Á¼ dg scÇ¼c ·T¹zm �� lÅgd�¼ QdÄ �Â�Sc OÃ¼c�c ��

º�¬ kdzTz�m Q��cÇ¼ �� ¿TÁ÷½Ä ��� ��cÆ O>Ø@ dÄd½TêcÇÄ �g� wÇ�� �c dÄ�c�c� scÇ¼c l!�Á�c�ê Æ >×êÔ@�Æ�½Ä

dÄ �sÇ¼Æ�zT¼ �gdm ¾�c� xT�Çm Qc�g Qc�Â�Çmd� Q�c�±¼ dg l dÄ �ºd! lgdq ¶Ç� ¾��� ¿S�}Sdu �ÁÀd¼ �� ºdvÀc ¶�¼ ¿Sc �g

k�Ç� RSdÄ ��­m ���g QdÄn �� lÀcÇm Q�� f�y �g �Ð�Ð� Ã�gc� l°� �Sc�¬c Qc�g O¿TÁ÷½Ä �>ÐÙ@ dS�� x�� �c

�>ÐÐ@l¬�!

�Tz¼ ¾dT¼ l��y Qc�g Ñ ��dm �c dÅS�n�dg �c l}�g O¶dr¼ ¾cÇÁ¡ Ãg �l�c� �ÇuÆ lÀcÆc�¬ QdÄ��g�d� �TÀ l�dÁ� �l�S� ��

¾cÇÁ¡ Ãg c��¾W ¾cÇm �l¼ Æ >ÐÑ@ l�c »T±n�¼ �} �g Qc�Ã�m k�Ç� �Ãg dÄ �¾W l��y Ã� �� Â�Äd�¼ ��ÁÁ� �l¼ Â�d­n�c ¶dT�

�ÁSW�¬ �g RSdT½T� dS RSd¼� ¾dS�c�! Ã� ln°Æ ���� Ã¢¸d�¼ Qc�Â�Çmd���ê ¶Ç� dg Qc�Â�Çmd� QdÄ�cÆ�ê dS Q�¢g Ã� l�! �¶Æ

�ÀcÇng dm l¬�! k�Ç� ¶�¼ �g RSdÄ �»T½¢m Æ kdzTz�m ¿TÁ÷½Ä ��Çg �ÁÄcÇ~À lgdq �TÀ �}�ö QdScÆ� O��dg »�dy

�>ÐÕêÐÒ@ �Ä� xT�Çm c� ¾d!�À�ê Qc�¥ QÇvn�u Q	mc�n�c

l¡ÇÁ�¼ Æ l¢Th�QdÄ�½T¹ê «T�Çm ¶�¼ ¿S�m �Â�d� Ò¶W �Â�Sc Â�TvÀ� �l�TÀ Ã°­¡ ��Ç¼ lT½� Â�cÇ½Ä c�h¼ �c r Q �Ã¹�d¬ d¼c

Ð -RKQ :LOOLDP 6WUXWW� /RUG 5D\OHLJK

Ñ )ODJHOOD

Ò ,GHDO &KDLQ

Ô



Õ d�} ¿T½~m �c �mc�¬ OwS�T¬ �� ¶d½nyc Q�Çbm �Ñ�Ð

Â�� ·Tz�m Ð�¼ÇÀÇ¼ ºdÀ Ãg �}�»Ä Æ �ÁÀd½Ä Qc�uc Q�dS� �c�¢m �c Ã� l�c Q�Á¹g l¸Çz¹¼ Ãn�� �½T¹ê �>Ð× OÐÖ@ l�c

Ã�l�c Qc�ÃÀÇ! �Ãg c�uc ¿Tg ¶d�mc ��Án�Ä l¹z� l�} f¹� ºd�uc dÄ�¼ÇÀÇ¼ Ã� �Á� �l¼��¬ ¶W �Â�Sc Â�TvÀ� ¶�¼ �l�c

�c ·�dy Qc�Â�Çmd� �cÆ�ê�mwS dg l�c ¶�d¢¼ �¼ÇÀÇ¼ n �c Â�TvÀ�wS ·Tz�m O¿Sc�gdÁg ��Ä� �l¼ c� �c�W �}�ö Â�duc

»Å¼ lT½� Ãz¹g ���dg �l½À lT½Äc Qc�c� Or OdÅnÀc Æ� Ã¹�d¬ O��T! �l¼ �c�° ¶Ç¹z¼ wS �� �½T¹ê ln°Æ �l ¶Ç� Ãg �cÆ�ê n

�dT�g ¶�¼ l�! �¶Æ Ã� �� Â�c� ¾d�À �l�c º�u ���¼ �c ¶d�mc �Ä Ã¹�d¬ Ò  g�¼ �¿T"ÀdT¼ Ã�S� ¾d½Ä dS Ñ¾ÇT�c�S� �d¢�

�>ÐØ@l�dÄ�½T¹ê Q�T! �·z� xT�Çm Qc�g Rh�dÁ¼

d�} ¿T½~m �c �mc�¬ OwS�T¬ �� ¶d½nyc Q�Çbm Ñ�Ð

QdÄ�c��g  ½u Ol¢°cÆ ¾dÅu �� ��g�d� ÃÀÇ!�Ä �c �Æ� �Ãg ���À ¯¹} ¾Ç��Tê ��Çm d±T°� l�! �¶Æ Â�Sc Ol�dS� �dz¸ �c

Qc�Â�Çmd� QdÄ�c��g �>ÑÙ@ l¬�! �c�° Ã¢¸d�¼ ��Ç¼ Ó�¸Ç� ��Çm Æc �c ·h° ·±n�¼ Æ ¾d�zS  S�Çm dg Q�¢g Æ� Qc�Â�Çmd�

Ãg Ã� O¶d½nyc Q�Çbm �� Â��n�! k�Ç� �Ãg O�c Q�¢gwS l¸dy O·°c�y ���� �c�½¹° �c��lÅu QdÄ �ºd! ¶Ç� ¾cÇm�l¼ c�

O�ÀÆ� �l¼ Ç¹u Æ f±¡ Ãg �¢g wS �� Ã� Qc�Â�Çmd� QdÄ �ºd! �>ÑÐ@ �Ç��l¼ Æ Â�� l���g Ol�c �Çg�¼ Ô�Àd� QdÄ �Q�dg

Ã}d� O»n�Tg ¾�° �d¥W �� d¼c T��� �l¼ ��À Ãg x�cÆ Q�Æ�¼c Âd!�S� �c kdÅgd�m ¿Sc �Q�dg l� �� l}dg Æ ��g dg �Á¸�d¢¼

wS��À Q�dz½Ä l¹T} l½¹¡ Q �Ã¢¼du «¹n~¼ QdÄ �Ãn�� �� �c�¬c ¾c�Æ� ¾W �� ��ÇhÀ Â��n�! l¹T} ¶d½nyc BQ�Çbm Q��g�d�

Ã� Q�Ç� �Ãg ��ÁÁ� �d� ¾d�zS kd¡Ç�Ç¼ QÆ� Q�cÇ¼ k�Ç� �Ãg Æ »Ä �c �­�c �Rg ¾c�Á½�Àc� Ã� �Çg l¢Th� ¿Sc Æ �Án�c�À

�d� T��dg Â�Çg  ¹�¼ �d�n°c Ãn�� �� Q�n�� Ã¸d�� �� ÃÁT¼� ¿Sc Ãg �Çg�¼ kd¡­�c �c ¾Ç��Tê l�c� �d�nÀc ¾cÇm �l½À lny

lÅgd�¼ lT¢�Æ ×lz�¬Ç�Ç¹½�c Æ l¹Sc� OÖ¿Tn�ÁSc �SdÄ Qc�Â�Æ� �»Ä �Ç�ÁT½Ä �ÐØÙÙ �� Õ�T¹÷g OQÇ�Àc�¬ ¾c�T�dS�

QdÄ �¾d�ÇÀ O�d� ¿Sc �� Æc ���dg ÃuÇm f¸du dÄ�¾W Ã½Ä Qc�g l�ÀcÇm�l¼ Ã¸d�� ¿Sc �� Â�� w��¼ Ãn�À ¿S�Áö ��Án�c�

lny Æc ���� Q�d� �¶�¼ �ºdÀ ¿Sc ¾��g �d� �Ãg ¾Æ�g � l�! �¶Æ �Q�¢gwS � Â�d� ·z� �c Â�d­n�c dg c� Ã�Àc�¬ ºdÅ� �c�dg

Ð 0RQRPHU

Ñ 5DGLXV RI *\UDWLRQ

Ò 5RRW 0HDQ 6TXDUHG

Ó &K�0� 6FKROV

Ô *DPHV RI &KDQFH

Õ %DFKHOLHU

Ö (LQVWHLQ

× 0DULDQ 6PROXFKRZVNL

Õ



Ö dÄ �¾W ¾dT¼ Ã�gc� �ÇuÆ ¶d½nyc �d¼�! Æ dÄ �¶Çz¹¼ �Ò�Ð

tÁê Ã� � Ð�~ê Ã¸�d¢¼ �c Â�d­n�c dg O�Á¹g QdÄ �¾d¼� �� �ÁSW�¬ ¿Sc �d¼W Ã� �Ä� ¾d�À dm ��� ¾dTg c� lm¬d½nyc QdÄ �¶¬�n�c

���� Ãac�c c� l�Æd! |�dê Æ �Ç��l¼ «T�Çm ��¼W l���Ãg lz�¬Ç�Ç¹½�c Æ ¿Tn�ÁSc ��Çm �¢g ¶d�

lnh¥� ¾c�Áö Ã� Qc�Ã¢¼du O�c� ¾Ç��Tê Ãg c�wS�T¬ Ã¢¼du Ãg k¬d½nyc ¶�¼ l¬�¢¼ �dhn¡c �Sdg Ol�! �¶Æ Q�Çbm Q �Ã�Ty ��

lÁT¢m dmc� QdÄ �Â�S�ê «T�Çm lÅu lm¬d½nyc QdÄ ��Æ� ��h�Tê �� RSc��g »Å� l¹Sc� Æ ¾Ç��Tê �l�c�À ¶�¼ ¿Sc Ãg �TÀ

OÒ¿¼�n¸Çg OÑ¶Ç��d¼ ¾Çö Q�c�¬c lT¸d¢¬ Ãg ���! �l¼�dg O»T�dÁ� �l¼ Q�d¼W wS�T¬ ¾cÇÁ¡ Ãg �Æ�¼c Ãö �¾W ¾dTÁg ��Án�c�

·¼d�m dm Q�dS� Âc� �ÇÁÄ Od¼�! l�hÁu Q�Çbm O�À�Çg �¸dhÀ�g dÄ�¾W Ã� lzS�T¬ Q�Çbm d¼c �Ð×ÕÙ dm �c�¬c �}S� Æ Ó�hT!

����l¼ ��cÆ ¾W �g l­�¹¬ QdÄ�c�Sc Âd! Ãz¹g Ol�c�À lzS�T¬ Ã�S� dÅÁm ¾W �g ��cÆ QdÄ�d±nÀc ��Çg pzg ��Ç¼ Æ l�c� RSdÅÀ

lÀd¼� �� ��ÁÁ� �� c� »mc Æ ¶Çz¹¼ �ÇuÆ �dÅÁ�Tê ¶Æc Ãu�� �� dm �Án�c� l¢� ÔÃÀdSc�! �kdhqc QdÄ �Âd!�S� l}�g OlÅuwS �c

�Ç��l½À Â�S� lny Ã� Q�Tökdhqc Qc�g �­m O�Çg �cÇn�c lÅS�g QdÄ ���¬ Q��wS ÃSdê �gwT¼dÁS�Ç¼�m ¯¬Ç¼ Q�Çbm Ã�

lÁT¢m Æ l¢�° ·Sd�¼ Qc�g Q�d¼W Âd!�S� dg l�¢g O�}S� RSÇ� �c �l�c�À l¼Æ�¸ O�Án�TÀ Q�T! �Â�c�Àc ·gd° ¾W QdÄ �l!	SÆ Æ

¾W �c ¶Ç��d¼ Ã� �Çg d�} ¿T½~m dÅÁm OwS�T¬ �� k¬d½nyc Q�Çbm Âd}Sdu dÄ �¾c�zS�T¬ Âd!�S� �c ��Án�c� ·z�¼ wS�T¬

���� Â�d­n�c �c�ÃT¸Æc k¬�d¢¼ ¿n}d� Qc�g

Q�d¼W Ãn¬��Tê QdÄ�c�gc ¾��� c�Tê Qc�g dÄ�dTÀ ��c� �TT¦m c� dÄ �¾c�zS�T¬ l­�¹¬ Æ l½¹¡ Âd!�S� OºcÑÐ ¾�° �Æ�� kdT­��

��n�! ORSd¼�! l�hÁu Æ l½mc Q�Çbm Q�T! �·z� �TÀ Æ lmdh�dz¼ �d�n°c Ol¼ÇnÀcÇ�wTÀdz¼ �ÇÅ� dg l�dS� QdÄ �¾dTÁg Æ

�l¬dS

dÄ �¾W ¾dT¼ Ã�gc� �ÇuÆ ¶d½nyc �d¼�! Æ dÄ �¶Çz¹¼ Ò�Ð

ºc�¼ Ã� Q�S� �dT�g kc�� �c l�c Â�� ·Tz�m Ãz¹g Ol�TÀ Ãn�ÇTê Â�d¼ Ã� l�c ¿Sc RSd¼�! l�hÁu Q�Çbm ÃT¸Æc ��¬

kc�� ¿Sc BwTêÇz�Æ�zT¼ BwT¼dÁS� �l¢½u �qc ¾cÇÁ¡ Ãg Â�d¼ wTêÇz�Æ��d¼ QdÄ �l!	SÆ ��Án�Ä ÕmvÏÏÅm l��y ¶dy ��

�� RSd¼�! ¶d±nÀc ÃÀÇ!�Ä Æ l�c kc�� ��Çm �cÇS� ¾c�dh½g �c l�dÀ OÂ�ÁÁ� Ã�dyc Q �Â�cÇS� �g ��cÆ �d�¬ ��Ç��l¼ Ãn}dÁ�

Ð 'LIIXVLRQ (TXDWLRQ

Ñ 0D[ZHOO

Ò %ROW]PDQQ

Ó -RVLDK *LEEV

Ô 3RVLWLYLVWLF $WWLWXGH

Õ $JLWDWHG 0RWLRQ

Ö



× dÄ �¾W ¾dT¼ Ã�gc� �ÇuÆ ¶d½nyc �d¼�! Æ dÄ �¶Çz¹¼ �Ò�Ð

QdÄ �l¬dTÄ� dg l�hÁuQ�Çbm OfTm�m ¿Sc Ãg ��Ç��l¼ �c�W kc��fT��m dS ��Ç}�g l¹¡ Ãg Ã� Tl�c l�hÁuQ��Àc ¶d±nÀc  °cÆ

l¸dT� �c Â�d­n�c dg d¼�! O�Á� �l¼ �dÅÁ�Tê Ã� Ðd¼�!wS�Ç¸d� Q�Çbm �T�À RSdÄ �l¬dTÄ� �l�c lgd°� �� ÃÁT¼� ¿Sc �� �}S�
Ñl�T�dÁ¦¼Æ�nz¸c scÇ¼c ¶d±nÀc �� �mc Q�Çbm �ÇÁÄ O¾d¼� ¿Sc �� Ãnh¸c Æ ��Ç��l¼ ·±nÁ¼ ��� »�u Ãg º�! »�u �c �ÆdÁ�

Æ wS�T¬ �� Q�dS� kd¢¸d�¼ ��� Â�c� ¾d�À dÄ �¶Çz¹¼ Æ dÄ �»mc �ÇuÆ OºcÐØ ¾�° �Æ�� dg ��Çg Â��À Ãn�c�! �dÁ� ­¼d�

lzTz� �c�¢m �c l�c Â�� ·Tz�m Â�d¼ �Ä Ã� �À�c� ¾d�À ÕÆ��d!ÆÆW Æ Ô¾Çn¸c� OÓ�d�Ç¸ OÒ·SÇg QdÄ�d� Ã¹½u �c l½T�

�Àc �Â�� ·Tz�m la�¼�T¥ QdÄ �»mc �c �Ç} dÄ �¶Çz¹¼ ¿Sc �l�c Â�d¼ �Ä l¹�c l!	SÆ Q �Â�ÁÁ�«S�¢m �c�¢m ¿Sc Æ dÄ �¶Çz¹¼ �c

�l�c �S�u QdÄ �¶Çz¹¼ ·Tz�m Qc�g dÄ �»mc fT��m dS ÃS�vm �Á¼�dTÀ O�cÇ¼ ¾dT¼ RSdT½T� �c�! �ÇÀ�Ä Æ

Ã� �¿Sc lny Æ �À�c� �Áz½Ä�g �}S�zS dg ÃÀÇ}ö Æ Ol�c Â��  S�Çm dÄ �¶Çz¹¼ ¾dT¼ Æ Â�T}� l¹z� Ãg d±T°� Q��Àc Ã� �¿Sc d¼c

¿Tg Qd�¬ ¾��� �ê lÁ¢S O�Çg �d!�d�wS�Ç¸d� Â�Sc dg l½mc Q�Çbm OQ�y dm ��ÇhÀ �~�¼ Ol�c ��±ö dÄ�¾W º�u Æ Â�c�Àc

Æ ¶Ç��d¼ ��Çm Ã� ¶W �Â�Sc �d! Qc�g l�hÁu Q�Çbm �dÄ �¾W ¾dT¼ d¼�! ¿Sc�gdÁg Æ OQ��Àc ¶d±nÀc Qc�g Q�c�gc ¾cÇÁ¡ Ãg dÄ�¶Çz¹¼

Â�c�Àc Ã� �¿Sc ¶Æc �l¬�! ��À �� dÄ �¶Çz¹¼wT¼dÁS� Æ kc� Â�dg�� l±T°� QdÄ ���¬ OÖl¬dS��n�! Æ l¬�! ·z� ¿¼�n¸Çg

Q �Â�cÇS� Æ dÄ �¶Çz¹¼ ¾dT¼ �Áz½Ä�g Æ dÄ �¶Çz¹¼ �Ç} ¾dT¼ �Áz½Ä�g Tl�cwöÇ� �dT�g ¾d�ÁTg Ã¹�d¬ dg Ã�Sd±¼ �� dÄ �¾W

�l�c l�Çê �»�ö ·gd° dÄ �¶Çz¹¼ ¾dT¼ �Áz½Ä�g O��Ç}�g Ã�z¸ �c �T¥ �Ãg T�Án�Ä ¾d��� dÄ��Ç}�g Tl�c lÀW Â�ÁÁ� Ã�dyc

k�Ç� �Ãg c� dÄ �¾W wT¼dÁS� ¾cÇm �l¼ O�d! �c wTêÇz�Æ�zT¼ »vy wS �� dÄ �¶Çz¹¼ �c Q�dS� �dT�g �c�¢m �Ç�y l¹¡ Ãg

���Á� �l¼ edvSc c� ÐÙwT¼dÁS�Ç¼�m ºÆ� ¾ÇÀd° Æ ØQ�dë½Ä ÃT�° O×lzT¼dÁS�Ç¼�m ¶�d¢m Q�d¼W �Th¢m Ã� � ��� l���g Q�d¼W

��Çg �ÄcÇ} �cÇ�� �S� QdÄ ���¬ ¿Sc ÃTuÇm O¯T°� lÄd}�Sd¼�W tSdnÀ ¾Æ�g d¢�°

·! QdÄ �Â��! QÆ ��� ºdvÀc >ÑÑ@ Ð×Ñ× ¶d� �� ÐÐ¾cÆ�g OQ�Á¹mdz�c �dÁ� �ÂdT! �d� �� ÃÁT¼� ¿Sc ��wS��À kc�Äd�¼

s�d} dg Ã� �Ç½À Â�Äd�¼ c� Q�c�¢m »�kc�� Okd¢¸d�¼ ¿Sc �� ���� �l¼ Ã¢¸d�¼ èÇz�Æ�zT¼ �c Â�d­n�c dg c� eW �� ¯¹¢¼

Ð &DORULF 7KHRU\ RI +HDW

Ñ $HWKHU 7UDQVPLWWLQJ (OHFWURPDJQHWLF :DYHV

Ò 5REHUW %R\OH

Ó -RVHSK *D\�/XVVDF

Ô -RKQ 'DOWRQ

Õ $PHGHR $YRJDGUR

Ö 0D[ZHOO DQG %ROW]PDQQ¶V ,GHD RI D .LQHWLF 7KHRU\

× 7KHUPRG\QDPLF (TXLOLEULXP

Ø (TXLSDUWLWLRQ 7KHRUHP

ÐÙ6HFRQG /DZ RI 7KHUPRG\QDPLFV

ÐÐ5REHUW %URZQ

×



Ø dÄ �¾W ¾dT¼ Ã�gc� �ÇuÆ ¶d½nyc �d¼�! Æ dÄ �¶Çz¹¼ �Ò�Ð

QdÄ ��}�ö �l�c Â�Àd¼ ¯¹¢¼ �m�cÇ� |À Ãn�� wS ¯S�� �c Ã� wöÇ� ÃÁSW wS Qc�g lÀcÆ�g l��y �T�¼ �Ð�Ð ·z�
��¡ ¾��� c�Tê Q �Â�duc �¹êd� Ãg O¯T°� �dT�g kd¡­�c ¿Sc ��Ç��l¼ ·�dy ¾W �c Â�Tgdm�dg Çm�ê ¾��� ¶dhÀ� dg ÃÁSW »�Á¼dÀ
�Æ�z¼wTÀÇ¼�dÄ lÀcÆ�g l��y O·�dy l��y O�Á� �l¼ ��cÆ l�÷Tê �Ædn�! ÃÁSW �g |À Ãn�� Ã� du�¾W �c � �c� c� Æ��d!ÆÆW

�l�c c�T¼ l��y ��Ç¼ Æ� �Ä �� �l�c kÆd­n¼ �d�¬ dÅÁm OÂ�� Ãac�c ÃÀÇ½À Æ� ¿Sc �� �l�c

Ð�ÆÆdÅÁ}Sc OQ�Á¹Ä ¾c�zS�T¬ ��Çm ÐÖ×Ô �� lÅgd�¼ �dn¬� ��À��� �l¼ luduÇ¡c ln��y Ãg �Æ�� dÄ �Â��! ·}c� �c ¾��

l½� �c�±¼ �l�TÀ ¾dÄdT! Ãg ��zÁ¼ Q�dn¬� ¿TÁö Ã� �c� ¾d�À Æc ��Çg Â�� ��c�! ·z¸c x�� �g Á� �¶d¥� kc�� Qc�g

�� ��� l­nÁ¼ l��y ·¼d¡ ¾�Çg �c�Àdu OfTm�m ¿S�g �l�c� c� l��y �ÇÀ ¾d½Ä �TÀ  Sd¼ ¿Sc �� wTÀd!�c �T¥ Â�d¼ �c

Æ >ÑÒ@ Ð×ÒÕ Ñ�ÁSÆ Ã¹½u �c O�À�Ç½À lT¸d¢¬ Ã�Ty ¿Sc �� Q�dS� �c�¬c Æ O�� ºdvÀc ¾dÁ÷½Ä «¹n~¼ QdÄ ��Sd¼�W Ã¼c�c

Q�T!Ç¹u lÅu Q�Ág�¯Sd¡ ¾c�T¼ Æ sÇ¼ ¶Ç� OÂ�Tgdm �ÇÀ k�� O Sd¼ Qd¼� OÂ�Äd�¼ k�¼ �c ��À�ª�� �Ð××× ÒQÆÇ!

�� ¾cÆ�g Q �ÃT¸Æc «�� �c �ê ¶d� �� �Æ�y Ã� lÀcÆ�g l��y �c Qc�ÃÀÇ½À ����l¼ Â�S� »�Á¼dÀ l��y �ÇÀ ¿Sc OÃ¬ÇÀ �c

��S� �Ð�Ð� ·z� �� ¾cÇm �l¼ c� >ÑÓ@ �� Â�Äd�¼ Ó�¹êd� ��Çm Âd}�Sd¼�W

f¸d° �� ��� ®­�c �dn¬� ¿Sc Ãg ¿Tn�ÁSc ��Çm c�¢g Ã� l¼dÀ � lÀcÆ�g l��yQ �Ã¢¸d�¼ Æ l���gQ �ÃÁT¼� ��Tê kdT­�� ¿Sc Ô

T��� RgdS�� ÃÀd!c�u k�Ç� �Ãg c� dÄ �¾W ¾cÇng Ã� �Án�Ä ¾W �c �m�wöÇ� �dT�g eW QdÄ �¶Çz¹¼ ���ÆW »Äc�¬ c� l�hÁu Q�Çbm

Ð -DQ ,QJHQKRXV]

Ñ &KULVWLDQ :LHQHU

Ò /RXLV *HRUJHV *RX\

Ó (XJHQ .DSSOHU

�Æ� �Ãg �Ç} �n¬� �� O�dÅÀ dÁg c� Q�Çbm ¿Sc Ã� ¿Tn�ÁSc �l�Àc� ¾cÆ�g �Àd� ·�dy ¾cÇm�l¼ c� �� Â�T¼dÀ lÀcÆ�g l��y Â�S�ê ¿Sc Ã� �¿Sc l~S�dm �dz¸ �c Ô

l��n�� �TÀ ¾cÆ�g l¹�c QdÄ�d� Ãg lny Ã� �Áö�Ä ��Ç½À ed~nÀc c� ¾cÆ�g ºdÀ Æ l�c�À �ÆÆdÅÁ}Sc �d� �c l¡­�c Æ l}c��ê�l¼ lT¸d¢¬ Ãg ¾c�}S� �c

�l�c�À

Ø



ÐÙ dÄ �¾W ¾dT¼ Ã�gc� �ÇuÆ ¶d½nyc �d¼�! Æ dÄ �¶Çz¹¼ �Ò�Ð

Â�c�Àc Ãg O¾Æ�zT¼ Q �Ãhm�¼ �c eW �� Â�� ��cÆ Q �Â�� d¼c ��ÀÇ� �l¼ �Äd� Ãn�ÇTê l¸dT� ·z� Ãg OèÇz�Æ�zT¼ �� ¿Sc�gdÁg

�ÀÇ¼c�Tê ¶dT� kc�� dg ¾W QdÄ��Ç}�g Ã� l�c wöÇ� ��° �¾W ¶dy ¿T¡ �� Æ ��dg �T~�m ·gd° Ã� l�c ���g l¬d�

�� O�d�c ¿Sc �g Â�� ºdvÀc ÃT¸Æc QdÄ ��­m d¼c O�Á�� �l¼ ��À Ãg ¯T°� Æ Â�ÁÁ�  Àd° Ãö�!c lmdzT�Çm ¿TÁö ��Ç� Â�Äd�¼

¿Sc �� OÃÀÇ½À Qc�g ��Çg l¹T¹zm f�dÁ¼dÀ kdÅTuÇm ·T¸� Ãg Ã� ���Ç} l�z� Âd}�Sd¼�W �� �ÇuÇ¼ kc�Äd�¼ lÁTg ��Tê

�m ����g Ãhm�¼ ¿S�Áö eW QdÄ �¶Çz¹¼ dg Ã�Sd±¼ �� ¯¹¢¼ kc�� º�u Ã� ��� ¶¬�n�c ¿TÁö l�TaÇ��dÁ� �¶Ç¹� Ðl¹"üÀ ÃÁT¼�

d¼c �>ÑÕ OÑÔ@ ��dg �l½À Â�Äd�¼ ·gd° Ã� l�c wöÇ� Qc�Â�c�Àc Ãg ��Ç}�g �m wS �c �¢g RSdvgdu�Ä ¿Sc�gdÁg Ol�c

x��wS ��Ç¼ �� ñ �>ÑÖ@ �� Ãac�c ÇzÀ ¿Sc Ãg Ñ·ÀÇg�d� ��Çm Ol¢½u Ãn�� �dn¬� ¿Sc Qc�g kÆd­n¼ ­¼d� Q�d¼W ÃTuÇm

kc�� l��y �� ¶­n}c p¡dg O�ÀÇ��l¼ �d�¬ ¾�¼W ��cÆ Ãg �vÁ¼ Ã�  Sd¼ l¸Çz¹¼ QdÄ��Ç}�g Of�dÁ¼ Æ ¿T¢¼ lnyd�¼ dg

lnyd�¼ Qc�c� x�� �!c d¼c ��ÁÁ� �l¼ ��cÆ Â�� �g kdÅu ºd½m �� Æ ¾d�zS RSÆ�TÀ dÄ �¶Çz¹¼ ¿Sc Ã�c�ö T�ÀÇ��l½À ¯¹¢¼

�Sdg OÆ� ¿Sc �c ���c�À �ÇuÆ ¿T"ÀdT¼ �d�¬ «S�¢m Qc�g l¹T¸� �}S� O��dg dÄ �l½�À �Rg »Å� ¾c�hu Qc�g º�¬ ¾c�T¼ �c �n½�

�vÁ¼ kc�� Ò�dS� �c�¢m ¾ÇÀd° O�}S� l¸dy ¿Sc �� �l¬dS �Á� �l¼ �TT¦m �}S� ¾dz¼ Ãg lÀdz¼ �c Ãn�ÇTê Ã� c� Q�gc�gdÀ �d�¬

ñ��ÀÇ� �l¼ �m�S�� dÄ �¾d�ÇÀ Æ �Çg �ÄcÇ} �m�x�cÆ ÃvTnÀ O��dg �m �wöÇ�kc�� Â�c�Àc Ãö �Ä Æ ��Ç��l½À ¾d�zS �d�¬ Ãg

O¿T"ÀdT¼wTêÇz�Æ�zT¼ QdÄ �lT½� �gwT�­�k�Ç� Ãg dÄ�¾c�zS�T¬ ���½m �l�c f¸du Æ �dS� �dT�g ��Ç¼ ¿Sc �� pzg

Ãn¬�! ��À �� ¿T"ÀdT¼ �c�±¼ �c dÄ �ªc�zÀc ��dg �c�° �!c Ã� �Çg ¿Sc w��¼ ¶cÇ� ��Çg ��Ç}�g �Ä �� ¿T"ÀdT¼ RSdvgdu �ÁÀd¼

�dS� �c�¢m ¾ÇÀd° Qc�g ¯T°� l¹Tzm º�TÀdz¼ OÂ	SÆ Ãg �l}d� wTêÇz�Æ��d¼ �SÇ�m wS ln��� Ãg ¾cÇm �l¼ ÃÀÇ}ö O�Ç�

OºdvÀc�� ��ÇhÀ l¼Ç½¡ �Àc� Æ�u ¾d¼� ¾W �� �ÇÁÄ ��Ç��l¼ Â�c� xT�Çm Ã¼c�c �� � ÓQ���¼ �y ÃT�° dg ¾W �dhm�c Æ kc��

���ÆW �dg Ãg c� lÀcÆ�g l��y Q�Çbm Qc�g lm¬d½nyc Æ l½� tSdnÀ >ÑØ@ lz�¬Ç�Ç¹½�c Æ >Ñ×@ ¿Tn�ÁSc QdÄ ��­m

�~ê Ã¸�d¢¼ Æ ¿Tn�ÁSc k�h¸W Ð�Ò�Ð

�À�ÆdÁ� ¶dT�wS �� Ã� Q�S� kc�� �c���g Ã¡Ç½v¼wS Ol�~À ���� ºd¥�c c� �~ê��� �� Q�cÇ¼ ºÇÅ­¼ Æ� ¿Tn�ÁSc

wöÇ� �dT�g »vy �� �Ç�z¼ kc�� �c�¢m f(x, t)dx�d�c ¿Sc �g ��ÀÇ� �l¼ «T�Çm f(x, t)l�¹¥ ¾dS�c�!f�y�g

kc�� Qc�g c� ÐwTmÇ½�c �d�¬ ¾ÇÀd° ¿Tn�ÁSc Ol�hÁu ÃS��À ¶Ç�c ¿n¬�! ��À�� dg ��Ä� �l¼ c� t ¾d¼� �� x Ã�±À ªc��c

Ð .DUO YRQ 1DJHOL

Ñ ,JQDFH &DUERQHOOH

Ò /DZ RI /DUJH 1XPEHUV

Ó &HQWUDO /LPLW 7KHRUHP

Ð 2VPRWLF 3UHVVXUH

ÐÙ



ÐÐ dÄ �¾W ¾dT¼ Ã�gc� �ÇuÆ ¶d½nyc �d¼�! Æ dÄ �¶Çz¹¼ �Ò�Ð

�lÀcÆ�g l��y Q�Çbm �c�! �¾dTÁg O¿Tn�ÁSc k�h¸W �Ñ�Ð ·z�

�c �Sdg f(x, t) Ã� �T�� ÃvTnÀ ¿Sc Ãg ÑwT¬ �ÁÀd½Ä QÆ ¿Sc�gdÁg �l�c ¶W�Â�Sc �d! ¾ÇÀd° �T�À ¾ÇÀd° ¿Sc O��g �d� �Ãg ¯¹¢¼

lu�d} QdÄÆ�TÀ ��Çm Â�� �dvSc ¾dS�u ÃÀÇ!�Ä OlzT¼dÁS� ¶�d¢m l¸dy �� Â	SÆ �Ãg ��Á� QÆ�Tê �~ê wT�­� ¿TÀcÇ°

·Sd½m �c l�dÀ ¾dS�u ¿Sc T�Ç� �l¼ ¾c�hu −D(∂f∂x ) l�~ê ¾dS�uwS ��Çm O�Àc�! dS lzS�nz¸c QÆ�TÀ �T�À OQ��c��

¾dS�u k�� Q �Â�ÁÄ� ¾d�À Æ l�cmË/sec �d¢gc Qc�c� D �~ê lgdq �l�c �n½� l�¹¥ dg lycÇÀ ¾��� �ê Qc�g kc��

�c Â�d­n�c dg Æ �Án�Ä Ò ��Çn�c�dz��c lzm RSdÄ �Â��k�Ç� Ãg kc�� Ã� �����¬ ¿Tn�ÁSc ¿TÁ÷½Ä �l�c �~ê

O�T�� �~ê lgdq Qc�g �S� Ã�gc� ÃgwTmÇ½�c �d�¬ ¾ÇÀd°

D =
RΘ

ÏπηrN
, �Ñ�Ð�

ºd! �� �l�c Æ��d!ÆÆW ��¡ N Æ kc�� �d¢� r O¾W�dz��c lgdq η O¶dT� Qd¼� Θ O¶W�Â�Sc �d! lgdq R Ã�gc� ¿Sc ��

¾cÇng Ã� �¾Æ�zT¼ Ãhm�¼ �c� �Án�Ä ���g ��±ÀW lÀcÆ�g kc�� ���� ��Ç}�g Ã¸d�¼ dg kÆd­n¼ Q��zSÆ� dg ¿Tn�ÁSc OQ�¢g

wöÇ� l¹T} lÀd¼� QdÄ �Â�dg Ã� l¼c�d¼ OÃ� �c�° ¿Sc Ãg l¬�! ��À �� c� l½Å¼ ��¬ Æc ���� Ã¢¸d�¼ ÃÀd!c�u c� dÄ �¾W

lÀd¼� QdÄ �Â�dg �� �Ç�~g Q �Â��wSl��y ¿TÁ÷½Ä T�Ä� �l¼ ºdvÀc kc�� �}S� �c ·±n�¼ ­¼d� ln��y Â�� �Ä O�Á�dhÀ

Â�Äd�¼ QdÄ �¾d¼� dg Ã�Sd±¼ �� Ã� »TÁ� �l¼ l¬�¢¼ c� τ lÀd¼� Q �Â�dg du�¿Sc �� ��Án�Ä »Ä �c ·±n�¼ lmd��y O�TÀ kÆd­n¼

�l¬�! ��À�� ·±n�¼ c� τ l¸cÇn¼ Q �Â�dg Æ� ¿Tg QdÄ �l��y ¾cÇng Ã� l�c ���g l¬d� Â�c�Àc Ãg d¼c Ol�c wöÇ� �dT�g

∆ Ãg lh�À φ(∆) �l¬�! ��À�� t+ τ lÀd¼� Â�dg �� lÀcÆ�g Â�� �Ä ∆ Â�c�Àc Ãg RSdvgdu Qc�g c� φ(∆) ¶d½nyc Æc �ë�

dg �S� Ã�gc� ¯h��g xªc��c ��wöÇ� »vywS �� kc�� �c�¢m O¿Sc�gdÁg �l�c Ãn��! QdÄ �¾d¼� Æ t �c ·±n�¼ Æ ¾�d±n¼

Ñ )LFN

Ò 6WRNHV )ULFWLRQ

ÐÐ



ÐÑ dÄ �¾W ¾dT¼ Ã�gc� �ÇuÆ ¶d½nyc �d¼�! Æ dÄ �¶Çz¹¼ �Ò�Ð

O�gdS �l¼ ¶Çzm ¾d¼�

f(x, t+ τ)dx = dx

∫ ∞

−∞

f(x+∆, t)φ(∆)d∆. �Ò�Ð�

Ol�c� »TÄcÇ} c� �S� RSdÅÀ Ã¸�d¢¼ OÃ�gc� ¿Sc ª�� Æ� �Ä QÆ� �g ∆ Æ τ Ãg lh�À �Ç¹Tm ��g ¶d½¡c dg

∂f

∂t
= D

∂Ëf

∂xË
, �Ó�Ð�

O�Ç��l¼ «S�¢m k�Ç� ¿Sc Ãg D fS�� Ã�

D =
Ê

Ëτ

∫ ∞

−∞

∆Ëφ(∆)d∆. �Ô�Ð�

Ã� �Áö�Ä O�Á� �l¼ �TSdm c� l�¹¥ ¾dS�c�! ¶Çzm �g wT�­� �~ê Ã¸�d¢¼ ¾�Çg »�dy �g lÁh¼ ÃT¸Æc ��¬ �Ó�Ð� Ã�gc�

QdÄ �RSdvgdu �g Ã� Oφ(∆) ¶d½nyc dg �Ô�Ð� Ã�gc� ¯S�� �cD�~ê lgdq �l�c �cÇn�c Qc�Â���m �SÇ�m �g l¬dTÄ� ¿Sc

lhq �c �¢g ��Çg k�Ç� ¿Sc Ãg lT½� ¿Sc ¾��� c�Tê Qc�g ¿Tn�ÁSc �Æ� ���dg �l¼ �hm�¼ Ol�c »�dy wTêÇz�Æ�zT¼

�g ¯h�Á¼ Ox = Ó OlÀdz¼ kd�n~¼ Âd"n�� c�h¼ Ã� �c� ¶d±nÀc Qc�ÃÀÇ! Ãg c� kc�� QdÄ�T�¼ ºd½m ¾cÇm �l¼ Okc�� l��y

lT¢hm �~ê Ã¸�d¢¼ �c �Sdg ¾dÁ÷½Ä Ãn¬dS ¶d±nÀc kc�� l�¹¥ ORSd�¬ lÁ}½Ä Ãg ÃuÇm dg ���dg t = Ó �� l��y c�h¼

¯¹¢¼ lÀcÆ�g kc�� ·� �c�¢m n =
∫∞

−∞
f(x, t)dx Ã� f(x, t = Ó) = nδ(x) OÐl�c k�Ç� ¿Sc Ãg �TÀ ÃT¸Æc ��� ��Á�

Ol�c l�Æd!ªÆ�¢¼  S�Çm �Ó�Ð� Ã¸�d¢¼ |�dê �l�c

Ê

n
f(x, t) =

Ê√
ÍπDt

exp(− xË

ÍDt
). �Õ�Ð�

�c� �dÅÁ�Tê ¿Tn�ÁSc Ã� Q�m �Â�d� Âc� ��SW�l¼ l�� Ãg f(x, t) kc�� ºd½m RSdvgdu  S�Çm QÆ� �c �~ê lgdq ¿Sc�gdÁg

��Ç� �l¼ «S�¢m g(x)�dn¬� ��Ç}  gdm �Ä Qc�g
∫

∞

−∞
g(x)δ(x)dx = g(Ó) Ã�gc� �c Ã� Qc �Ãn¬dS »T½¢m  gdm Ol�c �c�S� Qdn¸�  gdm δ(x) du �¿Sc �� Ð

���g �d� �Ãg c� �¾W ºÇÅ­¼ Ãz¹g ���À Â�d­n�c  gdm ¿Sc �c ¿Tn�ÁSc

ÐÑ



ÐÒ dÄ �¾W ¾dT¼ Ã�gc� �ÇuÆ ¶d½nyc �d¼�! Æ dÄ �¶Çz¹¼ �Ò�Ð

�lÀcÆ�g l��ywTêÇz�Æ�zT¼ ÃhÁu QÆ� �g �d� Æ lz�¬Ç�Ç¹½�c �Ò�Ð ·z�

Ol�c Q��"ÁÄ ¿T"ÀdT¼ lm�dh¡ Ãg dS x Qdn�c� �� Â�� �Ä Qc�g RSdvgdu  g�¼ ¿T"ÀdT¼ Ãh�dz¼

〈

XË(t)
〉

=
Ê

n

∫ ∞

−∞

xËf(x, t)dx = ËDt. �Ö�Ð�

dg fT��m �� ��SW �l¼ l�� �Ãg lÀcÆ�g Q �Â�� QdÄ�T�¼ �c Q�dS� �c�¢m QÆ� �g RSdvgdu  g�¼ Q�T! �¿T"ÀdT¼ dg �~ê lgdq

�l�c l½mc Q�Çbm �� l½Å¼ lT½� Ã� Tl¬dS�Æ� ¿Sc ¯S�� �c c� Æ��d!ÆÆW ��¡ ¾cÇm �l¼ �Ñ�Ð� Ã�gc�

Æ �d�¬ ¿TÀcÇ° Ol�¹¥ ¾dS�c�! �c Â�d­n�c dg OÇ�wS �c ��Çg �c�ÃÀd!Æ� l¬dTÄ� ¾��g �d� �Ãg �� ¿Tn�ÁSc �d� ��zÁ¼ l!	SÆ

�m �T�¼ Æ ��g Â�Åg kc�� lm¬d½nyc «T�Çm �c O�}S� QÇ� �c �l�c� kc�� Ãg �dn�ÇTê Âd"À O�~êwT�­�k¬�d¢¼

dg ÃÅucÇ¼ �c Oτ dg Ã�Sd±¼ �����g RSdÄ �¾d¼� �� x lÀdz¼ Ã�n~¼ �g »T±n�¼ ���½m dg ¿Tn�ÁSc ��c� �c�° l���g ��Ç¼ c� Â��

lÀcÆ�g Â�� Qc�Ã�z¸ l¡�� ¿T½~m �� �°dÁm �T�À lm­z�¼ O�Àd¼ ¾d¼c �� Q�d¼W QdÄ �«T�Çm �}S� �� Æ� �Tê k­z�¼

�c�° ÃuÇm ��Ç¼ lz�¬Ç�Ç¹½�c ��Çm c�¢g «S�� ��cÇ¼ ¿Sc �wTêÇz�Æ�zT¼ QdÄ��Ç}�g �g Â�� ¿Sc RSdvgdu ¿T"ÀdT¼ dS

�l¬�!

l�! �¶Æ Æ lz�¬Ç�Ç¹½�c l¬dTÄ� Ñ�Ò�Ð

Q�� wS Æc ���� «S�¢m φ(∆) dÄ �RSdvgdu ¶d½nyc  gdm f�y �g c� lÀcÆ�g kc�� wT¼dÁS� Q�d¼W QdÄ �l!	SÆ ¿Tn�ÁSc

�Tz¼ wT¼dÁS� dg Ã�gc� �TÀ Æ dÄ �¾W l¢gdm k�Ç� d¼c Ol¬�! ��À�� c� �}S�zS �c t Æ x ¶­±n�c �ÁÀd¼ l±�Á¼ QdÄ ���¬

wTêÇz�Æ�zT¼ ÃhÁu O�n�Tg >ÑØ@ ÐØÙÕ �� lz�¬Ç�Ç¹½�c ��Çm Â�� Ãac�c l¬dTÄ� Æ� ¿Sc �c ����À �~�¼ c� ªc��c

l�! �¶Æ QÆ �d��d�c ��Á� �l¼ Q�d� �¶�¼ c� ¶dT� dS �d! la�¼dÀ QdÄ �¶Çz¹¼ dg dÄ��Ç}�g�m �qc OQ�Çbm ¿Sc Ã� �¾dÁö ��c�

�l�c

l¹"À Q �Â�T±¡ Ãg OÃ¹½u ¾W �c ��Ç½À ���Ç! c� Ãn��! �� �ÇuÇ¼ �¹¥ �Ç�m ¿S�Áö lz�¬Ç�Ç¹½�c O�mdh�dz¼ dg dn�c�½Ä

ÐÒ



ÐÓ dÄ �¾W ¾dT¼ Ã�gc� �ÇuÆ ¶d½nyc �d¼�! Æ dÄ �¶Çz¹¼ �Ò�Ð

wh� ¶Çz¹¼wS dg ��Ç}�g �� OÊÓ−Ícm ��° dg lÀcÆ�g Â��wS l¡�� �Sc�¬c ���� Â�d�c dÄ �RSdvgdu ¾�ÇgwöÇ� �g

lÀcÆ�g Â�� Qc�g Â�� Â�Äd�¼ ln��y QdÄ �l!	SÆ �c �n½� �dT�g ¿Sc d¼c ���dg ÊÓ−Ïcm/sec Ãhm�¼ �c Q�Tö �Sdg eW ¾�Æ

RSdvgdu O�dSdg ¾Æ�g Q�T! �lÅu ·T¸�g l¹"À «S�¢m ¯h� OÃTÀdq �� dÄ��Ç}�g ¿Sc �c Q�dS� �c�¢m �ÇuÆ »¥� �l¹¡ �l�c

l�c lÄdhn�c ¶¬�n�c ¾d½Ä ¿Sc l�c� Â�T±¡ Æ �Çg «¸d~¼ Q�T! �ÃvTnÀ ¿Sc dg lz�¬Ç�Ç¹½�c d¼c ���dg �­� �Sdg �¸d}

��Ä� �l½À l�� �c �Ç} Q�Ág ���� ¤¹h¼ �m��Tg ��c� �d±n¡c ¿zS�dg Ã� �Ç��l¼ ºdvÀc Ð��} Q�dg �� �dm edm�ê ��Ç¼ �� Ã�

O�Ç��l¼ ÃvTnÀ �S� Ã�gc� �c p(m;n) ��g Ãhm�¼m ¶d½nyc O�dm edm�ê n ��

p(m;n) =
n!

Ë
nm!(n−m)!

=
Ê

Ë
n









n

m









. �×�Ð�

p(m;n) = O��c�À �ÇuÆ Q�dg �� lnTzu�c Ã� du�¾W �c ��Ç��l¼ ·�dy v = Ëm−n ·� ��Ædn�� OÃhm�¼ n �c ��gm Qc�g

Odg l�c �gc�g �­� �c ªc�zÀc ¿T"ÀdT¼ d¼c �l�c 〈v〉 = Ó Â�� ·�dy �Ç� ¿T"ÀdT¼ ÃvTnÀ �� �p(n−m;n)

〈|v|〉 =
n
∑

m=Ó

|Ëm− n|p(m,n) = Ë

n
∑

m=n/Ë









n

m









Ëm− n

Ë
n =

n

Ë
n









n

n/Ë









,

�Ø�Ð�

O�Çg �ÄcÇ} k�Ç� ¿Sc Ãg Ñ ���g �dT�g QdÄ �n Qc�g Ã�

〈|v|〉 ∼
√

Ën

π
. �ÐÙ�Ð�

Ã­¸Ç¼ Ol�! �¶Æ Ãg »S��!�g ���dg Ãn�c� √n Ãhm�¼ �c ln}dg dS ��g �d�nÀc �Sdg O��c� Q�dg �dg n ��° Ã� Q��¬ ¿Sc�gdÁg

�� ��gdS �l¼ �Â�À�dg��Äd� dS �Â�À�g��Sc�¬c lngdq Â�c�ÀcwS dg ��Ç}�g �Ä �� d��¬ Ox Qdn�c� �� lÀcÆ�g Â�� vx l¡��

n ��u k�Ç� Ãg 〈|vx|〉 �l¡�� ¯¹�¼ �c�±¼� ��Çn¼ l¡�� d¼c O〈vx〉 = Ó O�Çg �ÄcÇ} �­� l¡�� ��Çn¼ OÃvTnÀ

��Ç}�g n = ÊÓËÓ eW ¶dT� �� Â�� Æ ��Ç}�g n = ÊÓÊÏ �Æ�y �d!wS �� ¯¹¢¼ lÀcÆ�g Â�� OÃTÀdqwS �� ��gdS �l¼ �Sc�¬c

Qc�g ªÆ�¢¼ l�! �¶Æ Â�d� �¡cÇ° �c lz�¬Ç�Ç¹½�c d¼c O�Çg Â�T÷Tê Q�dg Â�¡d° ��ÇgÐ× Æ ÐÖ QdÄ�¾�° �� ªÆ�¢¼ �dm Q�dg O��} Q�dg dS +D]DUG Ð

�l�c QÆd�¼ l}dg dS ��g ¶d½nyc �dm edm�ê �c Ã¹y�¼ �Ä �� Æ O�Á� �l¼ Q�Ág���� lÁT¢¼ �c�±¼ QÆ� ¿zS�dg ���� Â�d­n�c «T�Çm

n! ∼ (n/e)n
√
Ëπn ÁT¸�n�c Ã�gc� �c Â�d­n�c dg Ñ

ÐÓ



ÐÔ dÄ �¾W ¾dT¼ Ã�gc� �ÇuÆ ¶d½nyc �d¼�! Æ dÄ �¶Çz¹¼ �Ò�Ð

���dg ÊÓÍcm/sec dS ÊÓË fTm�m Ãg Ãhm�¼ �c Q�Tö �ÀcÇm �l¼ l¡�� �Sc�¬c OÂ�d� �dT�g �SÇ�m ¿Sc �� ��Á� �l¼ Ãg�vm c�

OÂ�� lÁTg ��Tê ¯¹�¼ �­� �c�±¼ �c �ÀcÇm�l¼ O�dSdg ¾Æ�g l�! �¶ÆwS �Ç½v¼ ÃÀÇ}ö Ã� �c� ¾d�À lz�¬Ç�Ç¹½�c ¿Sc�gdÁg

Ãg l"n�g º�¬ ¿Sc O���g QdÄ �n �� O��Ç��l¼ ¾dTg Ã¼c�c �� Ã� � Q���¼ �y ÃT�° ¯h� �g Ol±T±y �� ���dg Ãn�c� ªc�zÀc

�l�c l¹� ÃvTnÀwS n ��u

�Sdg lÀcÆ�g Â�� «T�Çm Qc�g ·¼d� ¶�¼ wS ¾cÇÁ¡ Ãg l�! �¶Æ ¿Sc O��� �l¼ ·y c� l¹"À Ã¸d�¼ Âd"À �ÇÀ ¿Sc Ã� �l¸dy ��

l�hÁu Q��Àc ÃvTnÀ �� Æ l¡�� l½ac� �Sc�¬c �ÐÙ�Ð� Ã�gc� O�Ç½À ¾dTg lz�¬Ç�Ç¹½�c Ã� �Ç� �¾d½Ä ��Ç� Ãn�c�! �dÁ�

�� Â�� Ãö�Ä ·½¡ �� �l�c l¡�� Ãg dÄ��Ç}�g ¶d½nyc l"n�gcÆ º�¡ O®Ç¬ Q�Çbm �� »Å¼ Q �Ãn�À ��Á� �l¼ edvSc c�

��Á� �l¼ Ãg�vm ¶­y QdÄ �¶Çz¹¼ dg lÅu ¾W �� c� Q�n�Tg QdÄ��Ç}�g �c�¢m O��dg Ãn�c� Q�n�Tg l¡���d} lÅuwS

l¡�� Â	SÆ �Ãg Æ l¡��  S�Çm OlSdÅÀ�� ��ÀÇ� �l¼ �TÀ �dz��c Â�S�ê �dvSc p¡dg d¼c O�À�g�l¼ �Tê c� Â�� dÄ��Ç}�g

c� lzT¼dÁS�Ç¼�m �y Ã� l�c Q�Tö ¾d½Ä ¿Sc O¶Ç��d¼ l�hÁu Q�Çbm ¯h� ��Á���l¼ Q�Æ�z¼ �c�±¼ wS Ãg ��Çn¼

¾c�T¼ �Sdg O¾�Æ Æ Â�c�Àc O·z� �c ��À �ª��kc�� ºd½m O¶�d¢m l¸dy �� »n�T�wS �� O�m �¯T°� k�Ç� Ãg ��Á� �l¼ «S�¢m

QdÄ �¶Çz¹¼ Æ �Á�dg V l¡�� ÆM º�u dg QÆ�� lmc�� OlÀcÆ�g kc�� Ã� �¿Sc ��¬ dg ��Á�dg Ãn�c� l�hÁu Q��Àc QÆd�¼

Ol�c� »TÄcÇ} O»S�T}g ��À�� v l¡�� Æm º�u dg Qc�Ã�±À k�Ç� Ãg c� eW

〈

V Ë
〉

=
m

M

〈

vË
〉

. �ÐÐ�Ð�

�Sc�� �� Æ eW �� ¯¹¢¼ lÀcÆ�g Â�� ��Çn¼ l¡�� ¯T°� �T¥ k�Ç� Ãg l�ÀcÇm lz�¬Ç�Ç¹½�c OÃ�gc� ¿Sc �d�c �g

Q�c�±¼ �Ä �c l¡�� Qc�g ��¡ ¿Sc Ã� �� ���n¼ ¿TÁ÷½Ä Æc ��À�g ¿T½~m 〈V 〉 ≈
√

〈

V Ë
〉

≈ ÓÕ Ícm/sec c� ¶�d¢m

�T�­m �� Â�dgÆ� Âdhn�c �l~T"Àc�g l�hÁu Q�Çbm lz� Ãg lh�À lz� Ãn�À ¿Sc Tl�c �m����g OQ�T! �Â�c�Àc �c ·�dy

V l¡�� dg��zn¼ kc�� ¿T"ÀdT¼ ¾dz¼  °cÆ �� »TÁ� �l¼ Â�Äd�¼ d¼ Ãö �¾W ñ �Ã� �c� xT�Çm ÃÀÇ! �¿Sc lz�¬Ç�Ç¹½�c ��Çg

Â�c�Àc�Rg l!c�}S� �T�¼ »n�T� ¿Sc º�u ���¼ ��ÁÄ��l¼ lÅu �TT¦m ÃTÀdq �� Ãhm�¼ ÊÓËÓ dm ÊÓÊÏ ¿Tg kc�� ¿Sc d¼c Tl�c

ñ>���@ �l�c kc�� �Ç} �d¢gc �c �m�wöÇ� �dT�g ¾W l�c� �Ç�} Ã� Q�T�¼ O�Á� �l¼ l� c� Qc�Â�T÷Tê

���dg Â�� l¢°cÆ �T�¼ Qc�g RhS�±m �dT¢¼ �ÀcÇm �l½À lny OδX = |X(t+ δt)−X(t)| O»T±n�¼ �T�¼ �Ä QÆ� RSdvgdu

l�z� Ãg �vÁ¼ OÊÓ−ÊÏsec �c �Tg Qc δt ¿n¬�! ��À �� dg δX/δt QÆ� �c V Qc�Ã�z¸ l¡�� Ãh�dz¼ Qc�g l�­m �Ä

lT¢°Ç¼ ��Sd½À kdhqc c� �Ç} pzg dm ����­m Ol�! �¶Æ Qc�g Q�m �ÃÀc�Äd¼ w��wS l¬�¢¼ dg lz�¬Ç�Ç¹½�c ��Ç��l¼

Qc�Â�Çmd� lÅuwS �� X(Ó) = Ó �� l��y ��Çg �ÄcÇ} X(n) ªc��c ¶dT� dS �d! QdÄ �¶Çz¹¼ dg ��Ç}�g n �c �¢g Â��

dÄ �¾W �c l}�g �l¬�! ��À �� Â�ÁÁ� �Â�d� ��¬ �Áö Æc Ol¹T¹zm �dz¸ �c ¶�¼ ¾��� lmdT¹½¡ lÅu Ãg ��� �ÄcÇ} �d¥W

ÐÔ



ÐÕ dÄ �¾W ¾dT¼ Ã�gc� �ÇuÆ ¶d½nyc �d¼�! Æ dÄ �¶Çz¹¼ �Ò�Ð

kdTa�u Qc�g ��Án�Ä Q�m �«S�� kd�À Qc�c� l}�g d¼c TM ≫ m ¾Çö RhS�±m �c Â�¼W�g QdÄ �Q�d� �Â�d� �T�À O�Áz�cÆ

�Tz¼ QdÄ �¶Çz¹¼ dg dÄ��Ç}�g �«¸c �l�c ÃÀÇ! �¿Sc ¶�¼ Ã�­} k�Ç� Ãg ��Ç½À Ã¢uc�¼ >ÑØ@  u�¼ Ãg ¾cÇm�l¼ �m ��Tg

Æ� �Ä ¿Tg �e �l�c l�Çê �»�ö ·gd° ��Ç}�g QdÄ �¾d¼� ¾�Çg Qc�Â�Çmd� ÃÀÇ!�Ä O��T! �l¼ ºdvÀc lngdq lÀd¼� QdÄ �Â�dg ��

Ã¸�d¢¼ OQ�dë½Ä ÃT�° �c lÀcÆ�g Â�� l¡�� ��Çg �ÄcÇ} V (n) lgdq l¡�� dg »T±n�¼ l��y OQn + Ê Æ n ��Ç}�g

Æ l�c Q�d¼W Q �ÃT�° wS Q�dë½Ä ÃT�° ·½¡ �� �V (n) ≡ V = 〈V 〉 =
√

〈

vË
〉

m/M T�Ç� �l¼ l�dÀ O�ÐÐ�Ð�

¾cÇm �l¼ �e� Æ �«¸c���¬ Æ� ¿Sc �c �l�c ¾��� ��À �ª�� ·gd° d¼c O��c� �ÇuÆ ¾W �� ¿T"ÀdT¼ �c�±¼ ¶Çy �T} Æ l¬c

Ã�gc� ¿Sc �� Ã� TδX(n) = X(n + Ê) −X(n) = V (n)/ν O�SW�l¼ l�� Ãg ¯S�� ¿Sc �c RSdvgdu �c��g Ã� l¬dS��

Â�� Ã�c�ö Ol�Àc� Ð ¾Ç��Tê l�! �¶Æ Q�¢g Ã� k�Ç� c� ¶�¼ ¿Sc ¾cÇm �l¼ O®Ç¬ Ãn�À Ãg ÃuÇm dg �l�c ��Ç}�g {�À ν

l�! �¶Æ ¶�¼ �� ��Á� �l¼ l� l¸cÇn¼ ��Ç}�g Æ� �Ä ¿Tg c� l = δX = V/ν lgdq Æ Qc�Â�Çmd��T¥ QdÄ �l¬d�¼ lÀcÆ�g

QÆ� �c Ã� Oǫ(n) ≡ ǫ �}�ö ÃSÆc� �s �l�TÀ Qc�Â�Çmd� ­¼d� ��Ç}�g �Ä �c �¢g l��y �S�u lÅu Olz�¬Ç�Ç¹½�c

pzg Q�T}Tê dg �ǫ(n) = ǫ O�Ç� �l¼ ��¬ Qc�Â�Çmd��T¥ Æ lgdq O�Ç� �l¼ «S�¢m cos[ǫ(n)] = [V (n − Ê)V (n)]/V Ë

¶Æc Ãhm�¼ fS�±m dm Æ Â�ÇgwöÇ��}�ö ÃSÆc� OÆ� ¿Sc �c �l¬�!��À ��wöÇ� �dT�g c� ��Ç}�g �Ä »Å� ¾cÇm �l¼ Ol¹"À

ǫ = O(
√

m/M) Ãg �e� �� V «S�¢m �c Â�d­n�c Æ v ≈
√

〈

vË
〉

¿T½~m dg �(mv)/(MV ) lh�À dg l�c f�dÁn¼

¶Çy lzöÇ� ¿T¢¼ Q �Â�Sc� QÆ� �g �Sdg δX(n) RSdvgdu �c��g �ÇÀ O��Ç}�g �Ä �c �¢g OÃ�­} �Ç� Ãg ��T�� »TÄcÇ}

��Õ�Ð� ·z� O�ÁT�Ág δX(n− Ê)

�c �¢g lÀcÆ�g Â�� ��c� �l¼ ¾d�À c� Q�c�SdêwS l¡ÇÀ Ãg lz�¬Ç�Ç¹½�c O¾Ç��Tê Qc�Â�Çmd� ­¼d� Æ l!c�}S� �T�¼ �·gd±¼ ��

O��dgwöÇ� l¹T} ǫ �!c �l�c ¾W Q¬dg l¼�u l��ÁSc �c l�dÀ ¿Sc Ã� O��c� �Ç} l��y lÅu �­y Ãg ·Sd½m ��Ç}�g

lz�¬Ç�Ç¹½�c Q�T! �ÃvTnÀ ��Çg �ÄcÇ} l�c� �}k�Ç� Ãg dhS�±m Â�� Â�Äd�¼ �T�¼ �TÀ ��Ç}�g Q�dS� �c�¢m �c �¢g lny

lz�¬Ç�Ç¹½�c �l�c �m����g l l¢°cÆ ¿T"ÀdT¼ �c�W �T�¼ �c Ãhm�¼ ¿S�Áö Ã� �Çg λ Ñ �ÇÅ�¼ ¿T"ÀdT¼ �c�W �T�¼wS �ÇÅ�

Â�� RSd�¬ �d¢gc ���� Ãac�c l½� ÃÀÇ½À wS O〈XË(n)
〉

O�d! �� ¯¹¢¼ lÀcÆ�g Â�� RSdvgdu  g�¼ ¿T"ÀdT¼ ¿n¬�!��À �� dg

OÒ ¿¼�n¸Çg l�hÁu Q�Çbm ¯h� �g O¿Sc�gdÁg �l�c �d! QdÄ �¶Çz¹¼ �� ¿T"ÀdT¼ �c�W �T�¼ �c �m �wöÇ� �dT�g O��Ç¼ ¿Sc ��

Qc�Â�Çmd� �� ��Á� �l¼ ·¼d� c� lz�¬Ç�Ç¹½�c ¶�¼ ¿Sc Æ ������¬ �}S�zS �c ·±n�¼ c� l¸cÇn¼ QdÄ��Ç}�g �qc ¾cÇm�l¼

·±n�¼ k�Ç� Ãg dScÆ� ¿Sc ��Ç��l¼ ��cÆ δX(n − Ê) ¶Çy Q �Â�Sc� �� δX(n) ln½� QdScÆ� ¯S�� �c dÄ��Ç}�g ¾�Çg

tSdnÀ Ot = n/ν k�Ç� Ãg ¾d¼� Ã�n~¼ ¾����~�¼ dg ��Ç��l¼ Ãn¬�! [Ó; Ëπ] Q �Â�dg �c l}cÇÁzS  S�Çm wS �c Æ

Ð 3HDUVRQ¶V 5DQGRP :DON

Ñ $SSDUHQW 0HDQ )UHH 3DWK

Ò %ROW]PDQQ¶V 2ULJLQDO .LQHWLF 7KHRU\

ÐÕ



ÐÖ dÄ �¾W ¾dT¼ Ã�gc� �ÇuÆ ¶d½nyc �d¼�! Æ dÄ �¶Çz¹¼ �Ò�Ð

l¬d�¼ Æ Â�Ç½À l��y Ãg �Æ�� X(Ó) = Ó �c Ã� �¢g Ã� �� lz�¬Ç�Ç¹½�c �c�Sdê l�! �¶Æ �c RSd½À �Ó�Ð ·z�
Q�¢g QdÄ �lÅu �TT¦m d¼c �l�c l¬�d�m l��y lÅu ¿Tn�~À � δX(n) = l Ol�c ¾d�zS dÄ n Ã½Ä Qc�g dÄ�RSdvgdu
¿Sc �l�c l¹h° ºd! �c ·±n�¼ ºd! �Ä �� Æ ��c� l¬�d�m Q�c�±¼ ln½� ÃSÆc� ��Án�Ä ǫ lgdq Rh�° ÃSÆc� wS Ãg �T±¼

�l�c Â�� Ãn¬�! >ÑØ@  u�¼ �c �SÇ�m

��Çg �ÄcÇ} k�Ç� ¿Sc Ãg lz�¬Ç�Ç¹½�c

〈

XË(t)
〉

=















(V t)Ë, ν−Ê ≪ t ≪ τ,

ÏDt, t ≫ τ,

�ÐÑ�Ð�

O�Àc�Â�� ��cÆ �S� QdÄ �lT½� Ã�gc� ¿Sc �� Ã�

τ = Ê
Ëν[Ê−cos(ǫ)] ≈ Ê

νǫË
= O

(

M
νm

)

,

λ = V τ = λx

√
Ì,

D =
λË
x

Ëτ = O

(

〈vË〉
ν

)

�TSdm c� dÄ ��dT±¼ RSc�u ��Ç¼ �� lz�¬Ç�Ç¹½�c pzg �ÐÑ�Ð� Ã�gc� Ol�~À ��Án�Ä ÃuÇm ·gd° lÅu �Áö �c tSdnÀ ¿Sc

l!	SÆ O���g lÀd¼� QdÄ ��dT±¼ �� Æ �
√

〈

XË
〉

= V t Ol�c l�} τ �c �m �wöÇ� lÀd¼� QdÄ ��dT±¼ Qc�g l��y ��Á� �l¼

ÐÖ



Ð× dÄ �¾W ¾dT¼ Ã�gc� �ÇuÆ ¶d½nyc �d¼�! Æ dÄ �¶Çz¹¼ �Ò�Ð

�� Ã� OÃz­� wS �� lÀcÆ�g Â�� wS QdÄ�T�¼ �éö l½� �>ÑÖ@ lÀcÆ�g l��y QÆ� �g ¿S�ê kd¢¸d�¼ �Ô�Ð ·z�
¿Sc ��Àc �Â�� ·±nÁ¼ c�h¼ Ãg dÄ�T�¼ ºd½m QdÄ �RSdvgdu l¼d½m �l�c� �l�c Â�� Q�T! �Â�c�Àc Qc�ÃTÀdq ÒÙ lÀd¼� QdÄ �Â�dg

��Çg Â�� lÁTg ��Tê ¿Tn�ÁSc ��Çm Ã� �Ä� �l¼ ¾d�À c� dÄ�T�¼ ¶Ç�  S�Çm ¾�Çg l�Æd! �SÇ�m

¿Tn�ÁSc Ã¸�d¢¼ �c ·�dy �dn¬� �T�À RSdvgdu  g�¼ ¿T"ÀdT¼ �dn¬� �l�c l�~ê »S�� wS ¿Sc ��Á� �l¼ �Æ�g Ð �dÁgÇ�W

�¢g Æ ·h° RSdvgdu QdÄ�c��g ¶­±n�c dz�cÆ �Ò�Ð� Ã¸�d¢¼ ��Çg Â���À ��cÆ c� l��y BQ�c�Sdê ¿Tn�ÁSc d¼c �l�c �Ô�Ð�

¶Ç� dg �c�SdêdÀ ¾Ç��Tê l��y lz�¬Ç�Ç¹½�c ��Çm Â�� l¬�¢¼ l�! �¶Æ O�Á¹g QdÄ �¾d¼� �� Ol±T±y �� ���c��l¼ ¾dTg c�

d¼c �Ç��l¼ l¬�¢¼ Ã¼c�c �� Ã� Qc�ÃT�°� �SW�l¼ Q���¼ �y ÃT�° ¶� �c Ãgd�m ¿Sc ��Á� �l¼ �T¹±m c� l = λ = V τ �qÇ¼ �T�¼

���Án�c�À ��n�� �� c��¾W lz�¬Ç�Ç¹½�c ÃÀ Æ ¿Tn�ÁSc ÃÀ

l¢°cÆ �c�W �T�¼ Æ Oν ��Ç}�g {�À �ÁÀd¼ � Âd}�Sd¼�W �� Â�Äd�¼ ·gd°�T¥ QdÄ �l!	SÆ ¾dT¼ l¹êwS lz�¬Ç�Ç¹½�c O¿Sc�gdÁg

�Á� �l¼ lÁTg ��Tê �ÐÒ�Ð� Ã¸�d¢¼ OÃÀÇ½À ¾cÇÁ¡ Ãg ���� �c�°�g ��~ê lgdq ¾Ç÷½Ä � Q�T! �Â�c�Àc ·gd° �cÇ} �TÀ Æ �V/ν

l¸dy �����g º�u dg lÀcÆ�g Â��wS OÃ� �Ä� �l¼ xT�Çm lz�¬Ç�Ç¹½�c ���dgm/M dÄ �º�u lh�À �c ·±n�¼ �SdgD Ã�

Æ T�Ä� �l¼ ¾d�À l¼Æd±¼ k�� Ãg �n��y lÅu �­y ·gd±¼ �� d¼c O�Á� �l¼ �­y c� lzöÇ� ��Çn¼ l¡��wS ¶�d¢m

Q�d� �¶�¼ Qc�g l�~g lSd�� lm¬d½nyc l¬dTÄ�wS ¿Tn�ÁSc Ol¹� Âd"ÀwS �� ��ÁÁ� �l¼ lrÁ} c� �}S�zS �n¼c�dê Æ� ¿Sc

c� l�hÁu ��Ç}�g QdÄ �¶�¼ dg Â�� »! �dhm�c �ÀcÇm�l¼ l�! �¶Æ l¬dTÄ� Ã� �c� ¾d�À lz�¬Ç�Ç¹½�c ��Ç½À Ãac�c kc��

¿TÁö tSdnÀ ����l¼ �Sd¼�W �TÀ Rg�vm k�Ç� Ãg �Sdg Ã� Ol¬�! ·z� lÀcÆ�g kc�� Q�Çbm fTm�m ¿Sc Ãg Æ ��Sd½À �c�°�g

Ð &KDRWLF

Ð×



ÐØ l¬�d�m QdÄ �¶�¼ �c�gc Q�d� �»Äc�¬ �Ó�Ð

Â�� Ã¢¸d�¼ dg dm �c� ºdvÀc �Sd¼�W ¿S�Áö QÆ �>ÑÖ@ �� ��nÁ¼ QÇ�Àc�¬ ¾c�zS�T¬ Ð ¿S�ê ��Çm ÐØÙØ �� RSdÄ ��Sd¼�W

�c�¢m � Æ��d!ÆÆW ��¡ ¿TT¢m Æc l¹�c �d� ��Á� l���g c� ¿Tn�ÁSc QdÄ �Â�Sc Â	SÆ Ãg Æ l�hÁu Q�Çbm l¹� l¸dy �� OlÀcÆ�g

��Çg �¾�Æ��TÄ º�! Æ� �� �ÇuÇ¼ QdÄ �¶Çz¹¼

l¬�d�m QdÄ �¶�¼ �c�gc Q�d� �»Äc�¬ Ó�Ð

·ad�¼ ��� l¹T¹zm QdÄ ��Æ� �c Q�dS� �c�¢m  S�� ��� Æ Q�T! �·z� p¡dg ÑÐ ¾�° �d¥W �� lm¬d½nyc »TÄd­¼ ¿Sc Q �Ãac�c

�ÁSW�¬ wS ��Án¬�! �c�° Ã¢¸d�¼ ��Ç¼ l¬�d�m QdÄ�ÁSW�¬ Q�Çbm lzm �d�n°c lny Æ l�dS� OwS�T¬ QdTÀ� �c l­¹n~¼

¿Sc ��Ç��l¼ Â�T¼dÀ ¾d¼� �n¼c�dê d¼Ç½¡ t�}d� Ã� Ol�Àc�X(t)t∈I Qc�Â�Çmd� QdÄ�T¦n¼ �c Qc�Ã¡Ç½v¼ �Sdg c� l¬�d�m

Ãn�ÇTê dS �I = NÓ Ol�c l¢Th� �c�¡c ��Ç¼ ¿Sc x�cÆ Q �ÃÁS�! Ol�! �¶Æ ÃÀÇ½À ¾cÇÁ¡ Ãg � ��dg Ãn��! �ÀcÇm �l¼�}d�

Qc�g ��Ç��l¼ Â�c� ¾d�ÀX(t) Qc�Â�Çmd� �T¦n¼ dg t ¿T¢¼ ¾d¼�wS �� �ÁSW�¬ lT¢�Æ ��I = R Ã� lÀcÆ�g Â�� Qc�g � ��dg

Qc�Â�Çmd� QdÄ�c��g �Sdg OQ�¢g Ã� lÀcÆ�g l��y �� ÃÀÇ½À Qc�g ���� ¿TT¢m c� f�dÁ¼ l¸dy Qd�¬ ¾cÇm�l¼ Ol¼Æ� ��Ç¼

Od ∈ N Ã� (tÊ, ..., td) ∈ Id Q�T! �Â�c�Àc QdÄ �¾d¼� �c �Æ�z¼ Q �Ã¡Ç½v¼ �Ä Qc�g �l¬�! ��À�� X(t) ∈ RÌ Q�¢g Ã�

dS �T�¼ dS �Ç½À Ãg ¯¹¢n¼ ÑQ �ÃÀÇ½À �d±À �c Ã¡Ç½v¼wS Ã� l�c� c� X(tÊ) = xÊ, ..., X(td) = xd QdÄ ��T¦n¼ ¾cÇm �l¼

Ãg �Æ�z¼ Ã¡Ç½v¼ wS Qc�g dÅÁm l­S�¢m ¿TÁö ¿Sc Ã� l�c� ÃuÇm �Sdg Æ ��À�d��l¼ c�X(t) l¬�d�m �ÁSW�¬ Ò �T� �}

t → x(t) ·¼d� �T�¼ ¾�Çg lm¬d½nyc Qc�g f�dÁ¼ Q�c�!�d½À wS ¾cÇm �l¼ ÃÀÇ}ö Ã� ¶cÇ� ¿Sc ��Ç��l¼ ºdvÀc lnyc�

�l�c »Åh¼ ­¼d� O�Ç½À «T�Çm c� �T�¼ l¹T¹zm QdÄ �l!	SÆ lm¬d½nyc k�Ç� Ãg �Ç�ö Ã� �¿Sc dS O���«S�¢m

�ÁSÆ �ÁSW�¬ Ð�Ó�Ð

dÄ �¾W ¾cÇng dm �Ç½À Ãac�c kÆd­n¼ QdÄ�ÁSW�¬ ¿Sc Qc�g l±T°� «S�¢m �Sdg Ã�l�c ¿Sc �c� ºdvÀc �Sdg lmdT�dS� �dz¸ �c Ãö �¾W

Ã� �Ç½À Ã¢¸d�¼ c� l¬�d�m Q�ÁSW�¬ Æc �>ÒÙ@ �T�� �Ç} sÆc Ãg Ó�ÁSÆ k�g�ÇÀ �d� dg Âc� ¿Sc �� �­m ���� Q�Ág Ãn�� c�

TB(Ó) = Ó �«¸c ��Ç��l¼ «S�¢m �S� l!	SÆ Ã� ��Çm �ÁSW�¬ ¿Sc �l�c Â�� Q�c�! �ºdÀ Ô �ÁSÆ �ÁSW�¬ Æc �Ç} ºdÀ Ãg Â�Æ�¼c

Ð -HDQ %DEWLVWH 3HUULQ

Ñ 6DPSOH 3RLQWV

Ò 5HDOLVDWLRQ RU 3DWK RU 7UDMHFWRU\

Ó 1RUEHUW :LHQHU

Ô 7KH :LHQHU 3URFHVV

ÐØ



ÑÙ l¬�d�m QdÄ �¶�¼ �c�gc Q�d� �»Äc�¬ �Ó�Ð

�l�c� l¬�d�m QdÄ�ÁSW�¬ Q�T! �·z� �� Qc�Â�½¡ »Å� Ã� RSdzS�¼W ¾c�T�dS� �ÁSÆ k�g�ÇÀ �Õ�Ð ·z�

�­� ¿T"ÀdT¼ dg Ò l�Æd!  S�ÇmwS B(tË)−B(tÊ) Ç½À �s TÑ l�c Ãn�ÇTê Ð �° �Ç��Ãg dhS�±m B(t) Â�� �Ä �T�¼ �e

��Á¹±n�¼ �}S�zS �c OÆ� Ãg Æ� k�Ç� Ãg O[tÊ, tË], [t′Ê, t′Ë] lÀd�Çë½Ä ¾Æ�g Q �Â�dg Æ� �Ä Qc�g Æ Ol�c |tË− tÊ|�ÀdS�cÆ Æ

�ÁSW�¬ � �l�Àc� ¿Tn�ÁSc ��Çm Â�� «T�Çm �Q�¢gwS � lÀcÆ�g l��y lmdT�dS� �Ç½À ¾cÇm �l¼ c� �ÁSW�¬ ¿Sc l±T±y ��

Ã¸�d¢¼ ¾��ÆW l���Ãg Qc�g �D = Ê/Ë Ã� �Q�Ç� Ãg �Á� �l¼ Â�d­n�c ¾d¼� Æ ¾dz¼ kd�n~¼ Qc�g c� lÄcÇ~¸� QdÄdzS �ÁSÆ

l�c ¿Tn�ÁSc ��� �ÆW�dS �s� Ãn�À ����g �d� �Ãg c�
√
ËDB(t) Â�� �dT±¼�dg Æ ��c�Àdn�c�T¥ lÀcÆ�g l��y �Sdg O¿Tn�ÁSc

�Á� �l¼ edvSc c� ¾�Çg l�Æd! �Õ�Ð� Ã�gc� �>ÒÐ@ ñ �Án�Ä �}S�zS �c ·±n�¼ Oτ RêdTê lÀd¼� Â�dg Æ� �Ä �� dÄ �l��y ñ Ã�

�ÁSÆ ���c� Ól�dT±¼ Ã�gc� ¾d¼� dg X(t) ∼ tÊ/Ë k�Ç� Ãg lÀdz¼ Ã�n~¼ �l�c �Ö�Ð� �� �ÀdS�cÆ Ãg �Çg�¼ l!	SÆ Æ

�Sc�� Ã� RSd�¬ O���kdhqc Ol�c Rh�dÁ¼ Ô ��� ¶d½nyc Qc�c� Ã�f�dÁ¼ ÃÀÇ½À Qd�¬ ¿n}d� dg c� Q�ÁSW�¬ ¿TÁö �ÇuÆ

Q �Â�� �T¸Çm QdÄ�T�¼ dg ¾cÇm �l¼ T��ÆW l�� Ãg c� dÄ�T�¼ l!	SÆ ¿S�Áö Æc O�d�c ¿Sc �g � O�Á� �l¼ d��c c� �e� dm �«¸c�

Ãn�ÇTê Ãö�!c �ÁSÆ �ÁSW�¬ �� Q�T�¼ �Ä OÃ� l�c ¿Sc �ÇÅ�¼ l!	SÆ ¿S�m �»Å¼ ��Ç½À Ã�Sd±¼ �Ø�Ð� Q�d� �ÃTh� �c ·�dy

l¡�� ¿TT¢m �� RSdÀcÇm º�¡ �̄ T°� l�dS� ¾dTg Ol!	SÆ ¿Sc �l�TÀ �S�ê�¯n�¼ Qc�Ã�±À õTÄ �� wS ¶d½nyc dg d¼c Ol�c

Q�T! �·z� Ãg �vÁ¼ Ã� l¬�! ºdvÀc l¬�d�m �ÁSW�¬wS B¶c�"nÀc Ãg ¾�c� dÁ¢¼ lÅu dÄ ��­m l¬�� �c �l�c lÀcÆ�g kc��

Ð $OPRVW 6XUHO\

¾cÇÁ¡ Ãg ��Ä� {� �­m lÁT¢¼ �c�¢m dg d½ny ®d­mc ¿Sc Ã� �Á� �l½À edvSc ��� ¿Sc �PrA = Ê �!c �Ä��l¼ {�  �° �Ç��Ãg dhS�±m lm�Ç� �� A �ÁSW�¬ Ñ

¿z½¼�T¥ Î ed~nÀc ¬Ç�c Ã� Ãö�!c ���dhÀ Î ��À ��Ç¼ »°� Ã� ��dg ln¸dy A �TÄ� Â�duc Æ Â��� ed~nÀc l¬�d�m k�Ç� Ãg xTz� Q��¡ O¶dr¼

���dg ��¡ lSdÅÀ �Rg ¾dT¼ �c �ÀcÇm �l¼ luÆ�} Ã�c�ö l�cwS A Qc�g ¶d½nyc ¿Sc d¼c Ol�TÀ
Ò *DXVVLDQ 'LVWULEXWLRQ

¾cÇÁ¡ Ãg ��Ä� {� �­m lÁT¢¼ �c�¢m dg d½ny ®d­mc ¿Sc Ã� �Á� �l½À edvSc ��� ¿Sc �PrA = Ê �!c �Ä��l¼ {�  �° �Ç��Ãg dhS�±m lm�Ç� �� A �ÁSW�¬ Ó

¿z½¼�T¥ Î ed~nÀc ¬Ç�c Ã� Ãö�!c ���dhÀ Î ��À ��Ç¼ »°� Ã� ��dg ln¸dy A �TÄ� Â�duc Æ Â��� ed~nÀc l¬�d�m k�Ç� Ãg xTz� Q��¡ O¶dr¼

���dg ��¡ lSdÅÀ �Rg ¾dT¼ �c �ÀcÇm �l¼ luÆ�} Ã�c�ö l�cwS A Qc�g ¶d½nyc ¿Sc d¼c Ol�TÀ
Ô 0HDVXUH

ÑÙ



ÑÐ l¬�d�m QdÄ �¶�¼ �c�gc Q�d� �»Äc�¬ �Ó�Ð

Q�d� �ÃTh� �c dÄ�T�¼ �l�c lÀcÆ�g l��yQc�g l�dS� ¶�¼  °cÆ �� Ã� �ÁSÆ �ÁSW�¬Qc�gX(t)) ÃÀÇ½ÀQdÄ�T�¼ �Ö�Ð ·z�
¿TT¢m xu�c �TT�¼wS ¾cÇm �l½À lÀd¼� õTÄ �� Æ TÃn�ÇTê d¼c �Án�Ä »�Á¼dÀ �dT�g ÃÀÇ½À QdÄ�T�¼ ��Àc �Â�� ·�dy Q��¡

��Án�Ä �d!�d� �Ð�Ð� �¹êd� ��Çm Â�� Â�Äd�¼ �l¢°cÆ lÀcÆ�g l��y dg Â�� �T¸Çm QdÄ�T�¼ l¢�Ç¼ k�Ç� �Ãg ����

dÄ �¾c�zS�T¬ Qc�g �n�Tg Ã� � >ÒÔ@ ÒõSÆÇÀÇmc�n�c ��Çm Ã¼c�c �� Æ >ÒÓ OÒÒ@ ÑÇnSc ��Çm >ÒÑ@ Ð l¬�d�m kdh�dz¼

��� ���c� lÀcÆc�¬ lT½Äc

¿SÆ	À¬ Ã¸�d¢¼ Ñ�Ó�Ð

�� ºÇÅ­¼ ¿T¸Æc �wS�T¬ Ã¢¼du �� Ó l¬�d�m ·T�Àc�­S� k¬�d¢¼ pzg dg �Çg ¾d¼�½Ä l�dS� �c�gc ¿TÁö ¿n¬dS Qc�g Â�T"Àc

«T�Çm l��y k¬�d¢¼ f�y�g c� lÀcÆ�g Â�� l��y Ã� O�� Ãac�c >ÒÕ@ Ô ¿SÆ	À¬ QÇ�Àc�¬ ¾c�zS�T¬ ��Çm ÃÁT¼� ¿Sc

O���

dX
dt = V (t),

mdV
dt = −γV (t) + ξ(t),

�ÐÒ�Ð�

k¬�d¢¼ ¿Sc O¶Æc Âd"À �� �l�c ªc��c �Tz¼ dg l�} �dz��c fS�� γ Æ lÀcÆ�g Â�� º�u m Ok¬�d¢¼ ¿Sc �� Ã�

Ol�c� l½� �� l¬­mc�dz��c QÆ�TÀ �TÀ Æ éö l½� �� ln~¸ Ãg �Çg�¼ QdÁ�W º�m Âc�½Ä Ãg O¾ÇmÇTÀ ºÆ� ¾ÇÀd° Ãgd�¼

Ð 6WRFKDVWLF &DOFXOXV

Ñ ,WR

Ò 6WUDWRQRYLFK

Ó 6WRFKDVWLF 'LIIHUHQWLDO (TXDWLRQV

Ô 3DXO /DQJHYLQ

ÑÐ



ÑÑ l¬�d�m QdÄ �¶�¼ �c�gc Q�d� �»Äc�¬ �Ó�Ð

�Ð×ÖÑ�ÐØÓÕ� ¿SÆ	À¬ ¶Ædê �×�Ð ·z�

�l�c dÄ��Ç}�g ¿Ty �� lu�d} ¶dT� dS �d! QdÄ �¶Çz¹¼ dg ÃÀd�m ¶d±nÀc ª�¢¼ ξ(t) ¾d¼� Ãg Ãn�gcÆ Ã¹½u ��Á���l¼ ��À Ãg

�Æ�y Q �Â�ÁÁ� «S�¢m lmdh¡ Ãg dS dt �lÀd¼� �dT±¼ ��Ç�¢¼ �c l�c �m � S�� �dT�g ��Ç}�g {�À Ã� �Ç��l¼ ��¬ Â�dgÆ�

¿Sc �c�±¼ ¾�Çg Qc�Â�Çmd� �¾d¼� �c Ð lÁT¢m  gdm wS ÃÀ �SW�l¼ ¾Æ�Tg l¬�d�m �ÁSW�¬ ¶� �c ξ(t) «S�¢m ��ÐÒ�Ð� �dhn¡c

¿SÆ	À¬ Ã¸�d¢¼ O¿Sc�gdÁg ��ÀÇ� RgdS �Ã�~�¼ k¬d½nyc ¯S�� �c �Sdg Ã� O�Ç��l¼ ·±nÁ¼ �TÀ V (t) Æ X(t)  gcÇm Ãg  gdm

lT½Äc�ê �dT�g Q�¢g QdÄ �ÃÄ� �� Ã� Qc�Ã}d� �� c� dÄ �¾c�zS�T¬ Æ dÄ �¾c�T�dS� Æ Ãn�c�! �dÁ� c�wT�­� �T¸dÀW QdÄ ��Æ�

�Sc�� �� �Tz¼ �!c ��Ç½À�~�¼ c� ξ(t) dÄ��Ç}�g �ÇÀ �Sdg Ol�~À ��Ç½À dn�c�½Ä �}S�zS dg O>ÓÙOÒ×OÒÖOÒÒ@ ��

Æ ¿Tn�ÁSc QdÄ �Q�Çbm �ÇÅ� fuÇ¼ Ã� Q�Tö O��� �dÁn�c l�hÁu Q�Çbm ¿TÀcÇ° Ãg ¾cÇm �l¼ O�Ç� Ãn�c� Ã"À RSd¼�! ¶�d¢m

O¿T"ÀdT¼ k�Ç� Ãg ÃÀd�m ¶d±nÀc ��ÁÁ� �l¼ QÆ�Tê ¿¼�n¸Çg �¶Ç��d¼  S�Çm ¿TÀcÇ° �c ªc��c QdÄ �¶Çz¹¼ ��� lz�¬Ç�Ç¹½�c

¿TÀcÇ° O¿Sc �g ÂÆ­¡ ��Ç��l¼ ��cÆ ¾d�zS ¶d½nyc dg «¹n~¼ kdÅu �� lÀcÆ�g Â�� Ãg Â��cÆ kdg�� O�Çg �ÄcÇ}�dSdg ¾Æ�g

¶�d¢¼ Q�d¼W �dz¸ �c OtÓ lÀd¼� ¶d±nÀc �Ä Qc�c Ãg ξ(t + t)Ó Æ ξ(t) QdÄ�ÁSW�¬ �Á� �l¼ edvSc Ã� TÑ �Án�Ä dSdê ¶�d¢m

®Ç¬ QdÄ ���¬ ¿n¬�S�ê �Ò�ÀÇ� �l¼ ��¬ �}S�zS �c ·±n�¼ QdÄ �®d­mc Q�d¼W �dz¸ �c Q��Ç}�g Æ� �Ä ¿TÁ÷½Ä Æ ��Á�dg

Ol�c �Sc�� ¿Sc Qd��c �Á¼�dTÀ

〈ξ(t)〉 = Ó,

〈ξ(t)ξ(t′)〉 = ËDγËδ(t− t′),

�ÐÓ�Ð�

Ð 'HWHUPLQLVWLF )XQFWLRQ

Ñ 6WDWLRQDU\

pAB(x, y) dÄ�¾W��n�¼ ¶d½nyc l¸d}ö  gdm �TÀ ��Á�dg pB(x) Æ pA(x)fTm�m Ãg ¶d½nyc l¸d}ö  gdm dg Ãn�ÇTê l¬�d�m �T¦n¼ Æ� B Æ A �TÁ���¬ Ò

Ãg T�Án�Ä �TÀ Ãn�h½ÄdÀ O·±n�¼ l¬�d�m �T¦n¼ Æ� ¿TÁ÷½Ä �pAB ≡ pApB Ã� �Çg �ÁÄcÇ} ·±n�¼ Q�d¼W �dz¸ �c B Æ A lm�Ç� �� ���dg

B Æ A Ã� l�c �c�°�g ln¸dy �� dÅÁm ÃT�° ��¡ d¼c �〈AB〉 =
∫ ∫

xypAB(x, y)dxdy =
∫

xpA(x)dx
∫

ypB(y)dy = 〈A〉 〈B〉Olm�dh¡

��Á�dg l�Æd! ��n�¼ �Ç� Ãg

ÑÑ



ÑÒ l¬�d�m QdÄ �¶�¼ �c�gc Q�d� �»Äc�¬ �Ó�Ð

lgdq wS �±¬ ¿Sc O��dy ¶dy �� d¼c �� �ÄcÇ} ¾dTg D �~ê lgdq �Ç�y l¹¡ Ã¼c�c �� �t′Æ t �S�d±¼ ºd½m Qc�g

Æ ÀÆ OÐØÓÔ �� ��Á� �l¼ �~�¼ c� ξ(t) Ð Qc�Ã¬ÇÀ �ÁSW�¬ dg ��Ç}�g �� dÄ�T} Æ l¬c Q �ÃÁ¼c� ��c�±¼ Ã� l�c lhr¼

dg Ã� �¿Sc ¿½� ��¬ ¿Sc ��À�T}g ��À �� Ò l�Æd! �ÁSW�¬ wS c� ξ(t) Ol�c l±�Á¼ Ã� �À�c� ¾d�À >Ò×@ Ñ ¿Sdn�dÀ�Æc

ÃTuÇm �TÀ Q�}S� »Å¼ kdÅu �c Ol�c �d!�d� dÄ �¶Çz¹¼ ¾c�dh½g �� ¿¼�n¸Çg �¶Ç��d¼ Q �ÃÀd�m  S�Çm  gdm l�Æd! l¢Th�

®Ç� Æ Ö Ãn�h½Ä�Ç}  gdm Ãg �Çg�¼ k­½u QÆ� �c c��zÁ¼ OÕξ(t) Ô �T­� l�Æd! Q �Ã¬ÇÀ  S�Çm QdÄ �l!	SÆ �Ó�Ç��l¼

�×�ÀÇ� �l¼ «S�¢m �ÐÓ�Ð� Ã�gc� ��

Ã¸�d¢¼ ¿Sc ·y Odn�c� ¿Sc �� ºd! ¿T¸Æc �»S�c��ê �l¼ �ÐÒ�Ð� l¬�d�m ·T�Àc�­S� Ã¸�d¢¼ ��Ç¼ �� �T�­m Æ pzg Ãg �Sdg ¶dy

QdÄ �lÁ¼Ç¼ ¾cÇm�l¼ O>ÒØ@ ·�dy |�dê l¹� º�¬ �c Â�d­n�c dg �l�c l¹T¹zm  gdm wS ¾cÇÁ¡ Ãg Ã¬ÇÀ º�m ¿n¬�!��À �� dg

�Sdg Ã¹y�¼ ¿Sc �� ���ÆW l�� Ãg c� V (t) ÆX(t) Ø ¾dT¼ ·gd±n¼ l"n�h½Ä dS Æ l"n�h½Ä �Ç}  gcÇm ¿TÁ÷½Ä Æ ºÆ� Æ ¶Æc

�c ��Á�dg Qc�Â�Çmd� �ÁÀcÇm�l¼ lny Ã� ��c� l"n�g V (Ó) Æ X(Ó) ÃT¸Æc �S�d±¼ Ãg |�dê ���T! �c�° Â�d­n�c ��Ç¼ �ÐÓ�Ð�

�~�¼ �¿¼�n¸Çg �¶Ç��d¼� ¾d¼� �c ·±n�¼ l¡��  S�ÇmwS��Çm Ã�l�c l¸�d¢m |�dê OÃ°­¡ ��Ç¼QdÄ �l¸dy Ã¹½u

��ÀÇ� �l¼ ·�dy �S� ÃT¸Æc �Sc�� ¯S�� �c �Sc�� ¿Sc ��Ç��l¼

〈V (Ó)〉 = Ó ≡ 〈V (t)〉 ,
〈

V Ë(Ó)
〉

=
γD

m
≡

〈

V Ë(t)
〉

. �ÐÔ�Ð�

»T�dg Ãn�c� �Á� �l¼ edvSc Q��Àc Q�dë½Ä OlzTÀdz¼ Q�c�W Ãu�� wS dg lÀcÆ�g Â�� wS Qc�g OÃ� l�c� ÃuÇm �Sdg

Ð 1RLVH 3URFHVV

Ñ :DQJ DQG 2UQVWHLQ

Ò *DXVVLDQ 3URFHVV

l�Æd! ti ∈ I Æ d ∈ N Ã� X = (X(tÊ), ..., X(td)) �Æ�z¼ �¢g dg l¬�d�m �c��g �Ä  S�Çm �!c �Ç� �l¼ Â�T¼dÀ l�Æd! �ÁSW�¬wS {X(t)}t∈I
Ó

l¸��Sc ÃT�° ·�dy l!	SÆ ¿Sc ��Ç��l¼ «S�¢m 〈X(tÊ)X(tË)〉�c�l"n�h½Ä  gdm Æ 〈X(t)〉 ¿T"ÀdT¼ ¯S�� �c d¬�� l�Æd! �ÁSW�¬ ���dg Â�T¦n¼ �Áö

Æ �À�c� �­� �c�±¼ ��¬ QdÄ�¾d¼Ç¼ ºd½m O�­� ¿T"ÀdT¼ dg l�Æd! �ÁSW�¬ wS Qc�g OÃT�° ¿Sc ¯h� �l�c k¬d½nyc Q�Çbm �� isserli′stheorem

��ÀÇ� �l¼ Ãh�dz¼ l"n�h½Ä  gdm ¯S�� �c sÆ� QdÄ�¾d¼Ç¼
Ô *DXVVLDQ :KLWH 1RLVH

¶Ç� ºd½m Ã�l�c �T­� �ÇÀ ��Ç¼ Ãgd�¼ ºdÀ ¿Sc �S(ω) =
∫

∞

−∞
e−iωt 〈ξ(Ó)ξ(t)〉 dt = ËγkBτ lgdq ¾cÇm l­T� l¸d}ö Ãg ��c� Â�d�c �T­� Ã¬ÇÀ Õ

��À�c� lÀd�zS »Å� dÄ�sÇ¼
Ö $XWRFRUUHODWLRQ

¯S�� �c �ÀdS�cÆÇ� �Cov[A,B] = 〈AB〉 − 〈A〉 〈B〉 O�Ç� �l¼ «S�¢m k�Ç� ¿Sc Ãg B Æ A l¬�d�m �T¦n¼ Æ� �ÀdS�cÆÇ� Ol�dS� �dz¸ �c ×

�Corr[A,B] = Cov[A,B]/
√

σË
A
σË
B
O��c� �dhm�c l"n�h½Ä Ãg σB Æ σË

A
=

〈

AË
〉

− 〈A〉Ë �ÀdS�cÆ

Ø &URVV�&RUUHODWRUV

ÑÒ



ÑÓ l¬�d�m QdÄ �¶�¼ �c�gc Q�d� �»Äc�¬ �Ó�Ð

��Ç��l¼ «S�¢m D = (RT )/(Nγ) lgdq fTm�m ¿Sc Ãg �l�c ¾Ç¼c�Tê �Tz¼ Qd¼� T Ã� O
〈

V Ë(Ó)
〉

= (RT )/(Nm)

Ã¸�d¢¼ ¾d½Ä d±T°� Ã�γ = Ïπηr dg l�c �gc�g ��Çn�c �dz��c fS�� Or �d¢� dg QÆ�� Â�� wS Qc�g ¿Sc �g ÂÆ­¡

Ã¸�d¢¼ ¿Sc Qc�g D d¢°cÆ dSW d¼c ��� Ãac�c ¿Tn�ÁSc ��Çm kÆd­n¼ ­¼d� lÅTuÇm dg Ã� Qc�Ã¸�d¢¼ T�Ä� �l¼ l�� Ãg c� �Ñ�Ð�

��¬ lT¹� ¾�c� l�� �c ¾Æ�g Ãnh¸c � »S�c� �ÁSW�¬ ¿Sc �� RSdvgdu  g�¼ ¿T"ÀdT¼ Qc�g Ul�c �~ê fS�� ¿SÆ	À¬

O�X(Ó) = Ó »TÁ� �l¼

〈X(t)〉 = Ó,

〈

XË(t)
〉

= ËD
γ

[

t/τ −
(

Ê− e−t/τ
)]

=















〈

V Ë(Ó)
〉

tË, IRU t ≪ τ,

ËDt, IRU t ≫ τ.

�ÐÕ�Ð�

Æ�  °cÆ �� Ã� l��ÁSc Æ�dz��c QdÄÆ�TÀ ¾dT¼ lgd°� �vÁ� Qc�g l�c Q�dT¢¼  °cÆ �� τ = m/γ lÀd¼� �dT±¼ ¿Sc

τ = ÊÓ−Ñsec ¶dT� �� ¯¹¢¼ lÀcÆ�g Â��Qc�g ¿SÆ	À¬ ¿T½~m �wöÇ� l¹T}QdÄ �¾d¼�Qc�g ��Á� �l¼ �Sd½n¼ c� lÀd¼� »S��

Q �Â�T"Àc ��Ç��l¼ Â�T¼dÀ ÐwTn�¸dg »S�� OlÀd¼� »S�� ¿Sc ��gdS �l¼�Sc�¬c ¾d¼�  g�¼ dg f�dÁn¼RSdvgdu  g�¼ ¿T"ÀdT¼ O��Çg

Vdet =
√

〈

V Ë(Ó)
〉 lÁT¢mQ�Ám dg Ã� Qc�Â�� ��Ç��l¼ �dz�W �ÐÑ�Ð� lz�¬Ç�Ç¹½�c Ã¸�d¢¼ dg Ã�Sd±¼ ºd"ÁÄQ�c�}¼dÀ ¿Sc

Æ Q�Ám Olz�¬Ç�Ç¹½�c Q�dÅÁ�Tê |�dê ª­} �g Ã� �Áö �Ä ��Ä� �l¼ ¾d�À Q�dn¬� ¿TÁö d±T°� Ol�c l��y ¶dy ��

»S�� ��À�c� ¿¼�n¸Çg �¶Ç��d¼ ¾ÇÀd° dg ¯gd�¼ l¢S�Çm �ÐÔ�Ð� Ã¸�d¢¼ Ãg ÃuÇm dg Æ �Án�Ä Qc�Â�Çmd� du�¿Sc �� dÄ �l¡��

Ô�Ð� ÃvTnÀ dg ¯¬cÇ¼ ­¼d� RSdzgdu  g�¼ ¿T"ÀdT¼ �dn¬� Ã� �S� ¾cÇm �l¼ OÃ� �¾dÁö O��c� ºdÀ l�~ê Q �ÃTydÀ O�Á¹g QdÄ �¾d¼�

Ãg T>Ò×@ �Ç��l¼ ·±nÁ¼V (t) Æ X(t) Ãg ξ(t) Ã¬ÇÀ ¾�Çg l�Æd! l¢Th� O¿TÁ÷½Ä �l�c ¿Tn�ÁSc �~ê ¶�¼ �c ·�dy�

QdÄ �¾d¼� ºd½m Ã� Q�y l¸dy �� OX(t) �dn¬� Ol±T±y �� ��Ç��l¼  S�Çm �Õ�Ð� Ã¸�d¢¼ ¯h� X(t) lÀdz¼ Ã�n~¼ OÂ	SÆ

»T±n�¼ ¶d½¡c dg f¸du Ãgd�mwS �l�c �ÁSÆ �ÁSW�¬ ¾d½Ä O�Án�Ä���g �dT�g τ Ãg Ã�Sd±¼ �� lÀd¼� QdÄ �Â�dg Æ Q�T! �Â�c�Àc

l��ÁSc º�m �c ¾cÇm �l¼ Oτ = m/γ wöÇ� �n¼c�dê ¿n¬�! ��À �� dg ��Ç��l¼ Â�Äd�¼ O�ÐÒ�Ð� ¿SÆ	À¬ Ã¸�d¢¼ �g fS�±m

l��y ÃvTnÀ ¿Sc Ãg Ã¸�d¢¼ Qc�g k�Ç� ¿Sc �� ���� ��À �ª�� �γ dg f�dÁn¼ � �dz��c ·gd±¼ �� �m dg f�dÁn¼ �

�»T�� �l¼

V (t) =
dX

dt
=

ξ(t)

γ
. �ÐÖ�Ð�

Ð %DOOLVWLF

ÑÓ



ÑÔ l¬�d�m QdÄ �¶�¼ �c�gc Q�d� �»Äc�¬ �Ó�Ð

�� ��ÁSÆ �ÁSW�¬wS ¯n�¼ dg �Çg �ÄcÇ} f�dÁn¼ ξ(t) Q �Ã¬ÇÀ O��dg �ÁSÆ �ÁSW�¬wS X(t) �ÁSW�¬ Odu�¿Sc �� d��¬ �!c ¶dy

�gdÁg �l�c Â��� c�Tê dÁ¢¼ ¯n�¼ ¿Sc OQ�y l¸dy �¿Sc �� O�Án�Ä �S�êdÀ �¯n�¼ �ÁSÆ �ÁSW�¬ QdÄ�T�¼ Ã� �¿Sc �ÇuÆ dg OÃvTnÀ

l�Çê �»�ö ·gd° l��ÁSc Ã� lÀd¼� QdÄ ��dT±¼ �� d¼c �l�c«S�¢m ��Ç} ln¡�� Qc�c� ¿SÆ	À¬ Ã¸�d¢¼ ¯h� l��y O«S�¢m

OÆ� ¿Sc �c ��Çg �ÄcÇ} X(t + dt) − X(t) = γ−Êξ(t)dt Qc�Ã�z¸ QdÄ �RSdvgdu ξ(t) �c ·�dy QdÄ �Ãg�� �qc Ol�c

���c� ¾cÆc�¬ �T} Æ l¬c Æ Â�� �r�c�y kc�� l¡��

¾W l¹�c ·z� ��Ç��l¼ Ãn�c��g ¿SÆ	À¬ Ã¸�d¢¼ �c >ÓÙ@ ÐeÆÆ� �T�­m �c Â�d­n�c dg OdÄ �«S�¢m �� l�dS� QdÄ �Q�cÇ��

QdÁ�W Æ lÁT¢m ·Sd�¼ ¶d±nÀc lÅu c� Q�ÇÅ� Æ l¢Th� ln¬dTÄ� Ã�c�ö Tl�c ���c dg �dT�g dÄ �¾c�zS�T¬ Qc�g Ãnh¸c �ÐÒ�Ð�

c� ·T�Àc�­S� Ã¸�d¢¼ ¿Sc l¸c�"nÀc k�Ç� dÄ �¾c�T�dS� Ol¬�� �c ���ÆW�l¼ »Äc�¬ l¬�d�m QdÄ �l��y QdTÀ� Ãg OwTÀdz¼

�ÁSW�¬ wS Ãg lh�À l¸c�"nÀc Ã� �Ç��l¼ Ãn}dÁ� dB(t′) ¾cÇÁ¡ Ãg ξ(t′)dt′ ·¼d� Ol���g ��Ç¼ ¶c�"nÀc ��ÁÄ��l¼ xTu�m

���T! �l¼ �c�° l���g ��Ç¼ ÇnSc l¬�d�m kdh�dz¼ Q�T!�d� �Ãg dg Ã¸�d¢¼ ºÆ� k�Ç� ¿Sc �l�c �ÁSÆ

lu�d} ·T�Àdnê �qc lzm Â�� l��y OÃÀÇ½À ¾cÇÁ¡ Ãg ��� Æ�gÆ� Q�m �Â�T÷Tê ·Sd�¼ dg ¾cÇm �l¼ Ol�dS� QdÄ �ÃSdê ¿Sc QdÁh¼�g

��Ç¼ Qc�g �d� ¿Sc �l�c l���g ·gd° �ÐÒ�Ð� ¿SÆ	À¬ Ã¸�d¢¼ Ãg ∂U
∂x QÆ�TÀ Ãg �Çg�¼ Q �Ã¹½u ¾��� Ã¬d�c dg OU(x, t)

Ã¸d�¼ �Æ�¼c Ãg dm d¼c ��� ºdvÀc >Ò× OÒÖ@ ÑwhÁ¹ÄÆc Æ ¿Sdn�dÀ�Æc O ÀÆ ��Çm OU(x) = mωË/Ë wTÀÇ¼�dÄ ·T�Àdnê

lT¹gd° OÇnSc l¬�d�m kdh�dz¼ �l�c Â�Çg l¬�d�m ·T�Àc�­S� k¬�d¢¼ f�y�g lÁT¢m�T¥ ·Sd�¼ BQ�Ág�¶Ç¼�¬ OÃ°­¡ ��Ç¼

O��c� c� �S� º�¬ Ãg Ã¸�d¢¼ ÃÀÇ!�Ä l���g

d;

dt
= D(;(t), t) + Ĵ(;(t), t)ξ(t). �Ð×�Ð�

l�Æd! �T­� QdÄ �Ã¬ÇÀ �SdÄ �Ã­¸Ç¼ Ã� l�c l¬�d�m Ã�Æ�ê wS ξ(t) Æ l�S�md¼ l¢gdm Ĵ([, t) OQ�c��g lnT½� D([, t)

�l�c ¾d¼� �c ¿T¢¼ Ã�z¸ wS �� »n�T� l¸dy ¿TT¢m lÅu º�¬ QdÄ�T¦n¼ ºd½m Q �Â�À�c��g�� ; �c��g ��Á¹±n�¼ »Ä �c

lÀcÆ�g Â�� wS Qc�g ¿SÆ	À¬ Ã¸�d¢¼ ¿n¬dS�dg lÅu �; = (XÊ, ..., Xd)
T OQ�¢g d �ÁSÆ �ÁSW�¬ wS Qc�g ¶dr¼ ¾cÇÁ¡ Ãg

��Á�dg lzS�T¬ QdÄ �lT½� �Sd� Æ Qc�ÃSÆc� ÃÀd�m OÃSÆc� ·¼d� �ÁÀcÇm�l¼; QdÄ �Ã­¸Ç¼ ¿TÁ÷½Ä �; = (X,V )T OQ�¢gwS

k�Ç� Ãg ln¸dy QdÄ�T¦n¼ �c Â�d­n�c dg �dÄ �¾ÇS dS dÄ �¾Æ�nz¸c � c� RSd¼�! �Ãn~T"Àc�g �dg QdÄ �·¼dy �qc ¾cÇm �l¼ O¿Sc�gdÁg

lzS�nz¸c �c�¼wS �� Â�� Q�T! �Â�c�Àc «¹n~¼ QdÄ �¾dS�u Æ dÄ�dn¸Æ fTm�m Ãg Ii Æ Ui Ã� Tl¬�! ��À �� ; = (Ui, Ii)

Ãn}dÁ� ¿SÆ	À¬ Ã¸�d¢¼ ¾cÇÁ¡ Ãg lzS�T¬ ¾Çn¼ �� d¼Ç½¡ �Ð×�Ð� ·Th° �c lm¬�d¢¼ O�c l¹� Æ ��v¼ �Äd� ª­}�g ��Án�Ä

Ð 'RRE

Ñ 8KOHQEHF

ÑÔ



ÑÕ l¬�d�m QdÄ �¶�¼ �c�gc Q�d� �»Äc�¬ �Ó�Ð

� Ð×Ô×�ÐØÓÖ��À­ê ��d¼ �l�c� O �Ð××Ö�ÐØÖÑ� ��Ç¬ ¿S��W �éö l½� �Ø�Ð ·z�

��ÀÇ� �l¼

�À­ê ���Ç¬ Ã¸�d¢¼ Ò�Ó�Ð

wSl¸dy ¶d½nyc l¸d}ö  gdm Ã� �À�c� ¾d�À �lÀcÆ�g l��y Ã¢¸d�¼ dg � ¿Tn�ÁSc Æ �ºdÅ� �c�dg Ãg �Çg�¼ ¾Çn¼ ��� �T¹÷g

dSW Ã� l�c ¿Sc ¶cÇ� ¶dy ��Á� �l¼ QÆ�Tê O�Ó�Ð�Ã¸�d¢¼ Ol�} ·T�Àc�­S� Ã¸�d¢¼ wS �c Ot ¾d¼� �� B(t) �ÁSÆ �ÁSW�¬

ÃÁT¼� ¿Sc �� ÃuÇm ·gd° QdÄ ��­m Ul¬dS ¿SÆ	À¬l��y Ã¸�d¢¼ �T�À Q�m �Â�T÷Tê QdÄ �wT¼dÁS� Qc�g lÅgd�¼ Ã¸�d¢¼ ¾cÇm �l¼

Ã¸�d¢¼ �Ä Ãg Ãn�gcÆ Ã� �� ºÇ¹¢¼ ºdvÀc�� ��� ºdvÀc OlÀcÆ�g l��y ��Ç¼ �� ¿Tn�ÁSc Ã¸d±¼ �d�nÀc �c �ê QdÄ �¶d� ��

O>ÓÐ@ ��c� �ÇuÆ �S� k�Ç� Ãg Ã¸�d¢¼wS O�Ð×�Ð� l¬�d�m �·T�Àc�­S�

∂

∂t
p(x; t) = −

d
∑

i=Ê

∂

∂xi
[ai([, t)p([; t)] +

Ê

Ë

d
∑

i,j=Ê

∂Ë

∂xi∂xj
[bij([, t)p([; t)] . �ÐØ�Ð�

�Án�Ä ai([; t)QdÄ �Ã­¸Ç¼ Ol±T±y �S�d±¼ dg ai([; t)  gcÇm �l�c [l¸dyQdÄ�T¦n¼Qc�g pdf ¶d½nyc l¸d}ö  gdm p([; t)

Ĵ([; t)Ĵ([; t)T QdÄ �Ã­¸Ç¼ dÄ bi,j([; t) OfTm�m ¿T½Ä Ãg ��À�c� ºdÀ Ð®Ç� fac�� Æ l�c� �ÇuÆ �Ð×�Ð� Ã¸�d¢¼ �� Ã�

dg RSdÄ �¶d½nyc l¸d}ö Qc�g �À­ê ���Ç¬ lÁT¢m Ã¸�d¢¼ ¾dT¼ �Sd½m Ã� l�c »Å¼ �dT�g ��Án�Ä �~ê fac�� Ã� �Án�Ä

��Ç� �dz�W OQc�Â�Çmd� Q �Â�S�êwSk¬Çzm Q �Â�ÁÄ� xT�Çm l¬�d�m ¿SÆ	À¬ Ã¸�d¢¼ Æ l±T±y �c�±¼

¾cÇÁ¡ Ãg k¬d½nyc Q�Çbm Ãg �Çg�¼ ¾Çn¼ �� Â�Æ�¼c Æ �� l¬�¢¼ >ÓÑ@ªÆ�!Ç½¸Ç� Â��ÀW ��Çm ÊÒÌÊ �� �ÐØ�Ð� Ã¸�d¢¼

Æ ¿Tn�ÁSc Q�¢gwS�~ê Ã¸�d¢¼ Oa(x; t) = Ó, b(x; t) = ËD ¾�c� �c�° dg ��Ç��l¼ Ãn}dÁ� ªÆ�!Ç½¸Ç� Æ��Tê Ã¸�d¢¼

Ð 'ULIW &RHIILFLHQWV

ÑÕ



ÑÖ dÄ�T} Æ l¬c Q�d� �¶�¼ Qc�g ¶Ç½� �¾dÅu ln¬dTÄ� �l�Æd! �T­� Ã¬ÇÀ �Ô�Ð

ÊÒÊÌ �� Ã� � Ñ �À­ê ��d¼ �dÁ� �� �Ç} l��~m Q�n�� Q �Â�Æ� l� �� OÐ ��Ç¬ ¾dS��W ��¼W �ÄcÇ} l�� Ãg �T¹÷g

�� �>ÓÓêÓÑ@ l¬dS l�� �ÐØ�Ð� Ã¸�d¢¼ Qc�g l¹� ·z� wS Ãg OÒ�cÆ� QdÄ �Rh�°Æ� QÆ� �g Ã¢¸d�¼ �� O�l¬dS ¾dSdê

�~ê Ã¸�d¢¼ ºd¡ º�¬ lz�¬Ç�Ç¹½�c ÊÒÊÎ �� ��Ç��l¼ �du�c k¬�d¢¼ ¿Sc Ãg�À­ê ���Ç¬ k¬�d¢¼ ºdÀ dg OwS�T¬ QdTÀ�

��cÆ c� lu�d} QdÄÆ�TÀ »Å� Ã� Qc�Ã¸�d¢¼ T>ÓÔ@ �c� Ãac�c O»T�dÁ� �l¼ lz�¬Ç�Ç¹½�c Ã¸�d¢¼ ºdÀ Ãg ��dy ¶dy �� Ã� Oc�

�� l¹T�Àc�­S� Ã¸�d¢¼ l¹S� OÐ×ØÐ �� �l�c ¾��� ��À �ª�� ·gd° l��ÁSc º�m Ã� �Á� �l¼ �d� Qc�Â�Æ�z¼ �� d¼c �Á� �l¼

Ãg Ã�OÓ ��¼c�� �¿S­� Ã¸�d¢¼ OºdvÀc�� Æ �>ÓÕ@ �c� �c�° Ã¢¸d�¼ ��Ç¼ c� lu�d} QdÄÆ�TÀ edT¥ �� Æ l¡�� Qd�¬

lu�d} Æ l��ÁSc QdÄÆ�TÀ Q �Ã¹½u Æ� �Ä ·¼d� Ol�c Â�� Q�c�}¼dÀ >Ó×@ Õ��¼c���ÀdÄ Æ >ÓÖ@ Ô¿S­� �dz�c �d~n¬c

���ÆW »Äc�¬ [ = (x, v) ·¼d� �d¬ Qd�¬ �� l­T�Çm l�ÀcÇm lSdÅÀ �� Æ �l�c

�ÁSW�¬ QdÄ �l!	SÆ Ã�c�ö Ol�c �m�·¼d� lm�Ç� ¿SÆ	À¬ Ã¸�d¢¼ �l�c ¿SÆ	À¬ �Æ� Q �Â�ÁÁ� ·T½�m �ÐØ�Ð� Q �Ã¸�d¢¼

OlÀd¼� �m Bl¸dy BQdÄ�T¦n¼ B¶d½nyc l¸d}ö  gdm dÅÁm �À­ê ���Ç¬ Ã¸�d¢¼ ��Á� �l¼ ¿TT¢m d¼d½m c� Ã¢¸d�¼ ��Ç¼ l¬�d�m

�l�c �¼cW�d�dÀ 〈;(tÊ);(tË)〉 ÃÀd¼�Æ� QdÄ �l"n�h½Ä ��Ç¼ �� lÁTg ��Tê �� Ã¸�d¢¼ ¿Sc ��Á� �l¼ «T�Çm c� Op(x; t)

�g �d} ���½m dg�À­ê ���Ç¬ Ã¸�d¢¼ O »TÁ� �l¼ lhz��d} B¶d½nyc l¸d}ö  gdmwS �·T¹zm ��Ç¼ �� ln°Æ OÃ� �Áö�Ä

RhS�±m dS Æ ¯T°� QdÄ ��Æ� O»T�dg Ãn�c� lÁT¢m �·T�Àc�­S� Ã¸�d¢¼ wS �!c ��Ä� �l¼ Ãac�c Q�T! �»�ö �dT�g ÃvTnÀ OÃ¸d�¼

Æ dÄ�T¦n¼ Q�d�c�u O gcÇm Â	SÆ ��g �T�À RSdÄ ��Æ� T��c� �ÇuÆ ¾W ·y Qc�g ��c�Àdn�c QdÄ �·T¹zm �c Â�¼W�g Q�dT�g

�Æ� �c Â�d­n�c dg lnyc� Ãg Q��¼ �Sc�� OdÄ �¿Sc �g ÂÆ­¡ �>ÓÐ@ l¼ÇnÀcÇ� wTÀdz¼ Ãg �Çg�¼ �m �Â�T÷Tê QdÄ ��Æ� dS

��Ç��l¼ ��cÆ >ÓØ@ �SÇ�m

dÄ�T} Æ l¬c Q�d� �¶�¼ Qc�g ¶Ç½� �¾dÅu ln¬dTÄ� �l�Æd! �T­� Ã¬ÇÀ Ô�Ð

�l�c »Å¼ Æ ÃuÇm f¸du �dT�g ¾W Ãg Ãn�gcÆ �Ð×�Ð��À­ê ���Ç¬ Q �Ã¸�d¢¼ Æ �ÐØ�Ð� ¿SÆ	À¬ Ã¸�d¢¼ �� �ÇuÇ¼ lT¹�

�T¦n¼ �g �c�!�qc QdÄ �lT½� ºd½m Ã� l�c ¿Sc Â�Sc �l�c lÀcÆ�g kc�� �~ê �c �mc�¬ Æ Â��n�! �dT�g dÄ �¾W ��g�d� Ã�Ty

Ã¸�d¢¼ �dn}d� Ãn¬�½ÅSÆ� lÁT¢m �~g �»TÁ� »T�±m dÄ�T} Æ l¬c Æ lÁT¢m »Å� Æ� Ãg c� ;(t) Ã¢¸d�¼ lzm lzT¼dÁS�

Ð $GULDDQ )RNNHU

Ñ 0D[ 3ODQFN

Ò 5RWDWLQJ 'LSROHV

Ó .OHLQ�.UDPHUV (TXDWLRQ

Ô 2VNDU .OHLQ

Õ +DQV .UDPHUV

ÑÖ



Ñ× dÄ�T} Æ l¬c Q�d� �¶�¼ Qc�g ¶Ç½� �¾dÅu ln¬dTÄ� �l�Æd! �T­� Ã¬ÇÀ �Ô�Ð

��ÀÇ� �l¼ ��cÆ ξ(t) l�Æd! �T­� �QdÄ��Ã¬ÇÀ ¯S�� �c d�d�c �T} Æ l¬c QdÄ �Ã­¸Ç¼ ��Á� �l¼ «T�Çm c� ¿SÆ	À¬l��y

dÄ��g�d� Ð�Ô�Ð

�Àc �Â�� ��� >ÓÐ@ ÐØ×Ø �� Ð¿z�S� edn� �� Qc�Â�Æ� QdÄ �·T�Àdnê �� ¿SÆ	À¬l��y Ã¸�d¢¼ ��g�d� �c lÀcÆc�¬ QdÄ �ÃÀÇ½À

� Ó ¾Ç�¬�Çu lÀ� �·ÀÇm ¶d�mc �c Q�Çh¡ ¾dS�u OÒlÀÇS�gc QdÄdÀd�� �� �dg ·¼dy ��gc�m OÑ�"Àd�ÇÀ Q�d� �¾d¼�½Ä �·¼d�

ÂÆ­¡ ���T¸wS �� Ã¬ÇÀ Æ Ô Ãn�g Q�d¬ QdÄ �Ã±¹y �� Ã¬ÇÀ O��Àc �Â�� c�u »Ä �c �T��c��dÀ ÃS¬wS ��Çm Ã� dÀd���gc Æ�

|�dê ÃS��À �� Q�dn¬�S�ê Q �Ãh�dz¼ O>ÓÐ OÒØ@ l�c ÕQdg� lzS�nz¸c �Q� �¹ÄcÆ Q�Çbm f¹° Ã� �cÆ� lÀcÆ�g Â�� ¿Sc �g

�>ÓÐ@ �Á� �l¼ �S�ê�¾dz¼c c� lu�d} ¾c�T¼ �� dÄ �Rh�° Æ� ¾c�Æ� Qc�g l�}

ºÆ� ��Ç¼ �>Ó×OÓÐ@ �Æ�¬c dÄ��gd� Ãg �TÀ c� × ��¼c�� �S�! {�À Q�Çbm ÆwT¼dÁS� �ÇÀ l!�Á�c�ê >ÒØ@ ÑÙÙÓ �� Ö l¬ÆÇ�

X(t) �T¦n¼ Odu �¿Sc �� ��Çg Ãn¬�! ·z� RSd¼�! QdÄ ���z¼ ·T¸� Ãg RSdT½T� QdÄ�ÀÇTê l�z� 'xT�Çm lÅu ·�c ��

Ãn�z� ¶Çz¹¼ l½�° Æ� ¿Tg Ã¹�d¬ O�}S� lm�dh¡ Ãg Tl�c �Áz½Ä�g kd�n~¼ Â�ÁÄ� ¾d�À Ãz¹g Ol�TÀwT�­� ¾dz¼

l¹¡ Ãg ·T�Àdnê Âdö �c �S�! Qc�c� �lzS�T¬ »n�T� �Ä �� �S�! {�À Qc�g c� lzS�� Q�Ág�¶Ç¼�¬ Q�Çbm ¿Sc �>ÒØ@ Â��

OØl�T�dÁ¦¼  Sd¼ QdÄ�Ç¹g ��wS�nz¸c Q� �¹ÄcÆ Ãg ¾cÇm �l¼ Q�Çbm ¿Sc ¾cÆc�¬ Q��g�d� QdÄ��Ç¼ �c ���ÆW�l¼ »Äc�¬ OÃ¬ÇÀ

��Ç½À Â�d�c ¾Ç�¬�Çu QdÄ �¶d�mcwT¼dÁS� Æ ��T¸wS�T¬ OÐÙ�S� �T�dÁ¦¼Æ�¬ kc�� l�T�dÁ¦¼ �¹ÄcÆ

¾W QÆ��Tê �ÀÆ� k�Ç� ¿Sc �� O��dg wöÇ� dnh�À RSdT½T� QdÄ ��Á�cÆ Qc�g l¡ÇÀ �lÀd¼� �dT±¼ �!c O�}S� RSÇ� �c

¶�nÁ� dS �Æ�z¼ ��Á�cÆ Ã� »S�� ¿Sc �� ��Ç��l¼ lSc�Ä �Á�cÆ �� ¾d�SdÄ �l­u �¿n¬dS Qc�g kc�� �dTÀ ��Ç¼ ¾d¼� ��Çm

�l�c »�dy dÄ�c�! {�À Æ �d¼W �g lÀcÆ�g l��y ¬Ç�c O�Ç��l¼ Â�T¼dÀ >ÔÙ@ ÐÐl�~ê Q �Â��

Ð 5LVNHQ

Ñ 6\QFKURQLVDWLRQ

Ò 6XSHULRQLF &RQGXFWRUV

Ó -RVHSKVRQ 7XQQHOLQJ -XQFWLRQ

Ô 3KDVH /RFNHG /RRSV

Õ 'HE\H 7KHRU\ RI 'LHOHFWULF 5HOD[DWLRQ

Ö &RIIH\

× .UDPHU¶V (VFDSH 5DWH 7KHRU\

Ø 1HPDWLF /LTXLG &U\VWDOV

ÐÙ)LQH )HUURPDJQHWLF 3DUWLFOHV

ÐÐ'LIIXVLRQ�/LPPLWHG RU 'LIIXVLRQ�&RQWUROOHG 5HDFWLRQ

Ñ×



ÑØ dÄ�T} Æ l¬c Q�d� �¶�¼ Qc�g ¶Ç½� �¾dÅu ln¬dTÄ� �l�Æd! �T­� Ã¬ÇÀ �Ô�Ð

RSd¼�! QdÄ �l! �Ãn~T"Àc�g l¹¡ Ãg Ã� l�Sc�Ã¬ÇÀ >ÔÑ OÔÐ OÒÔ@ ÐÑl�SÆÇzTÀ �¾Ç�Àdu Ã¬ÇÀ OlzS�nz¸c QdÄ�c�¼ ��

¶d½¡c �dn¸Æ �ÇÀ �Ä �c ��À ª�� O�Ç��l¼ �T¸Çm ¶�d¢m l¸dy �� lzS�nz¸c QdÀd�� �� �dÄ �¾Æ�nz¸c d¼Ç½¡� �dg QdÄ �·¼dy

Ãg �>ÔÒ@ l�c l�Æd! Ãg wS��À l¢S�Çm Qc�c� Æ l�c �T­� Ã¬ÇÀ fS�±m dg ¶W �Â�Sc l¼Æd±¼ wS �� RSd¼�! Ã¬ÇÀ �Â��

�c dÄ�dn¸Æ Æ dÄ �¾dS�u Qc�g ¿SÆ	À¬ Ã¸�d¢¼ Q �Ã¢¸d�¼ O��dg RSd¼�! Ã¬ÇÀ �dqW B¾��� ��cÆ Ãg �dTÀ Ã� Q��Ç¼ �Ä �� OfTm�m ¿Sc

�l�c �c��Ç}�g lT½Äc

���� d­Sc l�±À ÃÁT¼� ¿Sc �� dÄ �¶Ç¹z¼ �� QdÄ �¶Çz¹¼ Ñ �l�gdm l!�Th�°cÆ l���g dg O>ÔÓ@ ÑÙÙÑ �� �Ç} edn� ��ÐÆ�d¼ ��W

Q�ÆW��! ÃÁT¼� ¿Sc �� dÄ � u�¼ �c l!��g l�T¸ Æ l}c��ê dÄ�½T¹ê �~ê Qc�g l"n}d� l¸�¼ ·¼d� w�� Ãg O�d� ¿Sc �� Æc

��Ç½À

Qc�c� l�dÁ� �l�S�QdÄ��g�d� �� �D(;)l�}�T¥�dz��c º�m dg l�c ¿SÆ	À¬l��y Ã¸�d¢¼ Ã� � Ò¶d¢¬ lÀcÆ�g l��y

dS Â�À� QdÄ �¶Ç¹� �� �c� �lÅu ��gc�m �T�À �Ól����Ç} �ln��y QdÄÇ}¸c «T�Çm �ÁÀd¼ RSdÄ��g�d� Tl�c lÀcÆc�¬ lT½Äc

ºdÅ� �c�dg Ã�Ty �� �T¹÷g ��Çm Q�d¼W k�Ç� Ãg �~ê Ã¸�d¢¼ �dg ¿T¸Æc Ã� �¿Sc Ãg ÃuÇm dg �>ÔÔ@ Ôl¢½vm ºdy��c �dn¬�

B¶Çzm Õ�n¸Ç� �w¹g ¶�¼ � ��dg Ãn�c� �S�u l¸d¼ kdT�dS� �� l½Å¼ �±À ¿SÆ	À¬ Ã¸�d¢¼ Ã� �ÇhÀ fTv¡ O�� w��¼
ÖÂ�ÁSc�¬c Q �Ã¬ÇÀ Qc�c� �¿SÆ	À¬ Ã¸�d¢¼ f�y�g ¶�¼ ¿Sc �>ÔÕ@ �Ä� �l¼ xT�Çm c� dÄ�T} Æ l¬c �qc lzmX(t) ºdÅ� l½T°

lÀcÆ�g l��y �TT¦m ¿Sc Æ �X(t) dg l�c f�dÁn¼ Ãz¹g l�TÀ lgdq �Ð×�Ð� Ã¸�d¢¼ �� ��dy Q �Ã¬ÇÀ ��Ç��l¼ Q�Ág�¶Ç¼�¬

Â�d­n�c dg Æ l�c lhr¼ Â�cÇ½Ä X(t) OÆ� ¿Sc �c �l�c ®Ç� º�m dg RSd½À �ÁSÆ �ÁSW�¬  °cÆ �� Ã� �Á� �l¼ �T¸Çm c� ×l��ÁÄ

��Ç��l¼ �~�¼ Ø»nS�d}¸ B¶d¼�À  S�Çm Æ ·±n�¼ Q �Â�ÁSc�¬c QdÄÇ½À �c

ÐÑ -RKQVRQ�1\TXLVW 1RLVH

Ð 0D]R

Ñ )OXRUHVFHQFH 'HSRODULVDWLRQ

Ò $FWLYH %URZQLDQ 0RWLRQ

Ó 6HOI�3URSHOOHG

Ô &ROOHFWLYH 6ZDUPLQJ %HKDYLRXU

Õ %ODFN�6FKROHV 0RGHO

Ö 0XOWLSOLFDWLYH 1RLVH

× *HRPHWULF %URZQLDQ 0RWLRQ

Ø /RJ�1RUPDO

ÑØ



ÒÙ dÄ�T} Æ l¬c Q�d� �¶�¼ Qc�g ¶Ç½� �¾dÅu ln¬dTÄ� �l�Æd! �T­� Ã¬ÇÀ �Ô�Ð

�Á� QdÄ�T¦n¼ Ãg lh�À  S�� QdÄ�T¦n¼ Ñ�Ô�Ð

�Tz¼wT¼dÁS� dg Â�T÷Tê QdÄ ��Áz½Ä�g ¾��� ��cÆ Qdu Ãg ��Çg lÀcÆ�g l��y O¿SÆ	À¬ �l¹T¹zm kd¢¸d�¼ l¹�c �Ç�Ç¼

�Tz¼ �c ·�dy �dqW ºd½m O¿Sc�gdÁg ��c� c� �ÐÒ�Ð� �c�l¬�d�m l��y k¬�d¢¼ Q�T!�d� Ãg �dÅÁ�Tê ¿SÆ	À¬ O¾Ç¼c�Tê

Ol�c ÃuÇm f¸du �dT�g l�Æ� ¿Sc dÁb½�¼ ��ÀÇ� �l¼  ½u ξ(t) l�Æd! �T­� Ã¬ÇÀ Æ −γV l�} �dz��c º�m ��Çm

�Áö�Ä ��Ä� �l¼ c� �Â�� ��� QdÄ��g�d� �T�À� �}S� ·Sd�¼ Ãg �Æ� ��g Q �Â�duc Æ Â��� »Äc�¬ Q�ÇÅ� l��� Ã�c�ö

Q�d�c�u �d�c�g Ol¬dTÄ� ¿Sc Qc�g �lÁÄ� � Q�d�ngc ÃTuÇm wS �l�c ln}dÁ� �Â�S�ê l�Æ� OQ�dÅÁ�Tê �Æ� ¿Sc Ã�

��Ç��l¼ ¾dTg Ã¼c�c �� Ã�l�c lÀd¼� QdÄ ��dT±¼

�T¦n¼ OÇ�wS �c ��Án�Ä��n�¼ ��Ç¼wS �� OdÄ �¾W kd¡Ç�Ç¼ �� �ÇÁm �ÇuÆ dg O�� Â�d�c ¾W Ãg ¬dg �� Ã� RSdÄ �»n�T�

¾Ç¼c�Tê Qc�Ã¬ÇÀ �Tz¼ dg dÄ�T¦n¼ ¿Sc �dn¬� O�}S� l¬�� �c �;(t)l�c Ã¢¸d�¼ ��Ç¼ dÄ�¾WwT¼dÁS� Ã� �Án�Ä RSdÄ�T¦n¼ dS

Q �Ã¡Ç½v¼ wS �c l�c Â�� ·Tz�m �Ç} ORSd¼�! ºd½y ¿Sc �l�c Â�� l­u ÐRSd¼�! ºd½y wS dg OlzS�T¬ ¾dTg Ãg dS

OÃ¢¸d�¼ ��Ç¼ lzT¼dÁS� �T¦n¼ dg Ã�Sd±¼ �� ¾W Q �Â�ÁÄ� ·Tz�m Qc�uc Ã� OQ�c�W Ãu�� Q�dS� �dT�g �c�¢m ·¼d� lzT¼dÁS�

lTz¸d¼ �TT¦m »Å� ¾c�c�Ä Â�dg ¿Sc l� �� d¼c T�Ç� lhq Ãhm�¼wS Âd¼ �Ä �ÀcÇm�l¼ ºdÅ� l½T° ��ÁÁ� �l¼ ·½¡  S�� l¹T}

¿Sc �g kc�� ºd½m �l¢½u �qc Ãz¹g O�À�c�À lÅuÇm ·gd° �qc ;(t) �m�Á� �T¦n¼ �g c�v¼ k�Ç� Ãg dÄ ��Áz½Ä�g ¿Sc ��À�c�

QdÄ ��Áz½Ä�g ¾dT¼ l"n�h½Ä O�}S� RSÇ� �c �l�c �lÀd¼�� ¿T"ÀdT¼ Q�d¼W �dqW �g ���½m O·T¸� ¿Sc Ãg ��Ç��l¼ ��cÆ �T¦n¼

Ã¹�d¬­g O¶dr¼ ¾cÇÁ¡ Ãg ���dg l�Çê �»�ö ·gd° lzT¼dÁS� �T¦n¼ l��y dg Ã�Sd±¼ �� dm �Æ�g ¿Tg �c l¡�� Ãg �Sdg l¸cÇn¼

¶Çz¹¼ O�ÀÇ� �l¼ Æ�gÆ� �}S�zS dg Â�dgÆ� Ã� lÀd¼� d¼c Tl�c Ãn�h½Ä dÄ �¾W l��y O¶dT� ¶Çz¹¼ dg lÀcÆ�g Â�� ��Ç}�g �c �¢g

O�Sc�� ¿Sc �l�c Ãn¬� ¿Tg �c l¹� Ãg lÀcÆ�g Â�� dg ¾W l"n�h½Ä Ã�l�c Ãn�c� ��Ç}�g ¶dT�QdÄ �¶Çz¹¼ �}S� dg ��±ÀW ¶dT�

��Á� �l¼ ÃTuÇm c� ¿SÆ	À¬l¬dTÄ� �� �δ dn¸�  gdm k�Ç� Ãg l"n�h½Ä dS � �T­� Ã¬ÇÀ Q�T!�d� Ãg l¹¡

QdÄ�}¹½¡ ¾Ç÷½Ä Qc�ÃÀc�Äd¼ QdÄ�c�gc ¿n¬�! �d� Ãg dg O�m �l½� Æ �m �¯T°� �Æ� wS �c Â�d­n�c dg c� ��cÇ¼ ¿Sc ¾cÇm �l¼

>ÔÓ@  u�¼ �� O¶dT� dS �d! �� ¿T"Á� lÀcÆ�g kc�� Qc�g �ÁSW�¬ ¿Sc ��c� ºdvÀc �TÀ >Ô× OÔÖ@ Ñ�T�ÀcÇ� �Q�Ç¼ �T�¼

Ã¸�d¢¼ Ãg �vÁ¼ Æ �ÀÇ��l¼ ª�y dÄ�m�Á�  ­À Ãg  S�� QdÄ�T¦n¼ OlÁT¢m Ò·SÆÇT¸ Ã¸�d¢¼ �c �Æ�� dg �l�c Â�� l���g

d¼c �Ó l¬dS c� �~ê fS�� Æ �dz��c ¾dT¼ wTêÇz�Æ�zT¼ Ã�gc� ¾cÇm �l¼ lny Ã¹T�Æ ¿S�g ��Ç��l¼ ¿SÆ	À¬ l��y

Ð +HDW %DWK

Ñ 0RUL�=ZDQ]LJ 3URMHFWLRQ 2SHUDWRUV

Ò /LRXYLOOH (TXDWLRQ

Q��Àc Q�dë½Ä Ãg Æc Ã�gc� ¿Sc �� ��n��y Ã¸�d¢¼ �c ·±n�¼ O��ÆW l�� Ãg �}S� Qc �Ã¸�d¢¼ �c Â�d­n�c dg c� �~ê fS�� Æ�dz��c ¾dT¼ Ã�gc� ¿SÆ	À¬ Ó

�l�c� �dTÀ ¶�d¢m ��

ÒÙ



ÒÐ dÄ�T} Æ l¬c Q�d� �¶�¼ Qc�g ¶Ç½� �¾dÅu ln¬dTÄ� �l�Æd! �T­� Ã¬ÇÀ �Ô�Ð

RgdTn�� O·Sd�¼ �c Q�dT�g Qc�g lny Æ Â�Çg �T"Àc�g �¸dö �m �Â�T÷Tê QdÄ �»n�T� Ãg ¾W ��g Æ �Án�TÀ lÅS�g kdT�dS� ¿Sc

Ãz¹g Ol�TÀ lÀcÆ�g l��y ÃTuÇm Qc�g Ãn�u�g l�Æ� O�T�ÀcÇ� �Q�Ç¼ �Æ� Ol±T±y �� �l�TÀ ��T¼ RSdÅÀ |�dê Ãg

Ãn�h½Ä �T¥ Ã¬ÇÀ ¶Æc Ãu�� �� Ã� Tl�c ¿SÆ	À¬�Æ� ¾�c� lT¼Ç½¡ �Á¼�dTÀ ¯T°� ·T¹zm ��Ä� �l¼ ¾d�À c� ¾W �dhn¡c �Æ�y

¶dT� �� lÀcÆ�g l��y pzg �� >ÔÓ@  u�¼ �� ¾cÇm �l¼ c� ��Ç¼ ¿Sc �� RSdÄ �¶dr¼ ���g�l¼ ¶cÇ� �S� c� l�}�dz��c Æ

���� Â�Äd�¼ ÐwTÀÇ¼�dÄ QdÄ�Á¬ Q �Ãzh� ��Ç¼ �� >ÔØ@ �TÀ Æ  u�¼ ¿T½Ä �� Æ ¶d}ö

ÃuÇm f¸du kd¡Ç�Ç¼ Ò�Ô�Ð

wS��ÇmkÆd­m Ã½Ä ¿Sc �ÇuÆ dg O�� ��� ¬dg �� Ãö �¾W �T�À lÀÇ!dÀÇ! QdÄ �Â�S�ê ÃÀÇ}ö Ã�l�c ¿Sc ÃuÇm ·gd° ¶cÇ�wS

kÆd­n¼ k�� ÃgwTêÇz�Æ�zT¼ �dz¸ �c Ã� Q�T}Æ l¬c QdÄ �º�TÀdz¼ �Ç�ö ��Ç��l¼ «T�Çm �Ð×�Ð� l¬�d�m Ã¸�d¢¼

k¬�d¢¼ Ol�T�dÁ¦¼ ÃÀd�m dSl~� Â�� O�dg ·¼dy RSd¼�! l"n~T"Àc�g O��T¸ Çm�ê Q �Â�ÁÁ�c�ê QdÄ �l�¸d}dÀ ��Án�Ä »Ä �c

Ul�c l�Æd! Ã¬ÇÀ Q�d¼W ��À �c c�ö Â	SÆ �Ãg Ul�c ξ(t) lmdT�dS� Ã¬ÇÀ ¶�¼wS ¯S�� �c Ã¢¸d�¼ ·gd° ���Çg �c�dg ��

QdÄ �¾d¼� �� dÄ �Â�S�ê �c l¢T�Æ Ãn�� �l�c Q���¼ �y ÃT�° �c l�dÀ ¾�Çg l�Æd! �Ã�l�c ¿Sc Q�d¼W ¾d��~n¼ |�dê

kd¡­�c Ãg �Á¼ �Ã°­¡ Ã� �TÁ���¬ �l�c k�Ç� ¿Sc Ãg ÃT�° l¹� º�¬ ��À�c� l�Æd! �ÁSW�¬ Ãg ·T¼ l�dS� �dz¸ �c �Á¹g

OlÁ¢S T�À�c� lÀd�zS ¶d½nyc  S�Çm Ã� »Tn�Ä δXj »Ä �c ·±n�¼ Qc�Â�Çmd� �T¦n¼ Q��wS �Ç½v¼ Q�d¼W

X(n) =
n
∑

j=Ê

δXj . �ÑÙ�Ð�

¶d¼�À '�Ç½v¼ ¶dy �»TÄ� �l¼ ¾d�À σË =
〈

δXË
j

〉

− µË Æ µ = 〈δXj〉 dg fTm�m Ãg c� dÄ �¾W ��n�¼ �ÀdS�cÆ Æ ¿T"ÀdT¼

O»S�T! �l¼ ��À �� k�Ç� ¿Sc Ãg c� Â��

X ′(n) =
X(n)− µn√

σËn
, �ÑÐ�Ð�

l¸d}ö ¿Sc O���g QdÄ n Qc�g Ã� ��c��l¼ ¾dTg ¿TÁö Q���¼ �y ÃT�° O¶dy �l�c p′(x′;n) ¾W ¶d½nyc l¸d}ö  gdm Ã�

O�}S� lÀdTg Ãg T�Á� �l¼ ·T¼ l�Æd!  gdm l½� Ãg ¶d½nyc

p′(x′;n) → p′(x′) =
Ê√
Ëπ

exp

(

−x′Ë

Ë

)

(n → ∞). �ÑÑ�Ð�

Ð /DWWLFH RI +DUPRQLF 6SULQJV

ÒÐ



ÒÑ dÄ�T} Æ l¬c Q�d� �¶�¼ Qc�g ¶Ç½� �¾dÅu ln¬dTÄ� �l�Æd! �T­� Ã¬ÇÀ �Ô�Ð

¾cÇm �l¼ OÇ� wS �c �»TÁ� �l¼ w��¼ ÃT�° ¿Sc ��Ç¼ �� Âd!�S� Æ� �»S�c��ê �l¼ l¬�d�m QdÄ�ÁSW�¬ Qc�g ÃT�° ¿Sc tSdnÀ Ãg

Âd"À ¿Sc �Qc�Â�Çmd� ºd! ¶Ç� dg Ã¹y�¼ Ãg Ã¹y�¼ l�} l��y T»TÁ� �Th¢m Q�¢gwS l�! �¶Æ ¾cÇÁ¡ Ãg c� X(n) �Ç½v¼

¾cÇm �l¼ O�}S� l¬�� �c ��Á� �l¼w½� dÄ �¾W �dhm�c ¾��� c�Tê Ãg Æ Â��ÆW »Äc�¬ lÀcÆ�g l��ywT�­� Q�Çbm �c Q�nÅg���

dÅÁm OÂ�Äd�¼ �dT±¼ �� �!c ��Án�Ä Qc�Ã¬ÇÀ �Tz¼ �� Ð�dT±¼wöÇ� QdÄ ��d�n¥c dÄ δXj Ã� ��� Âd"À Ã¸d�¼ Ãg �Ç� �¿Sc

��Çg »TÄc �Ç} X(n) Ç½À Q �Ã¢¸d�¼ �Á¼�dTÀ k�Ç� ¿Sc �� O��dg �T~�m ·gd°wTêÇz�Æ�zT¼ �dn¬� ¿Sc���g l¢½vm �dqW

­¼�g �TÀ c� ¾W QdÄ �lS�Æ�z¼ Ã� �¿Sc ¿½� O�Án�Ä l¬�d�m Q�Çbm �� l�Æd! Ã¬ÇÀ lT½Äc Q �Â�ÁÄ� ¾d�À dÄ�·T¹zm �ÇÀ ¿Sc

��Á� �l¼

l�! �¶Æ Qc�g Q���¼ �y ÃT�°

Qc�Â�Çmd� QdÄ �¶Ç� OÃ� �Ç��l¼ ��¬ �l�c ºcj ºd! ¶Ç� δXj OÂd!�S� ¿Sc �� �»TÁ� �l¼ l���g c� l�! �¶Æ �SÇ�m c�ngc

¾d�zS ¶d½nyc dg O¾Ç��Tê Q�¢g wS l��y O¶dr¼ Qc�g ��Àc �Â��  S�Çm l}cÇÁzS Æ �}S�zS �c ·±n�¼ k�Ç� Ãg dÄ�ºd!

�� �σË = lË Æ µ = Ó Ol�c� »TÄcÇ} k�Ç� ¿Sc �� �l�c δXj = −l dS δXj = +l Ãn��! QdÄ �ºd! ¶Ç� Qc�c�

k�Ç� Ãg θj �Ä Ã� OδXj = lcos(θj) O»S�c� ºd! �mwS Qc�g ���c� Ãn�ÇTê l¢S�Çm x Ã�n~¼ OQ�¢gÆ� ¾Ç��Tê l��y

dg l�! �¶Æ �σË = lË
〈

cosË(θj)
〉

= lË/Ë Æ µ = Ó O»S�c� ��Ç¼ ¿Sc �� ��Ç��l¼ ed~nÀc [Ó; Ëπ) Â�dg �c l}cÇÁzS

���c� ºdÀ Â�� �dSdg l��y Oµ 6= Ó

OX(n) l�! �¶Æ ¾dz¼ Ã�n~¼ Qc�g p(x;n) ¶d½nyc l¸d}ö  gdm Q �Ã¢¸d�¼ Ãg ��dg ���g �dT�g n Ã� �¿Sc ��¬ dg ¶dy

Æ µn ¿T"ÀdT¼ Qc�c� Æ Â�Çg l�Æd! dhS�±m p(x;n) Ã� l¬�! ÃvTnÀ ¾cÇm �l¼O�ÑÑ�Ð� Æ �ÑÐ�Ð� �c d½T±n�¼ �»S�c��ê �l¼

«S�¢m t = nτ lÀd¼� Ã�n~¼wS O»S�T}g ��À�� l¢°cÆ �ÁSW�¬wS c� l�! �¶Æ ¾cÇng Ã� �¿Sc Qc�g ���dg �l¼ σËn�ÀdS�cÆ

OQ���¼ �y ÃT�° ¯h� lSdÅÀ�� �l�c l¸cÇn¼ ºd! Æ� �Ä ¿Tg Â�� Q�ë� ¾d¼� τ Ã� »TÁ� �l¼

p(x;n) ∼ Ê√
ÍπDt

exp

(

− (x− vt)Ë

ÍDt

)

, t ≫ xË/D. �ÑÒ�Ð�

l¬�¢¼ Q�T! �Â�c�Àc ·gd° lzS�T¬ QdÄ�n¼c�dê ¾cÇÁ¡ Ãg D = σË/(Ëτ) �~ê lgdq Æ v = µ/τ ®Ç� l¡�� Odu�¿Sc ��

lÀdz¼ Ã�n~¼  S�Çm OdÄ �ºd! ¶Ç� Q�d¼W kdTa�u �c ·±n�¼ �l�c ÃvTnÀ ¿Sc l¸Ç½� �¾dÅu O��� ·gd° Ãn�À ��Àc �Â��

�gdS �l¼ �Sc�¬c ¾d¼� dg l�} k�Ç� Ãg dÁÅê  g�¼ Æ ��c� �ÇuÆ 〈X(t)〉 = vt Ñlgdq �ÀÆ� wS Æ Tl�c l�Æd! dhS�±m

Ð 6PDOO 6FDOH 'LVWRUWLRQV

Ñ 'ULIW

ÒÑ



ÒÒ dÄ�T} Æ l¬c Q�d� �¶�¼ Qc�g ¶Ç½� �¾dÅu ln¬dTÄ� �l�Æd! �T­� Ã¬ÇÀ �Ô�Ð

�� �v = ÓQc�c Ãg �ÑÒ�Ð� ÃvTnÀ dg l�c ¶�d¢¼ Ã� Ol¬dSl�� �Õ�Ð� Ã¸�d¢¼ Ãg O¿Tn�ÁSc OÃÀÇ½ÀQc�g �
〈

XË(t)
〉

= ËDt

«S�¢m φ(∆) ¾�d±n¼  gdm f�y �g Æc �Æ� �� dÄ�ºd! ¶Ç� �l�c Â��g �d� �Ãg c� l�! �¶Æ l¬dTÄ� OlÁ½�k�Ç� �Ãg Æc  °cÆ

�ÀdS�cÆ dg �dSdg ¾Æ�g l�! �¶Æ y Æ x Ã�n~¼ Æ� �Ä �l�c Ãz­� �� ¾Ç��Tê l�! �¶Æ O�m ��d} ��Ç¼ �l�c Â��

¯S�� �c Ã�c�ö � �Án�TÀ ·±n�¼ Q�d¼W ��À �c y Æ x QdÄdn�c� �� l��y OÃ� �l¸dy�� ��ÁÄ��l¼ ¾d�À c� σËx = σËy = lË/Ë

�� �〈δXjδYj〉 = lË 〈cos(θj)sin(θj)〉 = Ó ��Án�Ä Ãn�h½Ä�T¥ »Ä Ãg lh�À O��Á�hm�¼ �}S�zS Ãg θj �}�ö ÃSÆc�

O�Ç� �l¼ p(x, y; t) = p(x; t)p(y; t) ÃvTnÀ Ãg �vÁ¼ OQc�Â�Çmd� QdÄ�c��g  ½u Qc�gQ���¼ �y ÃT�° »T½¢m OQ��Ç¼ ¿TÁö

Or =
√

xË + yË QÆ�Sc� Ã�n~¼ Qc�g ��Án�Ä �ÑÒ�Ð� l�Æd!  S�Çm Qc�c� �Ç} Op(y; t) Æ p(x; t) �c ºc�� �Ä Ã�

OD = Dx + Dy = lË/(Ëτ) Ã� Ol¬dS l�� p(r; t) = [r/(Dt)]exp[−rË/(ËDt)] Ãg ¾cÇm�l¼ dxdy = rdθdr

kd�n~¼ ¿n�g �d� Ãg dg � l¹Sc� Ã� UU Q�y Q �ÃvTnÀ ¾d½Ä dg l�c ¯gd�¼ d±T°� ¿Sc Æ �l�c Q�¢g Æ� �~ê fS��

���ÆW l�� Ãg �r′ = r/l Æ n = t/τ ��c�Àdn�c

º�� Ð S�Çm QdÅnÀc lycÇÀ �� l°� º�¡ ��Ç��l¼ �m �¯T°� �ÑÒ�Ð� l�Æd! fS�±m O��dg �m ����g xË/(Dt) lh�À Ãö�Ä

Ã� �Ç��l¼ ��¬ O�¢g Ãg Ã¹y�¼ ¿Sc �c ���� �l¼ ��À Ãg f�dÁ¼ ñQ���¼ �y ÃT�° ñ ºdÀ Æ� ¿Sc �c T��Ç}�l¼ »�ö Ãg � S�Çm

Ãg OD ¿n�c� Ã"À lgdq Æ �­� l½� Ãg σË Æ τ ¾�c� ·T¼ dg ¾cÇm �l¼ �l�cX(t) �ÁSW�¬ Qc�g ¯T°� lm�dh¡ O �ÑÒ�Ð� Ã�gc�

l�! �¶Æ ��ÑÐ�Ð� Ã�gc� �� ¾����dT±¼�dg ·T¸� Ãg� �l�~ê dS l�dT±¼ �y X(t) Ok�Ç� ¿Sc �� �l¬dS l�� �y ¿Sc

�c ·±n�¼ Æ l}cÇÁzS  S�Çm dg RSdÄ �ºd! ¶Ç� f�y�g l}d� Q �ÂÇzÀ l¹¡ Ãg OÃ�l�c� ÃuÇm �Sdg ��Ç��l¼ Â�ÀcÇ}X(n)

¿Sc O¿TÁ÷½Ä ��Án�Ä ·±n�¼ �}S�zS �c OlÀd¼� QdÄ �Â�dg lÀd�Çë½Ä º�¡ k�Ç� �� OX(tË)−X(tÊ) �ÁSW�¬ QdÄÇ½À O»Ä

c� |tË− tÊ| ≫ τ �c �mc�¬ QdÄ �¾d¼� ª­n}c ¾cÇng �±¬ Ã� ��� ¿Sc Ãg Ãnh¸c O�Án�Ä ËD|tË− tÊ|�ÀdS�cÆ dg l�Æd! dÄÇ½À

�ÁSW�¬wS  °cÆ ��X(n)l�! �¶Æ l�dT±¼ �y OÃ� �Ä� �l¼ ®Ç� Q�T! �ÃvTnÀ ¿Sc l½� Ãg c� ��¬ kd�À ¿Sc ��c� �T~�m
Ñ�üz�ÀÆ� �c Qc�ÃT�° �c Â�d­n�c dg c� k�dh¡ ¿Sc ¾cÇm �l¼ �X(t) = vt+

√
ËDB(t) Ol�c lgdq �ÀÆ� dg Â�� �dT±¼ �ÁSÆ

��Ç½À kdhqc l�dS� k�Ç� Ãg Æ Q�Ág�¶Ç¼�¬ l°� Ãg

c� δXj ·±n�¼ QdÄ �ºd! ¶Ç� �c Qc�Ãn�� ÒªÇÀdêdT¸ ��Àd�z¸c ���c� »T½¢m lT¹gd° «¹n~¼ QdÄ ��Æ� Ãg OQ���¼ �y ÃT�°

dg OdÄ�ºd! ¶Ç�  S�Çm B�m¬dg QdÄ �lÁ¼Ç¼ OÃn�À ¿Sc Ãg ÃuÇm dg �l�c� �ÇuÆ dÄ �¾W  S�Çm �� �ÇÁm ¾dz¼c Ã� l¬�! ��À ��

>ÕÙ@  u�¼ �� c� �dn¬� ¿Sc Qc�g ¯T°� Æ º�¬ �Æ��ªÇÀdêdT¸ ��Á� �l¼ ·T¼ l�Æd!l½� Ãg Ãz¹g O�ÀÇ��l½À f¸d¥ j�Sc�¬c

Ð )DU 7DLOV RI 'LVWULEXWLRQ

Ñ 0RQURH '� 'RQVNHU

Ò $OH[DQGU /\DSXQRY

ÒÒ



ÒÓ dÄ�T} Æ l¬c Q�d� �¶�¼ Qc�g ¶Ç½� �¾dÅu ln¬dTÄ� �l�Æd! �T­� Ã¬ÇÀ �Ô�Ð

d¼c O��c� �ÑÒ�Ð� l�Æd!  S�Çm X(t) l�dT±¼ �y O��Ç¼ ¿Sc �� �>ÕÐ@ �� w­�c Ó��g�ÁT¸ ��Çm Ã¼c�c �� Ã� �c� Ãac�c

�D = D(t) Æ v = v(t) O�Çg �ÁÄcÇ} ¾d¼� Ãg Ãn�gcÆ fac��

·Sd½m l�Æd! �y Ãg ¾dÁ÷½Ä OÐlmc� l"n�g dg δXj dSdê Q �Ãn�� wS dSW Ã� l�c ¿Sc �Ç� w��¼ �ÀcÇm �l¼ Ã� l¸cÇ� ¶dy

¿S�g ¿Sc ��Á�dg Ãn~T¼W �}S�zS dg ¾d¼� �� dÄ δXj �!c l�c lhr¼ |�dê �l�c «S�� �dT�g l¸cÇ� ¿Sc d¼c �ÃÀ dS ��c�

RSdÄ �l!	SÆ Ãö d±T°� Ã� �¿Sc O�Áö�Ä ��Án�Ä »Ä �c ·±n�¼ O�À�Æ� �}S�zS �c lÀd¼� �dz¸ �c Ã� RSdÄ �ºd! ¶Ç� OÃ�l�dÁ¢¼

l}�g Æ Q�ÇÅ� l}�g O��c� �ÇuÆ ÃÁT¼� ¿Sc �� l­¹n~¼ »TÄd­¼ ���c� lmÆd­n¼ «S�d¢m O�Àc Â�� fT��m dÄ �ºd! ¶Ç� ¿Sc �c

wS ÃS dnSdÅÀ Ãn�gcÆ QdÄ �ºd! Q��wS  ½u dSW Ã� �¿Sc ¿TT¢m �l�c f�dÁ¼ >ÕÑ@  u�¼ l�dS� ¯T°� l���g Qc�g T��v¼

lÁT½�m O��dg Ãn�c� �ÇuÆ l�Æd!  S�Çm Ãg �Sc�! ¿Sc �!c lny �l�c Â�T÷Tê �dT�g ÃÀ dS ��� �l¼ l�Æd! Qc�Â�Çmd� �T¦n¼

lz�¬Ç�Ç¹½�c l�! �¶Æ O�Çg�¼ �lÀcÆ�g l��y ¶dr¼ Æ� ���dg lÀÆ�� l"n�gcÆ ÃÀÇ!�Ä �cQ�d¡X(t) l�dT±¼ �y Ã�l�TÀ

OÂ�� l��ÁSc l¹¡ Ãg ��Án�Ä Ãn�h½Ä k�� Ãg c�ngc �� �ÁSW�¬ QdÄÇ½À O��Ç¼ Æ� �Ä �� ��Án�Ä ¿SÆ	À¬ l��y Ã¸�d¢¼ Æ

��Çg �ÄcÇ} �c�°�g �ÁSÆ �ÁSW�¬ fS�±m Oτ l"n�h½Ä ¾d¼� Ãg lh�À���g QdÄ �¾d¼� �� d¼c �l�c �c�Sdê l��y

Qc�Â�Çmd� Ã¬ÇÀ Qc�g Q���¼ �y ÃT�°

���c� �dhm�c �ÁSÆ �ÁSW�¬ ¯n�¼ Ãg l�Æd! �T­� Ã¬ÇÀ ���Ç}�l¼ »�ö Ãg Â�cÇ½Ä Ol¬�d�m �ÁSW�¬ Q�Çbm �� �ÁSÆ �ÁSc�¬ �Ç�y

ü�Tz¼ dg dÄ ��Áz½Ä�g �c ·�dy c� δXj QdÄ�T¦n¼ O�Ç�Á¼ ¿S�g ��Ç½À lÁTg�dg Q���¼ �y ÃT�° �Ç�y dg c� �ÁSW�¬ �Sdg ¶dy

¾dT¼ ��Ç}�g �c l�dÀ Q �ÃÀd�m ¶d±nÀc �ÁÀcÇm �l¼ dÄ�T¦n¼ ¿Sc O¶dr¼ ¾cÇÁ¡ Ãg �l�Àc� »TÄcÇ} ¾Ç¼c�Tê B�c� �T} Æ l¬c k�� Ãg

�±¬ OQc�Â�Çmd��~g d¼c O��dg �TÀ Q�}S� QdÄ �Â�S�ê �qc lzm �ÀcÇm�l¼ Ã¢¸d�¼ ��Ç¼ lT½� ��ÁÁ� Q�d� �¶�¼ c� Â�� �Áö

�l�c δXj �c ·�dy

Ol�c Ã¬ÇÀ ¿Sc �qc lzm Ã� lnT½� Ã� »TÁ���¬ ¶dy ��Án�Ä l¬�d�m Ã¬ÇÀ d�Á¼ dÅÁm δXj QdÄ�T¦n¼ OÃ�­} k�Ç� Ãg

QÇ° �dT�g lu�d} �qcwS �Ç�y dS ��dg lT½� Q¬dg l��ÁSc �ÀcÇm�l¼ l¹¡ Ã� ��Ä� �l¼ �Á�cÆ dÄ ���z¼ ¿Sc Ãg l¼c�W Ãg

O���lhz� �qÇ¼ ÑQ �Ã¬ÇÀ �c ¾cÇm �l¼ Æ Ãn�c�À Q�qc RSdÅÁm Ãg δXj wS Ok�Ç� ¿Sc �� ��TT¦m �Á� d¼c

ξτ̄ (t) =
γ

τ̄

(t+τ̄)/τ
∑

j=t/τ

δXj =
γ

τ̄
[X(t+ τ̄)−X(t)]. �ÑÓ�Ð�

Ó -DUO :DOGHPDU /LQGHEHUJ

Ð ,QKHUHQW 'HSHQGHQFH

Ñ (IIHFWLYH 1RLVH

ÒÓ



ÒÔ dÄ�T} Æ l¬c Q�d� �¶�¼ Qc�g ¶Ç½� �¾dÅu ln¬dTÄ� �l�Æd! �T­� Ã¬ÇÀ �Ô�Ð

¾d¼� τ̄ �l�c τ̄ �c �m �wöÇ� �dT�g OÃ¬ÇÀ ��Çm Â�� ��cÆ �RêdTê�Ç� Æ� ¿Tg ¾d¼� dS τ Ã�l�c Â����¬ OÃ�gc� ¿Sc ��

�c ·�dy �dqW �c l¬d� ¾c�T¼ Oºc�W »�u Qc�g �T~�m ·gd° �qcwS B¾�c� ·z� lÅu dm »S�c� �dTÀ Ã� �Ä� �l¼ ¾d�À c� l¡ÇÀ

l��y Q�Ág�¶Ç¼�¬ dg Q�d!�d� �Ç�Á¼ Ãg O�À�c� l"n�g Ã�Çg�¼ »n�T� Ãg d¢�° Ã� Â�� ��cÆ fSc�� � »TÁ�  ½u c� dÄ �Ã¬ÇÀ

���l�c lÀcÆ�g

δXj wTêÇz�Æ�zT¼ Ã¬ÇÀ �g »�dy f�dÁ¼ �Sc�� lzm Ol�~À ��Ç��l¼ ¾dTg ¯S�� ¿Sc Ãg Q���¼ �y ÃT�° O¿n¼ ¿Sc ��

Ã¬ÇÀ Q�d¼W kdTa�u ¾dT¼ �c O�ë� �l�c l�Æd! dhS�±m ξτ̄ (t) �qÇ¼ Ã¬ÇÀ  S�Çm O�RhT��m dS ��g�ÁT¸ OªÇÀdêdT¸ �Sc�� �

¾d�À c��¾W QdÁÅê Æ ���¼ fTm�m Ãg Ã� �Çg �ÁÄcÇ} �Çg�¼ QdÄ �lT½� σj �ÀdS�cÆ Æ µj ¿T"ÀdT¼ dÅÁm OδXj wTêÇz�Æ�zT¼

®Ç� Q �Ã¹½u O¶Æc Ã¹½u �ξτ̄ (t) = ξdriftτ̄ (t) + ξfluctτ̄ (t) O�Ç½À »T�±m �~g Æ� Ãg c� �qÇ¼ Ã¬ÇÀ ¾cÇm �l¼ ��ÁÄ��l¼

〈ξτ̄ (t)〉 = ���c��l¼ ¾dTg c� ·� Ã¬ÇÀ ¿T"ÀdT¼ ¶Çzm Æ l�c lÁT¢m OÃ¬ÇÀ ¿Sc ��Ä� �l¼ ¾d�À c� µj l¢½vm ¿T"ÀdT¼ Æ Â�Çg

Æ ��c� �­� ¿T"ÀdT¼ Ã� ��SW �l¼ ¾Æ�Tg σj wTêÇz�Æ�zT¼ QdÄ�T} Æ l¬c ¶� �c ºÆ� Ã¹½u �
〈

ξdriftτ̄ (t)
〉

= ξdriftτ̄ (t)

fTm�m ¿Sc Ãg �
〈

[ξτ̄ (t)]
Ë
〉

− 〈ξτ̄ (t)〉Ë =
〈

[ξfluctτ̄ (t)]Ë
〉

��Ä� �l¼ ¾d�À c� lÁT¢m B®Ç� �dn¬� �c Qc�Â�Çmd� QdÄ �ªc�zÀc

O¶dr¼ ¾cÇÁ¡ Ãg ���c� �ÇuÆ Q�}S� lu�d} lÁT¢m �qc wS dSÇ! Ã� »TÁ� �Th¢m k�Ç� ¿Sc Ãg c� ®Ç� �dqW Ã� l�c l±�Á¼

dg �Áz½Ä�g �c Æ� �Ä Ã� �Á� �l¼ Ãg�vm c� Æ�TÀ �ÇÀ Æ� v ºÇ¹¢¼ l¡�� dg lÀcÆ�g Â��wS O�ÐÒ�Ð� ¿SÆ	À¬ Ã¸�d¢¼ ¯h��g

¿T"ÀdT¼ k�Ç� Ãg Ã� �l�c ¾�d±n¼�T¥ v 6= Ó Qc�g kc�� ��Ç}�g �Àd��¬ OÇ�wS �c ��À�T! �l¼ kd�À ¶dT� QdÄ �¶Çz¹¼

ξ(t) Qc�ÃÀd!c�u Ã¬ÇÀ ¯S�� �c kc�� ��Ç}�g ¾�Çg Qc�Â�Çmd� O�}S� RSÇ� �c ��Ç��l¼ −�¸d} l­Á¼ edn�wS Ãg �vÁ¼

�l�c Â��À �dSdg Ã� �Ç��l¼ ��cÆ

Qc�Ã¬ÇÀ Q �Ãn�� �� l"n�g lÀd¼� Â�dg �TÀ Oσj ≡ σ Ol�c dSdê dÄ�T}Æ l¬c »Å� Ã� »S�T! �l¼ ��À �� c� ln¸dy lSdÅÀ ��

�g fS�±m ·gd° ξτ̄ Ã¬ÇÀ Ã� �¿Sc�g l�c lÁT½�m ��� ¿Sc �l�c wöÇ� �dT�g τ̄ dg Ã�Sd±¼ �� δXj wTêÇz�Æ�zT¼

ξfluctτ̄ (t) = ��Çg �ÄcÇ} k�Ç� ¿Sc Ãg D > Ó �~ê lgdq dg l�dT±¼ �y Ol¸dy ¿Sc �� �l�c �ÁSÆ �ÁSW�¬ f�y

�l�c l�Æd! �ÁSW�¬wS ξfluctτ̄ (t) O�}S� lm�dh¡ Ãg �γτ̄−Ê
√
ËD [W (t+ τ̄)−W (t)]

〈

ξfluctτ̄ (t)
〉

= Ó,

〈

ξfluctτ̄ (t)ξfluctτ̄ (t′)
〉

= ËDγË

τ̄



























Ó, |t− t′|,
(

Ê− |t−t′|
τ̄

)

, Ó < |t− t′| < τ̄,

Ê, |t = t′|.

�ÑÔ�Ð�

�ÐÓ�Ð� Ã¸�d¢¼ dg »T±n�¼ Ã�Sd±¼ dg ��� Â�d­n�c �ÁSÆ �ÁSW�¬ QdÄÇ½À �RSdSdê Æ ¾�Çg ·±n�¼ �l!	SÆ Æ� �Ä �c Ã¹y�¼ ��

ÒÔ



ÒÕ �T­� ÃÀ Æ l�Æd! ÃÀ �Ã¬ÇÀ Æ Q�d¡ �T¥ �~ê �Õ�Ð

�T­� Ã¬ÇÀ d±T°� ��Á� �l¼ �dn¬� l�Æd! �T­� Ã¬ÇÀ �ÁÀd¼ ξfluctτ̄ (t) �qÇ¼ Q �Ã¬ÇÀ Oªc�Äc l¼d½m Qc�g Ã� l¬dS�� ¾cÇm �l¼

�l�c ÃTh� τ̄ Ãhm�¼ �c lÀd¼� QdÄ ��dT±¼ �� dÅÁm Ãz¹g l�TÀ

�TT¦m dg dm �Án�Ä �dv¼ dÄ �¾W�l�TÀ l�Æd! d¼Æ�¸ δXj Ãn��! ÆwTêÇz�Æ�zT¼ QdÄ �Ã¬ÇÀ Q�d¼W l!	SÆ Ã� �Ç½À ÃuÇm �Sdg

dg RgÇ} �Ãg O�Á¹g QdÄ �¾d¼��� dÄ �¾W l¢½vm �dqW OQ���¼ �y ÃT�° fuÇ¼ Ãg ��Á�dg Ãn�gcÆ »Ä Ãg Æ� Ãg Æ� dS �ÁÁ� �TT¦m j

��Sd½À�l¼ ÃTuÇm c� l¬�d�m QdÄ �Q�d� �¶�¼ �� dÄ �¾W l}�T½Ä �Ç�y �¼c ¿Sc ��Ç��l¼ Â�� fS�±m l�Æd! �T­� Ã¬ÇÀ �ÁSW�¬

¿T¸Æc �Ð×ÐÑ �� �­ê¬ Æ l¸ÇÀ�g  S�Çm QÆ� �g ÐÖÒÒ ¶d� �� ÐÂ�ÇSÇ¼ kd¢¸d�¼ Ãg ���! �l¼�dg Q���¼ �y ÃT�° Ã÷~S�dm

w��¼ kd¡Ç�Ç¼ �}S� �ÁÀd½Ä �l¬�!k�Ç� >ÕÒ@ªÇÀdêdT¸ ��Çm ÐØÙÐ �� l¹�l¸dy �� ÃT�° Qc�g ¯T°� Q�Ág�¶Ç¼�¬

dn�c� ¿Sc �� Â�½¡ »Å� ��Ç½À ��� Ãg �Æ�� »zS Æ l�Tg ¾�° �d¥W dg �TÀ ÃT�° ¿Sc «¹n~¼ QdÄ �ÃÁT¼� Ok¬d½nyc Q�Çbm ��

�>ÕÒ@ ��c� ¯¹¢m Ó�¼c�� Æ QÇ¸ O��g�ÁT¸ OÒdT¸Çê OÑ��T¼ Ãg

�T­� ÃÀ Æ l�Æd! ÃÀ �Ã¬ÇÀ Æ Q�d¡ �T¥�~ê Õ�Ð

»Äc�¬�À­ê ���Ç¬ Æ ¿SÆ	À¬k¬�d¢¼ �g lÁnh¼QdÄ �Q�ÇbmQc�g c� l�d�cQ���¼ �y ÃT�° Æ  S��QdÄ�T¦n¼ ª�y�Æ�

QdÄ �»n�T� �� �Sdg l¹� �Ç� Ãg ��Ä� �l¼ ¾d�À c� dÄ �l¬dTÄ� ¿Sc QdÄ �lS�Æ�z¼ �m�¯T°� l���g l½� Ol¬�� �c ��À�ÆW �l¼

dg kÆd­n¼ Q�dn¬� ¿TÁö �l�c� c� �SÇÀ Æ �~ê wT�­� QdÅS�Çbm l�z� �d�nÀc l�¸d}dÀ ·¼d� QdÄ ��Tz¼ Æ Â�T÷Tê

�l�c Q�m �la�u Q�Ág�Ã±h� �Á¼�dTÀ Ãnh¸c Æ �Ç��l¼ Â�T¼dÀ Q�d¡�T¥wT¼dÁS� Ol�c ¶Ç½¢¼ Ãö�¾W

�� ºdvÀc �cÆ� Ã±¹y wS �c Â�d­n�c dg ÐØØÒ ¶d� �� Ã� Qc�Â�d� �Sd¼�W Ô�cÆ� Ã±¹y ¶�d¢m l¸dy �c �Æ� QdÄ �»n�T�

l��y Q�Çbm ��Çm ¾d¼� ¾W dm Ãö �¾W �c �Çg kÆd­n¼ �dT�g Ã� �c� ¾d�À c� �~ê �ÁSW�¬ l¡ÇÀ >ÕÔ OÕÓ@ �ÐÙ�Ð �SÇ�m�

Ã±¹y ��Ç��l¼ s�d} O QdÄ �Â�­y ¯S�� �c Æ Â�� Ã±¹y ��cÆ I QdÄ �ÃÀ�Æ� ¯S�� �c eW ��Çg Â�� l���g ¿Tn�ÁSc lÀcÆ�g

���ÁÁ� �l¼ ¾c�Æ� »Ä dg lÀÆ�Tg Æ lÀÆ�� QdÄ �Â�cÇS� � �Á� �l¼ ¾c�Æ� Ãg �Æ�� f¹� »�u �ÁÀd¼ Æ �Ç��l¼ eW �c �ê ­¼d�
Ö»�­n¼QdÄ �ec��! Q�T! �·z� Ã±¹y QÆ� �g Â�� ÃTh¢m lÁTg�Æ� ��Á� �l¼ �dvSc Õ»�­n¼ ¾dS�uwS Ã±¹y ¾Æ�� ¶dT� �dë½ê

Ð GH 0RLYUH

Ñ 0LVHV

Ò 3RO\D

Ó &UDPHU

Ô 7KH URWDWLQJ $QQXOXV

Õ 7XUEXOHQW )ORZ

ÒÕ



ÒÖ �T­� ÃÀ Æ l�Æd! ÃÀ �Ã¬ÇÀ Æ Q�d¡ �T¥ �~ê �Õ�Ð

�h� ¿Tg�Æ� ��Çm Ã� �cÆ� Ã±¹y ¾Æ�� Â�� ·Tz�m QdÄ �ec��! �lÀdT¼ �SÇ�m ��cÆ� Ã±¹y �éö �SÇ�m �ÐÙ�Ð ·z�
�>ÕÔ OÕÓ@ �cÆ� Ã±¹y ¾�Æ� kc�� �T�¼ Q �Â�ÁÄ� ¾d�À l¡ÇÀ QdÄ�c�¼ �l�c� �SÇ�m �l�c Â��

c��¾W Â�Äd�¼ Æ ¶dT� Ãg Â�� ¯S��m kÆd­n¼ kc�� �T�¼ RgdS�� ¾dz¼c fTm�m ¿Sc Ãg Æ �Sd½À�l¼ �h� c� �cÆ� Ã±¹y ¾Æ��

»�Á¼dÀ QdÄ �ºd! ��Çm Â�� QdÄ�T�¼ O�Ä� �l¼ {� ¶�d¢m Ãg wS��À k¬dT� �� Ã��~ê ¶Ç½¢¼ l¸dy �� ���ÆW�l¼ »Äc�¬

Qc�g ·�dy QdÄ�T�¼ d¼c ��Ô�Ð �SÇ�m� �Á�dg ¿}½Ä d¼c »�À�Rg dÄ�T�¼ �Ç� �l¼ p¡dg Ã� �ÀÇ� �l¼ �~�¼ lÄdmÇ� d¼c

Æ ��dg l!	SÆ Æ� dg kÆd­n¼ QdÄ�c�¼ l¡ÇÀ Ol�c ¶�d¢m l¸dy �c �Æ� �dT�g Ã� »�­n¼ k�� �Ãg �cÆ� Ã±¹ywS �� kc��

¶Ç½¢¼ �T¥ lm�Ç� Ãg Æ Ð �Àc �Â�dn¬c ºc� Ãg dÄ �ec��! ¾Æ�� kc�� lÄd! Ã� �Ç��l¼ Â�Äd�¼  °cÆ �� ��ÁÄ��l¼ ¾d�À c� »Å¼

�dT�g �T�¼ º�°wS dg Æ Ãn�c��g Q�Á¹g QdÄ �ºd!kc�� lÄd! dS Æ ��Àc Â�Ç½À Q�ë�wöÇ� ÃTydÀwS �� c� lÀ¬Ç� lÀd¼�

��Àc �Â�c� ºdvÀc Q�Á¹g QdÄ�cÆ�ê �}S� lÀdTg Ãg dS Â�Ç½À l� �Ã±¹y �Tz¼ ºd½m Â�c�Àc Ãg Q��cÇ¼ �� lny � Q�Á¹g

�>ÕÕ@ ��} �l¼ �c �ÃS¬�S� QÆ� �g Ã� �Ä� �l¼ ¾d�À c� ln�S� ¶Ç¹� �m wS �T�¼ �ÐÐ�Ð� �SÇ�m dÄ �¶Ç¹� k�udÅ¼

RSdÄ �Â�S�ê ��Án�Ä l��y �� ¾d¼� �c Qc�Â�dg �� Â�� Ã� »Ä ¾d��½¡ �� Ãhm�¼wS Qc�g lny ¾d�Àc ¾�g dÄ �¶Ç¹� ºd½m dhS�±m

�g Ã� �Án�Ä l¬Æ�¢¼ ��cÇ¼ Ã¹½u �c Ô�dn�dn¼ �Ç¼Çm ·Tz�mQdÄ �¶Ç¹� Æ Ó¾�g lÁ½Sc »n�T� OÒ»}� ºdTn¸c OÑRSc� ¾dSÆ� ¾Çö

Ãg ¿z½¼ �Ô�Ð �SÇ�m� lÀcÆ�g Â��wS dg �ÐÐ�Ð� dÄ �¶Ç¹� ¿Sc k�ydÅ¼ �T�¼ Ã�Sd±¼ dg ��À�cÇn�c dÄ�¶Ç¹� k�udÅ¼ �d�c

Ö 7XUEXOHQW (GGLHV

Ð 7UDSSLQJ

Ñ (PEU\RJHQHVLV

Ò :RXQG�+HDOLQJ

Ó ,PPXQH 'HIHQVH

Ô 7KH )RUPDWLRQ RI 7XPRU 0HWDVWDVHV

ÒÖ



Ò× �T­� ÃÀ Æ l�Æd! ÃÀ �Ã¬ÇÀ Æ Q�d¡ �T¥ �~ê �Õ�Ð

c� �n��y lÅu Æ ·z� dÄ�dg �Ç} �T�¼ ¶Ç� �� ¶Ç¹� ��c�ÃS¬�S� QÆ� �g ¶Ç¹� l��y �T�¼ �éö �SÇ�m �ÐÐ�Ð ·z�
ºd½m �c�Ç½À �l�c� �SÇ�m ��Ä� �l¼ ¾d�À c� ��T�¼ QdÅnÀc Æ c�ngc �� l�c�nÁ� �d¬ �SÆd�m lÀÆ�� �SÇ�m ��Ä� �l¼ �TT¦m

�>ÕÕ@l�c kÆd­n¼ ¶Ç¹� �ÇÀ Æ� l��y �T�¼ Qc�g ¾d¼� Ãg lh�À RSdvgdu  g�¼ ¿T"ÀdT¼ l½nS�d}¸

QÆ� �g O>ÕÕ@ »S�c��ê �l¼ ¾W Ãg ¾ÇÁ�c Ã� l�Sd¼�W �l¬dS du�¿Sc �� c� �cÆ� Ã±¹y ��Ç¼ �ÁÀd½Ä Q�dTÁg lmÆd­m ¾cÇng Q�cÇ��

¯h� �Ò(NHE) Æ Ñ(NHE+) �l�c Ãn¬�!k�Ç� (MDCK−F ) ÐQÇT¹� ¶dzTnTêc Ãn¬dS �·S�hm QdÄ �¶Ç¹� �c ÃÀÇ! Æ�

l½� OÐÐ�Ð� ·z� d¼c Ol�c ¾d¼� dg f�dÁn¼ RSdvgdu  g�¼ ¿T"ÀdT¼ O�Á¹g QdÄ �¾d¼� �� lÀcÆ�g Â�� Qc�g �Ö�Ð� Ã�gc�

Â��dg dg (NHE) QdÄ �¶Ç¹� Ol�~À ��ÁÁ� �l¼ �dn¬� lÁTg ��Tê ¿Sc dg kÆd­n¼ ¶Ç¹� �ÇÀ Æ� �Ä Ã� �Ä� �l¼ ¾d�À �l�c�

MSD Ã� �S� ¾cÇm �l¼ ��Ç��l¼ dÄ �¾d¼� Ã½Ä �� Q�n½�MSD Ãg �vÁ¼ Ã� �ÁÁ� �l¼ l��y dÄ(NHE+) Ãg lh�À Q�n½�

¿S�n�Tg Ãg RSdvgdu  g�¼ ¿T"ÀdT¼ I lÀdT¼ ÃTydÀ �� ��Ä� �l¼ �Æ�g lzT¼dÁS� ÃTydÀ Ã� �� c� Q�c�! O¶Ç¹� ÃÀÇ! Æ� �Ä Qc�g

�Äd� �c�Ç½À fT� O�Ç� �l¼ ��Ç} ¿T"ÀdT¼  g�¼ �d¢� �c �Tg ¶Ç¹� l¬d�¼  g�¼ ln°Æ Æ ��� �l¼ �Ç} �Sc�¬c �c�±¼

��À�c� lÀcÆ�g Â�� �c kÆd­n¼ Q�dn¬� ¶Ç¹� Æ� �Ä Æ� ¿Sc �c ��gdS �l¼

��gc�m OQ��T¸ lÁS�ê Æ Rë�ÇmÇ¬ QdÄ �Âd"n�� ����d� �d�c ª�Ç¼W QdÄdÀd�� »TÀ �� ¾d¼� f�y �g ¾dS�u kc�TT¦m

¾cÇm �l½À Ã� �� �z�¼ OÐØÖÙ ·ScÆc �� �l�c lzS�nz¸c �¾c�T¼ lzm Æ Ôª�Ç¼W QdÄdÀd�� �»TÀ �� ÓdÄ �Â�­y dS dÄ �¾Æ�nz¸c

Ã¸d�¼ ��ÐÑ�Ð �SÇ�m� �Ç½À «T�Çm ¿Tn�ÁSc ���Çm Â�� l¬�¢¼�~ê Ã¸�d¢¼ �c Â�d­n�c dg c� �dgQdÄ �·¼dy ¿Sc RSdvgdu

Ð 7UDQVIRUPHG 5HQDO (SLWKHOLDO 0DGLQ 'DUE\ &DQLQH .LGQH\

Ñ :LOG�7\SH

Ò 1+(�'HILFLHQW

Ó 7UDQVSRUW RI (OHFWURQV RU +ROHV

Ô $PRUSKRXV 6HPLFRQGXFWRUV

Ò×



ÒØ �T­� ÃÀ Æ l�Æd! ÃÀ �Ã¬ÇÀ Æ Q�d¡ �T¥ �~ê �Õ�Ð

��Ä� �l¼ ·Tz�m c� Rë� Âd"n�� l¹�c Ãn�Ä Ã� ª�Ç¼W��dÀ QdÄ �ÃS¬ �� Â�� Q�T! �Â�c�Àc I(t) Q�ÇÀ ¾dS�u �ÐÑ�Ð ·z�
�c lT¢hm lÁ¢S �l�c lÀcÆ�g Â�� Qc�g Â�� ºdvÀc QdÄ �lÁTg ��Tê �d�c �g �d�nÀc ��Ç¼ �dn¬� Â�ÁÄ��¾d�À Ãn��! RgW �}
ÃTuÇm ¾d¼� Qc�g ¿Åê QdÅnÀc dg  S�Çm wS �c Â�d­n�c dg c� �ÁSW�¬ dm l~T"Àc�g c� ¶c�nÀÇ¼ Æ �� Ã� �Ó�Ð� �~ê Ã¸�d¢¼

��Án�Ä l½nS�d}¸ �Çz¼ Æ� �Ä �>ÕÖ@ �ÁÁ�

�� l��u l� �� dÄ �·¼dy Ã� �Án¬dS�� dÄ �¾W ����~�¼ Æ l���g �n�Tg Ñ¶c�nÀÇ¼ kÆÇT¸c Æ Ð�� QÆ�dÄ ��Çm ÐØÖÔ ��

��Ä� �l¼ kdvÀ ºc� ¿Sc �c c� dÄ �¾W RSd¼�! QdÄ�T} Æ l¬c Æ �Án¬c �l¼ ºc� Ãg Â�d¼ �� l¢�Ç¼ QdÄ ��±À ��Çm ª�Ç¼W �Tz¼

Ãz¹g �ÁÁ� �l½À QÆ�Tê l�Æd!  S�Çm wS �c O�ÁÁ� �l¼ Q�ë� dÄ �ºc� ¿Sc �� dÄ �·¼dy Ã� lÀd¼� QdÄ �Â�dg Ã� l�dÁ¢¼ ¾c�g ¿Sc

�m�Á� l¸dy ¿Sc �� kc�� OfTm�m ¿Sc Ãg ��Án�Ä dÅnÀc ÃTydÀ �� lÁÅê  S�Çm Qc�c� �S� »TÄcÇ} �¢g ·�¬ �� Ã� ÃÀÇ! �¾d½Ä

��ÀÇ� �l¼ �~ê lÀcÆ�g Â�� �c

lT½� �dn¬� �d�c�g X(t) Q�d¡�T¥ �~ê �ÁSW�¬ RgdS �Ã�~�¼ �Æ� ¿S�m �¶Æc�n¼ O�� Â�Äd�¼ ¾ÇÁ�dm Ã� �Ç� �¾d½Ä

Ol�c RSdvgdu  g�¼ ¿T"ÀdT¼

〈

XË(t)
〉

≃ tËH . �ÑÕ�Ð�

ÃvTnÀ Q�d¡ wT�­��~ê �ÁSW�¬ wS Qc�g lT½� ¿Sc O�Á¹g �dT�g QdÄ �¾d¼� �� Æ lu�d} QdÄ�T° dS Æ dÄÆ�TÀ edT¥ ��

l"n�g ¿Sc�gdÁg ��SW �l¼�g ¿SÆ	À¬ Æ lz�¬Ç�Ç¹½�c O¿Tn�ÁSc k¬�d¢¼ �c Ã� �Ç��¾d½Ä O H = Ê/Ë dg �Ä� �l¼ c� �ÑÕ�Ð�

�dn¬� O�~g ¿Sc �� Â�� ��� ��cÇ¼ Ã¹½u �c Rg�vm kc�Äd�¼ �c Q�dT�g �� d¼c �l�c ÒQ�d¡ �~ê Ã�}d�wS Ol�}

Ó < H < Ê/Ë l��dÄ Qd½À dg RSdÄ�ÁSW�¬ ��Ä� �l½À ¾d�À c� ¾d¼� dg l�} Ã�gc� kc�� Qc�g RSdvgdu  g�¼ ¿T"ÀdT¼

Ð +DUYH\ 6FKHU

Ñ (OOLRW 0RQWUROO

Ò 1RUPDO 'LIIXVLRQ

ÒØ



ÓÙ �T­� ÃÀ Æ l�Æd! ÃÀ �Ã¬ÇÀ Æ Q�d¡ �T¥ �~ê �Õ�Ð

Q�y ��Ç¼ OH = Ê l¸dy Æ �Ç��l¼ Â�ÀcÇ} Ñ�~êc�¬ ¾cÇÁ¡ Ãg H > Ê/Ë ��Ç¼ ��ÀÇ� �l¼ Ãn}dÁ� Ð�~ê�S� ¾cÇÁ¡ Ãg

�l�c ÒÃÀÇ! �sÇ¼ dSwTn�T¸dg

dÄ �·¼dy ��d� �c T��Ç} �l¼ »�ö Ãg dÄ �Â�S�ê �c l¢T�Æ «T� �� O�ÑÕ�Ð� Q �Ã¸�d¢¼ �� Â�� l¬�¢¼ �dn¬� dg �~ê �ÇÀ ¿Sc

wT¼dÁS� O>ÕØ@ ln�S� QdÄ �¶Ç¹� �� lÀÆ�zT¼�S� QdÄ �edS�� l�~ê l��y dm Ãn¬�! >Õ× OÕÖ@ ª�Ç¼W QdÄdÀd�� �Ã½TÀ ��

QdÄ�c�dgwT¼dÁS� Æ >ÖÙ@ lÁT¼��S� QdÄ �eW �� RSdT½T� QdÄ �edS�� l!�Á�c�ê O>ÕÓ@«T¢�eÇ�W QdÄ�d� �� �S� kc��

�>ÖÔêÖÑ OÒ@l�dÄ �Â�S�êwT¼dÁS� �� �dn¬� ¿Sc �Ç�y �c RSdÄ �ÃÀÇ½À dÅÁm >ÖÐ@ Q�c�! �ÃSd¼��

Ãz¹g ��ÀÇ� �l½À «T�Çm �ÑÕ�Ð� Ã�gc� �d�c�g c��zÁ¼ Æ �Án�TÀ ¶Ç½� �¾dÅu Q�d¡�T¥ �~ê QdÄ�ÁSW�¬ l¹� l¸dy ��

�Sd½n¼ �}S�zS �c ­¼d� �Ç} kc� �� Ã� �ÀÇ� lÀcÇm l�}�T¥ �dn¬� ¿Sc Ãg �vÁ¼ l­¹n~¼ lzS�T¬ QdÄ �º�TÀdz¼ l�c ¿z½¼

Ãg Ã�­} �Ç� �Ãg du ¿Sc �� �l�c Â�� w��¼ Q�d¡�T¥ �~ê «T�Çm lÅu �� l­¹n~¼ QdÄ �Âd!�S� Æ dÄ �l¬dTÄ� ��Á�dg

Æ l��y OÃn�ÇTê ¾d¼� l�! �¶Æ OQÇ¸ QdÄ�cÆ�ê �c ¾cÇm �l¼ dÄ �l¬dTÄ� ¿Sc Ã¹½u �c �»S�c��ê �l¼ dÄ �¾W �c ��Ç¼ �Áö l¬�¢¼

���g ºdÀ Â�� �dT±¼�dg lÀcÆ�g l��y Æ Q��� lÀcÆ�g Q �Ã¬ÇÀ

Ã� ��c��ê�l¼ RSdÄ �»n�T� Ãg ÓÃn�ÇTê ¾d¼� l�! �¶Æ �l�c lÀd¼� �dT±¼ �ÇuÆ QdÁh¼�g Q�d¡ �~ê Bl½� Ãg �T�¼

l¡ÇÀ �lÀd¼� �dT±¼ ºÇÅ­¼ Ã� ln°Æ �l�c Qc�Â�Çmd�kd°d­mc��¢¼ �� c�S�� dÄ �¾W �� lÀÆ�� �¹ÄcÆ QdÄ �¾d¼� QdÄ ��dT±¼

{� ln¸dy �� l�c ¿z½¼ �Sc�� ¿Sc ��Ç� Q�"À�dg Â�dgÆ� �Sdg �TÀ Q���¼ �y ÃT�° �dhn¡c O��dhÀ «S�¢m ·gd° Ã¬ÇÀ Qc�g

Q�d�nÀc �c�±¼ OQ�y �dT�g l¸dy �� ��Ç� ºdvÀc ¾cÆc�¬ QdÄ �ºc� Æ dÄ�� ·¼d� ¿}½ÄdÀ �dT�g l�Tz¼ �� �~ê Ã� �Ä�

��Ç��l¼ lnT�S�Ç!�c l�z� Æ Q�Tê O�~ê�S� ¾Ç÷½Ä RSdÄ �Â�S�ê Ãg �vÁ¼ Ã� �Çg �ÄcÇ} lSdÅÀ�Rg �¹ÄcÆ ¾d¼�

¾�Çg �Æ�z¼ �Á¼�dTÀ Q���¼ �y ÃT�° ��ÁÁ� �dTn}c l!��g Q�y �S�d±¼ �ÁÀcÇm�l¼ Ã¬ÇÀ QdÄ�T} Æ l¬c Of�dÁ¼ �Sc�� lzm

kd¢hm �c l�Æd!�T¥ �yl½� Ãg ¾�� c�}½Ä O��� ¿Sc ¾��À d��c k�Ç� �� �l�c σË Ã¬ÇÀ �c ·�dy �qc �ÀdS�cÆ �c�±¼

k�� �Ãg l��y ��ÀÇ� �l¼ �~�¼ Õ¿Åê QdÅnÀc Qc�c� �d¼W Ã¹T�Çg ÔQÇ¸ QdÄ�cÆ�ê ºdÀ dg ·�dy �~ê ��Çg �ÄcÇ} ¾W

QdÄ �l��y  °cÆ �� OÖQÇ¸ QdÄ �ºd! �ÁÀd¼ ¾W wS��À QdÄ �l��y dS l¸dy ¿Sc ��g�d� Ã�Ty �l�c l�~êc�¬ Æ Ãn�ÇTêdÀ

Ð 6XEGLIIXVLRQ

Ñ 6XSSHUGLIIXVLRQ

Ò %DOOLVWLF RU :DYHOLNH

Ó &RQWLQXRXV WLPH UDQGRP ZDONV

Ô /HY\ )OLJKWV

Õ +HDY\ 7DLOHG

Ö /HY\ :ODNV

ÓÙ



ÓÐ �T­� ÃÀ Æ l�Æd! ÃÀ �Ã¬ÇÀ Æ Q�d¡ �T¥ �~ê �Õ�Ð

�l�c Ð Ãn­�W k�� �Ãg QdÄ ��Tz¼ dS l¸dn�c�¬ QdÄ ��Tz¼ �� lzT¼dÁS�

kd¢¸d�¼ Qc�g Tl�c Ã¸d�� ¿Sc Ã�Ty �c s�d} ¾W �cÇÀc ·¼d� ��� Æ l�c �ÇÁn¼ �dT�g Q�d¡�T¥ �~ê QdÄ�ÁSW�¬ «T�

Ãg ¾cÇm �l¼ OÓ ��� l�¸d}dÀ QdÄ �¶�¼ Æ dÄ �¶dn�c�¬ QÆ� �~ê OÒÂ�� �Æ��¼ l��y OÑ �d±n¼�Ç} QdÄ �ºd! ·¼d� �n�Tg

Æ »S�c��ê �l¼ Q�d¡�T¥ �~ê �� ��g�d��ê QdÄ �¶�¼ l}�g l¬�¢¼ Ãg Â�ÁSW ·�¬ �� ��Ç½À Ã¢uc�¼ >ÖÕêÖÑ OÒ@  uc�¼

��Ç��l¼ l¬�¢¼ Ol�c Q���kdT�dS� Ã�Ty Ãg ¾�� ��cÆ Ãg �vÁ¼ Ã�O dÄ �¾W Q�Ág�¶Ç¼�¬

Ð 7XUEXODQW

Ñ 6HOI $YRLGLQJ :DON

Ò 2EVWUXFWHG 0RWLRQ

Ó 4XHQFKHG 'LVRUGHU

ÓÐ


