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Data analysis: A Bayesian Tutorial, by D.S. Sivia & J. Skilling, 
Oxford science Publication,  2010



Data reduction and error analysis for the physical sciences, P. R. 
Bevington & D. K. Robinson, McGrawHill, 2003



 آشنایی با روشهای شبیه سازی در فیزیک. مهدی نیک عمل و امین الله واعظ و امیر

لهراسبی. انشارات علمی۱۳۸۶


www.smovahed.ir/course/



Error of Observations and their Treatment, J. Topping, 1972.



Practical Physics, G. L. Squires, 1985.



 ددرسنامه دکتر محمدرضا اجتهادی
http://sharif.edu/~ejtehadi/lectures/Lectures.htm



 ددرسنامه دکتر محمدرضا رحیمی تبار
http://sharif.edu/~rahimitabar/ccourse.htm
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برخی از نرم افزارها

• Python:  www.python.org	



• R:  www.r-project.org	



• IDL (Interactive Data Language)	



• Matlab

4

http://www.r-project.org


نقشه راه


۱) از نقطه نظر تئوری و مدل سازی



- شناخت ماهیت فرآیندها


- تحول 



- البته احتمالًا پیش بینی وضعیت آینده آنها
البته نگرش پذیرش مدل این است که تا حد امکان از نقطه نظر 



ساختار ریاضی ساده باشد 



۲) از نقطه نظر مشاهداتی و اندازه گیری
- برای تایید یا رد یک فرضیه به آن نیازمندیم
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Model - Observation - Statistical analysis

نظریهمشاهده و رصد اندازه پذیرها

شبیه سازی هده
شا
ی م

برا
ید 
جد

ی 
 ها
وش

د ر
نها
یش
پ

مقایسه نظریه  و مشاهده

پیشنهاد روش های جدید برای نظریه پردازی



Cosmology with physical Dark

Energy models

Schimd et al 2006

Theoretical models

 طرحواره ای که ارتباط بین مشاهدات و
مدل را نشان می دهد
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مقادیر کمیت ها
در آزمایشها و البته شبیه سازی ها اصلًا انتظار نداریم که مقادیر 


واقعی کمیت های مورد علاقه را به دست آوریم. چرا؟؟؟؟؟  

!



زیرا:


- به سبب محدودیت در وسایل اندازه گیری



- به سبب محدودیت در آزمایش گر


- به سبب محدودیت های ذاتی  

!



پس مقدار واقعی غالباً مخفی است
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بنابراین آیا این واقعه اسف بار است یا نه؟

قبل از پاسخ به این سوال به یک نکته توجه کنید
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http://phys.columbia.edu

!


یک مثال ساده

 

 تعداد اتمهای موجود در

یک اتاق چقدر است؟


!

 بسته به نوع مسأله دقت
 لازم برای تعیین مقدار
 کمیت نیز متفاوت می

باشد
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حال چه باید کرد؟



- اولین قدم این است که بیاییم و انواع خطاها را بررسی کنیم 


- روش تخمین خطاها



- روش گزارش خطاها ) مفاهیم احتمال و بازه تطابق (
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1) Accuracy: Percentage difference 
between experimental results and 
accepted value



2) Reliability: Official scientific 
homepage is more reliable than private 
homepage  


3) Validity: Derived correctly form 
premise already accepted 
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1) Accuracy: Percentage difference between 
experimental results and accepted value. 
It can be quantified by percentage 
relative error



!

!

!

2) Precision: It is refer to the repeatability 
of the measurement 



 صحت
(Accuracy): چقدر 
 دسته اندازه گیری به
 مقدار واقعی نزدیک


تر است

 :(Precision) دقت
 چقدر دسته اندازه
 گیری نسبت به هم


پراکندگی دارند


دو مفهوم مهم
XXX X

X
X

XX

XXX
X
XX

XXX
X
X

XX X
X X


صحت بالا

دقت کم


صحت کم

دقت کم


صحت کم

دقت بالا


صحت بالا

دقت بالا 14



دسته بندی انواع خطاها


۱) خطاهای سیستماتیک
Systematic errors




۲) خطاهای کاتوره ای


Random errors


۳) خطاهای لپی
Blunder errors
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www.physics4u.co.uk
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	ووااقعی�
    مقداارر


	ووااقعی�
    مقداارر

اندازه گیری بدون وجود خطای سیستماتیک

اندازه گیری با وجود خطای سیستماتیک

17



انواع خطاها در شبیه سازی


(Global) ۱) خطای سراسری

!



(Rounding) ۲) خطای گرد کردن
!

۳) خطای ناشی از مدل بکار گرفته شده در 
روشهای عددی ( یک مثال مهم جلو تر خواهیم 

دید)
18



 

f (x) = f (x0 ) + Δx "f (x = x0 ) +Ο(Δx2 )

Δx =
x final − xinitial

N
→ N ∼ Ο(Δx−1)

N × Ο(Δx2 ) = Ο(Δx)

Global error

خطای موضعی

خطای سراسری
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x1, x2 ,..., xN{ }
x = x ±σm x = x

−σm
−

+σm
+

گزارش خطا

تحلیل متقارن

تحلیل نامتقارن


به سبب وابستگی غیر خطی

the 68% central confidence level interval
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محاسبه خطا ۱

x1, x2 ,..., xN{ }
ei = xi − X

σ 2 =
1
N

xi − X( )2

i=1

N

∑ ≡ e2

xi → xi ±σ

مقدار واقعی

خطا در یک تک اندازه گیری
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محاسبه خطا ۲

x1, x2 ,..., xN{ }

Ei = xi − X =
1
N

xij − X( )
j=1

N

∑ =
1
N

eij
j=1

N

∑

Ei
2 =

1
N 2 eij

2

j=1

N

∑ +
1

N 2 eij
k=1;k≠ j

N

∑ eik
j=1

N

∑

E2
ens

=
1
N

e2
ens
→σm

2 ≡ E2
ens

=
σ 2

N

 آنسامبلی که حاوی مقادیر
متوسط هر ریز حالت است
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دو مشکل مهم
!



(X) ۱) مقدار واقعی معلوم نیست


۲) فقط یک ریز حالت داریم
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dij ⌘ xij � x̄i = eij � Ei

eij ⌘ xij �X, Ei ⌘ x̄i �X
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درصد خطای نسبی

26

این خطا در واقع بدون بعد است و معیاری از فابل اعتماد بودن اندازه گیری ها است!
!
!

اندازه گیری ها بدون دقت کافی است!
!

اندازه گیری ها قابل قبول است!
!

اندازه گیری ها خیلی خوب است. !
این حالت معمولًا در آزمایشگاه های معمولی !

به دست نمی آید



داستانی در مورد ارقام بامعنا



۱) در جمع و تفریق کمترین اعشار


۲) در ضرب و تقسیم کمترین رقم بامعنا

۳) تعداد ارقام بامعنای اعداد خاص که توسط شرایط 
آزمایشگاه یا شبیه سازی تعیین می شوند  بی نهایت است

0.001
0.01
1.0
1.00

1


1


2


3


2

Significance Number
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35,000
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Factor Name Symbol

10 yotta Y

10 zetta Z

10 exa E

10 peta P

10 tera T

10 giga G

10 mega M

10 kilo k

10 hecto h

10 deka da

Factor Name Symbol

10 deci d

10 centi c

10 milli m

10 micro µ

10 nano n

10-12 pico p

10-15 femto f

10-18 atto a

10-21 zepto z

10-24 yocto y



دسته بندی فرآیندها



(Determimistic) ۱) فرآیندهای تعینی


(Stochastic) ۲) فرآیندهای تصادفی



( Purely random ) فرآیندهای کاملًا کاتوره ای -


( Dependent) فرآیندهای کاتوره ای وابسته -



(Markov) فرآیندهای مارکوف -

(Chaotic) ۳) فرآیندهای آشوبی
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تابع توزیع و تابع همبستگی

Probability function


&



Correlation function
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x − Δx x x + Δx
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حالتهای حدی

Binomial Poisson

Gaussian

N →∞

Np→ λ

p→ 0

λ → ∞N →∞
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تابع توزیع

تابع انتقال
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 تابع
توزیع

42



43



44



تمرین
فــرض کــنید کــه یــک نــوســانــگر هــماهــنگ ســاده را در یــک جــعبه قــرار 



دهیم.
ایـــن نـــوســـانـــگر را بـــه نـــوســـان در می آوریـــم و ســـپس بـــه طـــور کـــامـــلاً 
تـــــصادفی درب جـــــعبه را بـــــاز می کـــــنیم و از نـــــوســـــانـــــگر عـــــکس می 
گـیریـم بـعد بـا کـمک عـکسهای گـرفـته شـده فـراوانی مـکان نـوسـانـگر را 



تعیین می کنیم
آیـا می تـوانـید قـبل از شـمارش فـراوانی تـعیین کـنید کـه تـابع تـوزیع 

مکان نوسانگر چگونه است؟
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z = f (x, y)
x → P(x)
y→ P(y)

z→ P(z) = dx P(x) P(y)∫
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تبدیل فوریه تابع توزیع


ممان

!

کامیولنت
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Kn = (−1)n−1

M1 1 0 . . .
M 2 M1 1 0

M 3 M 2

2
1
"

#$
%

&'
M1 1 0

K1 = M1

K2 = M 2 − M1
2 = x2 − x 2

.

.
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قضیه حد مرکزی

Central limit theorem

 نتیجه می دهد که تابع توزیع متغیری که از جمع  تعداد بی *
 شماری عدد تصادفی مستقل که دارای مقدار متوسط و واریانس


محدود هستند تشکیل شده است گوسی خواهد بود

  مثال: قد افراد *

BY: Abraham de Moivre (1733)

x1 ±σ1 → P(x1) )
x2 ±σ 2 → P(x2 )
x3 ±σ 3 → P(x3)
.
.
.
xn ±σ n → P(xn )

x =
1
n

xi
i=1

n

∑ → P(x) = Gaussian
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مفهوم انحراف معیار با توجه به تابع توزیع

x

p(
x)

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

p(x) =
1

2πσ 2
e
−

(x− x )2

2σ 2

68.3% = p(x)dx
−1σ

+1σ

∫
95.45% = p(x)dx

−2σ

+2σ

∫
99.73% = p(x)dx

−3σ

+3σ

∫

±1σ

4σ
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Correlation function
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S. Kimiagar, M.S. Movahed,arXiv:0710.5270
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 تابع همبستگی
Correlation function

Cxy
× (t1,t2 ) = x(t1)y(t2 )

ensemble

Cx (t1,t2 ) = x(t1)x(t2 )
ensemble

For ergodic and stationary processes 

Cx (τ ) = Cx (t1,t2 )
Cx (τ ) = x(t + τ )x(t)
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Auto-correlation (Ensemble averaging) 

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 X10 X11 x12 

x1 X2 X3 X4 X5 x6 x7 x8 x9 X10 X11 x12 

. 

. 

. 

X1 X6 

X1 X6 

C(1,6) = (X(1) − X)(X(6) − X) =
1
N

Xk (1)Xk (6)
k=1

N

∑
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X X X X X X X X X X X X

Auto-correlation (Time averaging)

C(1,6) = (X(1) − X)(X(6) − X) = X(k +1)X(k) =
1

N − 5
X(k + 5)X(k)

k=1

N −5

∑
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i

x
(i

)

250 500 750 1000

-5

0

5

10

15

Anti-correlated, Uncorrelated and 
Correlated Gaussian noise
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 خطای سیستماتیک ناشی از میانگین گیری
 روی یک ریز حالت به جای میانگین گیری

 

T (θ,ϕ ) = almYlm (θ,ϕ )
lm
∑

alm = dΩ∫ T (θ,ϕ ) Ylm (θ,ϕ )

alma &l &m = dΩ∫ d &Ω Ylm (θ,ϕ )Y &l &m ( &θ , &ϕ )∫ T (θ,ϕ )T ( &θ , &ϕ )

C(n̂, ˆ&n ) ≡ T (θ,ϕ )T ( &θ , &ϕ ) C( n̂ • ˆ&n ) ≡ C(n̂, ˆ&n )

C( n̂ • ˆ&n ) =
1

4π
(2l +1) Cl Pl ( n̂ • ˆ&n )

l
∑

alma &l &m = δ l &l δm &m Cl Cl =
1

2l +1
almalm

∗

m=− l

m=+ l

∑

σ l
2 = Cl

2 − Cl
2

Cl
2 =

3
(2l +1)2 almalm al &m al &m = 3

m &m
∑ Cl

2

σ l
2 = Cl

2 − Cl
2

= 2 Cl
2

σ l
2

mean =
σ l

2

N(l)
=

2 Cl
2

2l +1
∼

2Cl
2

2l +1 l

l(l
+

1)
C

l
/2
!

101 102 1030

1000

2000

3000

4000

5000

6000
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 جمع بندی در مورد تابع توزیع و تابع
همبستگی

 تابع توزیع در حقیقت اطلاعاتی از فراوانی مقادیر منتسب به )۱

	کمیت مورد نظر به دست می دهد


 تابع همبستگی اطلاعاتی از چگونگی ارتباط مقادیر منتسب به )۲

	.کمیت مورد نظر در زمان ) مکان ( های مختلف به دست می دهد



	 اعداد کاتوره ای یعنی اینکه )۳


	.ولی می تواند همزمان فرآوانی های مختلفی داشته باشد


 اعدادی که با تابع توزیع گوسی وجود دارند در حالت کلی می )۴
توانند تابع همبستگی های مختلفی داشته باشند

x(t)x( !t ) = gδ (t − !t )
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انتشارگر خطا

x x+σxx-σx

y
y+σy

y-σy

y = f (x)

 به دنبال این هستیم که
 منتقل y چگونه به x خطای
 میشود. واضح است که اگر
 از خود تابع استفاده کنیم
 y می بینیم که خطا روی

 متقارن نخواهد بود ولی اگر
 از تابع مماس استفاده کنیم

 همه چیز متقارن شود
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 عدم استفاده از خطا در مرتبه دوم
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M.A. Thomson



انتشارگر برای تک متغیره

f (x) = f (x0 ) +
∂f
∂x
Δx#

$%
&
'(

+Ο(Δx2 )

σmy
2 ≡ f (x) − f (x0 )[ ]2

=
∂f
∂x
σmx

#
$%

&
'(

2

 توجه شود که در این جا فرض کردیم که خطاها به صورت گوسی
و متقارن هستند
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f (x1,..., xn ) = f0 +
∂f
∂xii=1

n

∑ Δxi +Ο(Δ2 ) = f0 +ℜΔX

σmf
2 ≡ f (x1,..., xn ) − f0[ ]2

= ℜCℜT =
∂f
∂xi

∂f
∂x j

σmij
2

i

n

∑
j

n

∑ =
∂f
∂xi

)

*+
,

-.i=1

n

∑
2

σmii
2 +

∂f
∂xi

∂f
∂x jj≠ i

n

∑
i

n

∑ σmij
2

COV → C ≡

σ m11
2 … σ m1n

2

! " !
σ mn1

2 # σ mnn
2

)

*

+
+
+

,

-

.

.

.
ℜ ≡

∂f
∂x1

∂f
∂x2

... ∂f
∂xn

)

*+
,

-.

σmf
2 =

∂f
∂x1

σm11

)

*+
,

-.

2

+
∂f
∂x2

σm22

)

*+
,

-.

2

+
∂f
∂x3

σm33

)

*+
,

-.

2

+ 2 ∂f
∂x1

∂f
∂x2

x1 − x10[ ] x2 − x20[ ] + ...

انتشارگر خطا برای چند متغیره
x

x

x
١

n

yf(x)
1

2
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x

x

x
١

n

yf(x)
g(x) z

1

2

 

σ YZ
2 ≡

σ yy
2 σ yz

2

σ zy
2 σ zz

2

#

$
%

&

'
( =

∂f
∂x1

!
∂f
∂xn

∂g
∂x1
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∑
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∑ σ mij
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 برای انتشارگر غیر گوسی مقادیر
 راست و چپ متفاوت خواهد بود .
 روش استاندارد برای بررسی این

 موضوع استفاده از تابع
likelihood 64 است



y = ax ± bz → σ y
2 = a2σ x

2 + b2σ z
2 ± 2abσ xz

2

y = axz → σ y
2 = a2z2σ x

2 + a2x2σ z
2 + 2a2xzσ xz

2

y = ±
ax
z

→ σ y
2 =

σ x
2

x2 +
σ z

2

z2 − 2
σ xz

2

xz
$

%
&

'

(
) y2

y = a ln(±bx) → σ y
2 = a2 σ x

2

x

چند نمونه
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متوسط و خطا در اندازه گیری های وزن دار متقارن

x1 ±σ1

x2 ±σ 2

x3 ±σ 3

.

.

.
xn ±σ n

P(x ) =
1

2πσ i
2

exp −
(xi − x )2

2σ i
2

$

%&
'

()i=1

n

∏

dP(x )
dx

= 0→ x =

xi

σ i
2

i=1

n

∑
1
σ i

2
i=1

n

∑

σ x
2 = σ i

2 ∂x
∂xi

$

%&
'

()

2

→
i=1

n

∑ σ x
2 =

1
1
σ i

2

$

%&
'

()i=1

n

∑

	

۱) فرض شده که اندازه گیری های مختلف مستقل از هم باشند
۲)تابع توزیع هر اندازه گیری حول مقدار متوسط گوسی باشد(حد مرکزی )
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به دست آید x احتمال اینکه مقدار متوسط



متوسط و خطا در اندازه گیری های وزن دار نامتقارن

P(x ) = P(xi;σ i
(± ), x )

i=1

n

∏
dP(x )

dx
= 0

σ x
(± )2 = σ i

(± )2 ∂x
∂xi

$

%&
'

()

2

i=1

n

∑

	

۱) فرض شده که اندازه گیری های مختلف مستقل از هم باشند
۲) تابع توزیع هر اندازه گیری حول مقدار متوسط متقارن نیست. در صورتی 
که این تابع توزیع معلوم باشد با بیشینه کردن تابع احتمال درست نمایی و 

استفاده از تابع انتشارگر خطا به نتیجه دست پیدا می کنیم.

x(1)
−σ1

−
+σ1

+

x(2)
−σ2

−
+σ2

+

x(3)
−σ 3

−
+σ 3

+

.

.

.

x(n)
−σn

−
+σn

+
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مثال: فرض کنید که در یک آزمایش دو کمیت به صورت زیر محاسبه شده اند.  
می خواهیم مقدار متوسط و انحراف معیار را برای کمیت ثانویه محاسبه کنیم 

ضمناً تابع توزیع احتمال این کمیت های اولیه معلوم نیست. 
x
−σ x

−
+σ x

+

y
−σ y

−

+σ y
+

z = x + y → z = ?,σ z
(± )2 = ?

σ ≡
σ + +σ −

2
, α ≡

σ + − σ −

2
, A ≡

σ + − σ −

σ + +σ −

x ≡ σu + Aσu2 P(u) = G(u;1,0), P(x) =
G(u;1,0)

dx
du

x = α, x2 = σ 2 + 3α 2 , x3 = 9ασ 2 +15α 3

µ ≡ x0 + x = x0 +α, V ≡ x2 − x 2
= σ 2 + 2α 2

S ≡ x3 − 3 x x2 + 2 x 3
= 6σ 2α + 8α 2

با داشتن مقادیر خطاها برای دو مختصه می توان میو و وی و اس را به دست آورد سپس با 
ترکیب این کمیتها مقادیر جدید آنها را برای متغیر سوم به دست می آوریم و با حرکت معکوس 

متوسط و خطاهای بالا و پایین را برای z به دست می آید
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(Likelihood)تابع درست نمایی
این تابع لزوماً برای کمیت های آزاد به صورت تحلیلی معلوم نیست ولی 

arXiv:physics/0406120 برای آن مدلهایی پیشنهاد شده است

ــا کـــمک یـــک مـــشاهـــده بـــه دســـته انـــدازه گـــیری مـــشخص رســـیدیـــم و  اگـــر بـ
بــخواهــیم از آن بــه کــمیت ثــانــویــه ای بــرســیم در ایــن صــورت تــابع درســت 
ــانـــویـــه در حـــالـــت کلی مســـتقل از ارتـــباط بـــین کـــمیت هـــای  نـــمایی کـــمیت ثـ

	

اولیه و ثانویه به صورت زیر خواهد بود:
در این عبارت فقط فرض شده که متغیرهای اولیه مستقل از هم باشند

 

ℓ(z) = ℓ i (xi )
i=1

n

∏ and z = f (x1, x2 ,..., xn )

ℓ i (x i ) ≡
1

2πσ i
2

exp −
(xi − xi )

2

2σ i
2

&

'(
)

*+
در حالت خاص و با توجه به قضیه 

حد مرکزی می توان نوشت:
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(Asymmetric) خطای نامتقارن

arXiv:physics/0406120

 

ℓ ≡ exp (x − x )2

2σ 2

$

%&
'

()

xbest = x−σ2

+σ1

− lnℓ(x) ≡ 1
2

(x − x )2

σ1σ 2 + (σ1 − σ 2 )(x − x )

− lnℓ(x = +σ1) =
1
2

− lnℓ(x = −σ 2 ) =
1
2

	

محدودیت این نوع پارامتری کردن:
مخرج نباید منفی شود

برای حالت متقارن

x
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z = x + y x = x
−σ x

−
+σ x
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x1, x2 ,..., xN{ }
x = x ±σm

σm
2 = σ stat .

2 +σ sys
2

گزارش خطا

the 68% central confidence level interval
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برازش تابع با داده ها
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گزارش خطا
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 (x,y)۱) خطای مربوط به 



که منتشر میشود


۲) خطای ذاتی آماری
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گزارش خطا
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گزارش خطا
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۳) انحراف معیار و انحراف معیار میانگین
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