
� ���

����� �����	� 
��� ��

���� ���� �	
�� 
� ���� ������ ��� �	 ����� 
� 
���
� 
� 	
��� �� �
�!� " �#��$� %�&' �(

�
��'� �("�)� " �(� *�+,� �� ���� 
������
� -�!	
� �.
��� *	� �( /0	�1-� "��" �  	
��� ��


���2������ " 3���
4� 
� �� 5�
6� *	��7� #8 -��� �
��( #� 9�� :;��� -�
2 /0�<8 *��=� �� 
7��

>?1 �	 
	 �#&+@ �<A �	 �<�
� ��(
� �
�!� >?1 ��� #8 ��� *?+� /0�1
�-� B(��( 0�C�!�

D�E �� /(�8 -+F 8 �� ��� G���-� (����
��� 
��"� 
� -2(
� #� -=;��� *�<A �( /�1
� #�1�( -��2

��� ��=H" *	� �( /�<<8 
H�� �� -	�9$� ��� B
������
 � �� %��8�� #8 �1
� �
� � ��� *?+� �I	(


� 
��
�� 
��(�( G(�8 ��� �( /�1
�-+� 
4I��� �"���� 
��"� #8 (�1-� "��" � -	
� �
A 
� G(�8

#� �� #�!!2 J
C� �� �#'�+$� 
7�� �+8 #� #8 0��!� "��" � ��1 ��C� 
�-�
��" �( �� �#'�+$�

-K��E 
	 L
,��� �M�
<� :�
� �	 -�!	
� ��1 �8N D���� ��� /0�<8 -� O���� #����� M�
<� :����

:�
� B
������
� *	��7� :;�" �( " (�1-� *��=� M�
<� :�
� 
������
� �+8 #� 
��(�( " ��� 5�
6� /0�<8

�( ��=6; %�' (�@ " M�� #� /0�	�2-� ����� 
������
� *	��7� 
7�� #� #8 �<<8-� #<�+8 �� M�
<�

P� �
8 ��� �2� -�K B�1
� #�1�( >�
8 5�
6� ��� 
� ���
4� �	 #8 0	���� �
Q��� 92�� B-��$� 
��(�(

���� �)� �� B#� 
	 ��� M�
<� 
��(�( R�S�� ��� #�.� �
8 #� ��� #?<	� *��=� ��� /�1
� T�)S

Meritfunction�

U

htt
p:/

/fa
cu

lty
mem

be
rs.

sb
u.a

c.i
r/m

ov
ah

ed
/



V ����� �����	� 
��� �� � ���

���C� G(�"� ���� �� W� :;��� ��4�� �( /0�<8-� -.�=� �� G� #��(� �( #8 0�<8-� �(
X��� � �����

�Y� #8 (�1-� Z'
� �
8 *	� /0�<8 #��
)� �� 
7�� 
6[ " �
��'� �("�)� -�!	
� 
������
� ��� M�
<�

\0��!� "��" � �	� >K��� 
� 
��(�( G(�8 ��� ��� #SP[ ��E #� /(�1 #�.�2 �Q� �( �
�� 
�
6[

G� 
������
� " ��� >?1 *��=� ]U

�]MLE^-	
+����( �"� �� ��2�7� ]V

" �]MRL^ ��1 �Y� -� -�!� -	
+����( �� �(
X��� 
� 
7�� *�� -I�!�+� " 
������
� 
6[ *�+,� ]_

�5�
6� ���� 
�����
8

-��$� �	
�� 
� ��� ����� -���( G�9�� *��=� ]`

*	��+8 ��+=� �"� B0	��(�a� -	
+����( >�&)� " ��� *��=� %
' �"� #� #?<	� �� >�; ���( ��
@�

/0	��(�a� G� -&8 �"� #� Wa� " 0	�
+1�� ���� 
��	("�)� " 0�<8 -.�=� �� �3
=���

������ ��	
	� ��	��� �� ����� �� ������ ������ ���

3��S #� #6C� N >�
1 
� 3���
4� ��<8 b�.

(xi, yi) , i = �,�, ..., N ]U/U^

�1
� �����
�M ���( ��1 #�.�2 �Q� �( ��� �2� /�1
�-� xi #� M!�<� ��+8 yi " �����
� xi #8 �1
�

\�
I��

aj , j = �,�, ..M ]U/V^

Goodness of fit�

Maximum Likelihood Estimation�

Marginalized relative likelihood�

Level og confidence�

Least square�

htt
p:/

/fa
cu

lty
mem

be
rs.

sb
u.a

c.i
r/m

ov
ah

ed
/



_ ����� �����	� 
��� �� � ���

\�<8-� -<��  �� #�!��" 
���c�� " ��1 %
$�� >C�!� 
���2������ *�� -=�
� #6��� �	 ��� "

y(x) = y(x; a�, a�, ..., aM )

= a� + a�x + ... + aMxM−� ]U/_^

\�1
� �	� 3��S #� �����-� ]U/_^ #�(
=� ��-&8 >?1

y(x) =
M∑

k=�

akXk(x) ]U/`^

�.
��� �( #8 #��� /(�1-� ����
� #	
� :�
� #8 ��� x �� -���,�( :�
� �� BXk(x) :�
� ]U/`^ #�(
=� �(

�$�!@ 
������
� 
d. �( " 0��(-� >�?4� �� �M�
<� :�
� #8 ��� *	� (��2-� %
$�� 3
=��� *	��+8

�	� 3��S #� :�
� *	� >?1 �<8 #<�+8 �� :�
� *	� #8 0�<8-� L
,��� �� ��� �� -	
������
� #��( �(�8

\���

χ�({a}) =
N∑

i=�

[
yi −∑M

k=� akX(xi)
]�

σ�i
]U/e^


7�� �1
�� %�&=� 
���2������ 
6[ �2� /�1
�-� ��2������ *���iW�
	��" :;�" �( σi #�(
=� *	� �(

/f?B ?g (�1-� %
$�� (�=�� 
71"� #� χ� :�
� G(�8 #<�+8 /0	��2-� �Q� �( �K�" 
� ����� " G
!?	 ��

\0	��(�a� ]U/e^ #�(
=� (��� �( -�
�� ����� "( -���� #� ���( ��
@�

h�<	�-� ���� :�
� *	� G(�8 #<�+8 
� ��� 
������
� *	��7� ��A iU

h�!�A ��� ������ G� �� ]U/e^ #�(
=� #8 -&8 >S� B
��
�� iV

(�� 0����[ ����� *	� #� j�
� �
��( #� /0	��( �
�� �
+�K� #<�4�� �2*�+,� #� 3k��� *	� #� j�
� ���

-<=	 G(�� ���( �� ��Q<� h(�� ����[ ���( -�
+�K� #A 
� {a} ��1 *��=� 
������
� �� #��( �� #8

-�
+�K� #A 
� B{a} 
������
� �� #��( �� �I	( -�
�� #� " h(��( -���,+�  	
��� 
� ��� G�9�� #A #�

���;�� ]U/e^ #�(
=� 
� -	
<=� J
���� 
� 0	��(
�� G�<8� h�<�(-� ���� ��  	
��� �� ���� ���� �	
��

��� O��� #8 ���C� ��K " �(�� 
���2������ �I	( �� >C�!� yi ��2������ �� ��<8 b�. /0�<8

mericfunction�

htt
p:/

/fa
cu

lty
mem

be
rs.

sb
u.a

c.i
r/m

ov
ah

ed
/



` ����� �����	� 
��� �� � ���

��2������ �� ��� *	���
<� �1
� σi �
�=� D��)�� 
� �-��2 :	��� :�
� ���( y(xi) -<=	 (�1-� �(�(

\0	��( (xi, yi)

Pi ≡ P (xi, yi; a�, .., aM ) ]U/l^

\
� ��� ����� >8 �
+�K� W�

L(a|(x, y)) = P ((x, y)|a�, ..., aM ) =
N∏

i=�

Pi

=
N∏

i=�

�√
�πσ�i

exp

[
(yi − y(xi))�

�σ�i

]
]U/m^

��� ]U/e^ #�(
=� G(�8 #<�+8 #� P ((x,y)|a�, ..., aM ) �
+�K� G(�8 #<�4�� ��� �P� ��� TH�"

B��� �
+�K� #<�4�� �2*�+,��	 �C�CK �( 3
=��� *	��+8 ����� /��
$��-� #<�7� ��� #� -�
���(

��1 :	��� -��2 :�
� �	 3��S #� O���� ���C� ��K " �<1
� �I	�?	 �� >C�!� 
���2������ �2�

-��2b�. B�<1
�� �I	�?	 �� >C�!� *+H �( " �1
�� (
	� 
���2������ (��=� #8 (���� ��4�� �( /�<1
�

/0��!� �
+�K� #<�4�� �2*�+,� �� 0�C�!� �(
X��� #� �<��
�� " ��1 "��" �  �
A 
� :	��� :�
� G(��

�8�K ��� 
������
� 
d. �( #8 ��� *	� (�1-� %
$�� >+' �( #8 #��� 3
=��� *	��+8 �.
��� �(


� �	("�)� >��( #� �
2n�� /0�<8-� ���� χ� 5&6� #<�+8 
� 5�
6� ��� 
������
� #��( " �(�8

��X�8 *��=� *	���
<� /�.
	 W?=�
� " ��2������ 
� 5�6<� 
�C�;( -��� G���-+� ��2������ �( (�@��

�
+�K� G�9�� *�.
	 :;�" �( ����� ��X�8 �)� /��� ��(��[�� ��o	" ��+�� �� ���� ���� ���

\ -<=	 /��(-� ���� χ�min "
!� " ��2�9� -	
�χ� B�����
� 
d. �( (�@�� 
������
� #��( #?<	�

Pχ(χ�; ν) =
∫ ∞

χ�
pμ(μ, ν)dμ = Q(

ν − �

�
,
χ�

�
) ]U/p^

\ f?g 
� ��� ����� pμ(μ, ν) B]U/p^ #�(
=� �(

pμ(μ, ν) =
μ

ν−�
� e−

μ
�

�ν/�Γ(ν/�)
]U/q^

������� �	
� ��� ���� ���� ������ ��	�� ��� ��� ����  !"#� �$ �	%& �� �'	'$ () *)� ��� +#,�

htt
p:/

/fa
cu

lty
mem

be
rs.

sb
u.a

c.i
r/m

ov
ah

ed
/



e ����� �����	� 
��� �� � ���

�1
�-� ]V/p^ #�(
=� ���I��� ���C� �I�
	
+� �(� ��1
� #�K
� \UiU >?1

�2� /�1
�-� >�
8
� 
�
2 :�
� Q(ν−�
�

, χ�

�
) " �1
�-� ��� (��� #@�( (��=� �I�
	
+� ν = N − M "

#� ]UiB^ >?1 /�1
�-+� L�[ ��1 #r��� ��� #8 ��� -<=� *	�� �	� ���� Q > �.� 
	 Q < �.�

��� 0�<8-� 3
�Y� �� χ� :	��� :�
� >?1 Bν = � ��� /��(-� G
4� �� Pχ �
+�K� :�
� B���K�E 3��S

\ -<=	 (�1-� #�[
� �	� 3��S #� χ� :�
� �C�CK �( /(�8 #=@��� f?g :@�� #� G���-� -&8 ��
K

χ� = x�
�

+ x�
�

+ ... + x�ν ]U/Us^

#@�( �	 
� χ� :	��� :�
� >?1 0����[-� b�. *	� 
� G�<8� /�1
�-� -��2 
�x :	��� :�
� *�<�+� "

W� /0�<8 *��=� (���

P (χ�;�) = P (x� < χ�) = P (−
√

χ� < x <
√

χ�)

=
�√
�π

∫ +
√

χ�

−
√

χ�
e
�

�
x�dx =

�√
�π

∫ +
√

χ�

	

e
�

�
x�dx ]U/UU^

\0	��( x� = μ ��c�� ���c� 
�

P (χ�;�) =
�√
�π

∫ χ�

	

μ−�

� e−
�

�
μdμ ]U/UV^

/�1
�-� ν = � Ǳ��� #� ]U/q^ #�(
=� 
� ����� 
�C�;( ]U/UV^ #�(
=� �����I���

 	
��� R�S�� ��� ��� 
������
� #��( (�"��� #� 5�;( ��E #� G���-� #8 0��!� �#&K�� �( G�<8�

\0�<8 R	�=� �� �	� 
���+8 G���-� /��<8 #@�� ]U/e^ #�(
=� #� �I	( �
� /0�1
�

Aij =
Xj(xi)

σi

htt
p:/

/fa
cu

lty
mem

be
rs.

sb
u.a

c.i
r/m

ov
ah

ed
/



l ����� �����	� 
��� �� � ���

bi =
yi

σi
]U/U_^

�(�� N #���� �� �6� ��(�� b /(�1-� ����
� 
u�E W	��
� " �1
�-� N ×M #���� �� -!	��
� A #8

#� u�E W	��
� *	���
<� /�1
�-�M #���� �� -���� ��(�� B�<8-�v,4� �� 
������
� #��( #8 a "

\(�� ����[ �	� 3��S
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

X�(x�)
σ�

X�(x�)
σ�

. . . XM (x�)
σ�

. . .

. . .

. . .

X�(xN )
σN

X�(xN )
σN

. . . XM (xN )
σN

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

]U/U`^

\�<	�-� ���� �	� #�(
=� G(�8 #<�+8 
� M�
<� 
������
� #��( �
+�K� #<�4�� �2*�+,� w
�� ��

Min ‖ b − Aa ‖ ]U/Ue^

\f?g-<=	 �	� �.
��� "( �+8 
� -&8 ��E #� ]U/Ue^ #�(
=� G(�8 #<�+8

�	�
��� :���� �+8 
� \ R��

��*�?� �	(
C� #	9$� �+8 
� \ L

�XS {ai} 
������
� %
+� #� ��!� χ� 5�4� #8 (�1-� #<�+8 ]U/e^ #�(
=� -�;" BR�� �.
��� w
�� ��

\(�1-� B>��8 #�(
=�M ����� Z'
� J�1 *	� /(�1

� =
∂χ�

∂ak
=

N∑
i=�

⎡
⎣yi −

M∑
j=�

ajXj(xi)

⎤
⎦ Xk(xi)

σ�i
, k = �, ...,M ]U/Ul^

\�1�� -!	��
� #�(
=� �	 3��S #� G���-� �� ]U/Ul^ #�(
=�

M∑
j=�

αkjaj = βk ]U/Um^

Design Matrix	

Normal equations�


Singularity values decomposion��

htt
p:/

/fa
cu

lty
mem

be
rs.

sb
u.a

c.i
r/m

ov
ah

ed
/



m ����� �����	� 
��� �� � ���

#8

αkj =
N∑

i=�

Xj(xi)Xk(xi)
σ�i

]U/Up^

"

βk =
N∑

i=�

yiXk(xi)
σ�i

]U/Uq^

�	� 3��S #� {a} 
������
� #��( 
��	
7� /�<�!� D"�=� �
��� 3k(
=� #� ]U/Uq^ " ]U/Up^ 3k(
=�

\��� #��
)� >�
;

aj =
M∑

k=�

[αik]−�βk =
N∑

i=�

yiXk(xi)
σ�i

]U/Vs^

\
� ��� ����� Bai 
������
� �� �	�� #� J���� *�I�
�� �
�=� D��)�� " cik ≡ [αik]−� #8

σ�(ai) =
N∑

j=�

σ�j

(
∂ai

∂yj

)�

=
M∑

k=�

M∑
l=�

cikcil

⎡
⎣ N∑

j=�

Xk(xj)Xl(xj)
σ�j

⎤
⎦ ]U/VU^

\
� ��� ����� ]U/VU^ #�(
=� *	���
<� /�1
�-� [c]w�?=� W	��
� B�8��� �( (�@�� ��+8

σ(ai)� = cii ]U/VV^

�6; ��� �S
<' " /�<1
�-� 
������
� *�I�
�� �
�=� D��)�� G
+� [c] �6; �S
<' �I	( -�
�� #�

*�?� ���C� #� -&�[ ]]U/Uq^ " ]U/Up^^ �
��� 3k(
=� (���� -[�� �( /�1
�-� aj " aiW�
	��"��8

��
K *	� �( /(�1-� R;��� #��
)� " �(�8 (��[�� 
�-?<�?� #� 3��S *	� �( ���1-� �	(9�

/��� ���� f?B ?g :@��� �( G� R�S�� #8 (�1-� �
��( *�?� �	(
C� #	9$� -<=	 ”L”�"� 
� #��
)�

��� ������	
�� ��
 ���� ����� �����

�
I� 0	��( �x; G�<8� /(�1-� �(�( ]U/VU^ #�(
=� O��� #8 ��� �
�=� D��)�� ���( a -���� ��(��

��5�
6� 
��K -+F 8 *��=� �"� *+H �( /0�1
� #�1�( 
������
� *	� �( ��=6; %�' %�7X� #� �I	(

Confidence Levels��

htt
p:/

/fa
cu

lty
mem

be
rs.

sb
u.a

c.i
r/m

ov
ah

ed
/



p ����� �����	� 
��� �� � ���


������
� 
7�� w
�� �� (�"�-� ���� �� 
��(�( �� �#��( �2 	
��� �	 #8 -�
I<� /0�<8-� G
�� ��


������
� B�	�-+� �
+1 #� ��1 ��2������ #��( 
7<� 
��(�( #��( *	� #8 
$�� �� /���1-� *��=� ���


������
� #��( 0�<8 v,4� Di 
� �� ��2������ #��( �	 �2� /�<1
�-� *��=� %�' ���( ��1 *��=�

(�� ����[ -X,� 
��
�� atrue -<=	 ��� 
������
� 5�;( ���C� /0��
�-� ai �� ��2������ *	� 
� O����

����� *	� G�<8� /(�8 *��=� �� 
������
� (�@" #�K
� �
+�K� 
� OC. G����� 
7�� *�F=� %�' *��=� 
� "

:	��� h��� ��CA �1
� %�&=� atrue 5�;( ���C� #?<	� G"�� ai − atrue �
+�K� :	��� #8 (�1-� u�6�


d. �� #�K
� �	 �C�CK �( 5�
6� #�K
� �	 /�1
�-� �����
�M 
d. �( -=�
� :;�" �( �
+�K�

���� ��% 
� �#�K
�-�;" P� y� /�1
�-� -&8 �
+�K� :	��� �� -<�=� �S�( >�
1 #8 ��� �=�zM

B�=�z �	 �( *	���
<� /(��( ���; #�K
� *	� �( -=;�" ���C� ��% �
+�K� 
� -<=	 0�<8-�v,4� 5�
6�

*��=� #� -&�&)� 3��S #� #?<	� �� >�; /0��!� "��" � G�2-d�� 
	 -d�� 
� ��k
� 
��=�z �( " ��
� �	

5�
6� ���� -K��� *��=� �)� G��<' #� ��
Y χ� 
� -K��� T�H�� #� -X�8 3��S #� 0	��(�a� 5�
6� ����

/0	��(��-�

/���� χ�min -<=	 #<�+8 ���C� #� χ� ��+8 a0 Ǳ��� #� #8 ��<8 b�. B�1 u�6� 9�� P� �; #8 ��6�
+�

/��(-�  	�9.� " �(�8 D�)<� ��#<�+8 ���C� �� �� χ� ���C� B
������
� �( D��)�� G�9�� �� *	���
<�

B�<	�-� ���� Δχ� = χ� − χ�min 3��S #� χ� ���C� �( -<�=� ���c� Ǳ��� #� #8 a 
������
� #��(

���C� �� χ� D��)�� G�9�� *�� -I<�
I<� J
���� *	���
<� /�<<8-� L"�
@ �=�zM 
d. �( �#�K
�

/(��( (�@" ��� 
������
� �=�zM 
d. �( ��1 L"�
@ #�K
� " ��#<�+8

:�
� *�.�2 �Q� �( 
� �C�CK �( /��� #��
)� >�
; ������ -&�[ 5�
6� ���� �����
� �� 
d. �(

\(�� ����[ �	� 3��S #� �����
� �� 
d. ��� R&�,� 
��
+�K� B-��2 :	���

��.�% =
∫ x̄+σ

x̄−σ

e
−x−x̄

�σ�√
�πσ�

��.	% =
∫ x̄+�σ

x̄−�σ

e
−x−x̄

�σ�√
�πσ�

��.
�% =
∫ x̄+�σ

x̄−�σ

e
−x−x̄

�σ�√
�πσ�

]U/V_^

htt
p:/

/fa
cu

lty
mem

be
rs.

sb
u.a

c.i
r/m

ov
ah

ed
/



q ����� �����	� 
��� �� � ���

5�
6� ("�K \ViU >?1

�( B�1
� (�@�� -	
�-I�!�+� 9�� 
������
� *	� *�� *+H �( " 0�1
� #�1�( �����
� �<A 
� "( #8 -�
I<�

-K��� L
,��� #?&� (�� ����,� {�. 
���
K -2(
� #� 5�
6� ���� �
+�K� R	�=� 
7<� #� 3��S G�

e ���( ��� B 	
��� �	 �( ��<8 b�. /(��2 %
$�� �;( #� -�!	
� 
������
� 
d. �( ��1 L"�
@

�� 5�
6� 
����� ]ViB^ >?1 /�<<8 #<�+8 �� χ� ���C� a	
�
" a	

�
Ba	
�
Ba	
�
Ba	
�

������
� #8 �(�� �����
�

3��S *	�� B��� ��1 �(�( G
4� ��+� J�6[ 
� #8 ��?A�8 
���� /��(-� G
4� (a�, a�) 
d. �(


d. " �����1 #�.�2 �Q� �( ��
Y a� = a	
�
" a� = a	

�
Ba� = a	

�

������
� #8 ��� ���� ����


� #8 ��2�9� 
�����
8 /��� ��1v,4� Δχ� = �,�,� -K��� " ��1 L"�
@ ���
+�;
� 
������
�

�(�( ��
@� (a�, a�)�X@ �� ��� #8 ������� ���� 3��S *	�� B��� ��1 �(�( G
4� �<&� *�A O[

v,4� Δχ� = �,�,� -K��� ��
�"( " �<8 #<�+8 χ� ���C� " �(�8 ���c� 
������
� #�C� #8 ��� ��1

\ ��� u�6� �	� ���� "( �
K /��� ��1

h(��( -���,+� �σ " �σ B�σ -K��� 
� Δχ� ��� �	(
C� #A iU

h(�1-� L
,��� 5�
6� ���� -K��� *��=� ��� {�. 
��.
��� �� �	 %��8 iV

*�� -I�!�+� n�� #8 -���S �( /0�<8 *1"� �� ��+� J�6[ 
� 
���� R�&?� 
@ *�+� �( ���( ��
@�

#��2 �� ��dK �( 
�� /�<�(-� ���� G
!?	 �	
�� k
� ��
K "( B�1
� #�1��� (�@" ��� 
������
�

�� Ǳ��� #� ��	� �<�( G
4� �� 
� #;P' (��� #�K
� ��?A�8 
���� #8 �1�( �
Q��� G���-+� -I�!�+�

htt
p:/

/fa
cu

lty
mem

be
rs.

sb
u.a

c.i
r/m

ov
ah

ed
/



Us ����� �����	� 
��� �� � ���

/�<8 #<�+8 -=H�� 3��S #� �� χ� �����-+� ���
+�;
� �����
�M − ν #��"� ���C� �"� �����
� ν �( ���c�

-C&� #;P' (��� -K��� *�.
	 ��� T�)S �"� B��=H" �� �( �<&� 
�*�A O[ 
� -K��� *	���
<�

M 
@ #� �=�z #� �y2��K " "( B�	 
d. �( 5�
6� -K��� *��=� #� �<�#;P' 
� 
���
� /(�1-�

#�K
� /�1
�-� ��*�	
� 
��=�z �( �=�zM �
+�K� :	��� :�
� �	�x� 
� 5�
6� %��8�� #8 /0��!� �=�z

���C� O��� ��1 ("�)� �=�zM #�K
� �	�x� B�=�zM 
d. �� �=�z ν 
d. �	� �( 5�
6� ����

("�)� -K��� *�� J
���� #� -&�&)� 3��S #� ���( ��
@� G�<8� /��� �=�z ν 
d. �	� �( δχ� *�=�

(�@" #� #@�� 
� #8 (�1 u�6� ���� *	� �	
1 /0	��(�a� 5�
6� ���� �
+�K� " Δχ� = const O��� ��1

>��( /0	���-� 5�
6� ���� -K��� #� B��#<�+8 ���C� �� χ� ���c� �� 0����[-� 
� ��A B-&�&)� J
����


�
6[ �2� -�K ��� ��� 
������
�*�+,� ��� (���
8 -1"� χ� G(�8 #<�+8 #8 ��� *	� -&S�

��1 :	��� �
��� 3��S #� ��2������ 
�
6[ #8 -�;" �	� �#	
� 
	
d; /�1
�� �
��� ��2������

\�<�!� {(
S �<1
�

�
+�K� :	�� � :�
 � ��( ���� �� χ� > χ�min ���C� #8 �<1
 � 
������
 � �� �#��( a �2� iU #�d;

\�1
�-� �	� 3��S #� δa ≡ a − a0

P (δa)da�...daM ∼ exp{−�
�

δa.[α].δa} ]U/V`^

#@�( M 
� ]]U/m^ #�(
=�^ χ� :	��� :�
� �<�
� δχ� = χ�(a) − χ�(a0) ��+8 :	��� :�
� iV #�d;

/�1
�-� (���

�����
� ��� �� 5�
6� ���� 0����[-� /�1
� ν = � 
� ����� (��� 3
@�( (��=� #&�!��	 �( ��<8 b�.

\0	��( V #�d; #� #@�� 
� /0�<8 *��=� a� (���

χ� = −� ln(P (a�, a�, ..., aM )) + �

N∑
i=�

ln(σi

√
�π)

=
(a� − a	

�
)�

σ(a�)�
+ const ]U/Ve^

\�1�� G���-� �
I�� �<<8 #<�+8 �� χ� " �(�8 ���c� 
������
� #�C� Ba� �� Ǳ��� #� �2�

χ� = χ�min +
∂�χ�

∂a�
�

(a� − a	
�
)�

�

htt
p:/

/fa
cu

lty
mem

be
rs.

sb
u.a

c.i
r/m

ov
ah

ed
/



UU ����� �����	� 
��� �� � ���

= χ�min +
(a� − a	

�
)�

σ(a�)�
]U/Vl^

���C� 3����c� �����
� �� 
d. �( *	���
<� Δχ� = n� 3��S G� �( �1
� a� = a	
�

+ nσ(a�) �2�

�( /�<8-�v,4� a� �����
� ��� �� nσ 
� ����� 5�
6� ���� -K��� n� 3��S #� #<�+8 ���C� �� χ�

\
� ��� ����� ��� 
������
� #��( :	��� :�
� -&8 ��
K

P (a�, a�, ..., aM ) =
(�π)M/�(

det[α]−�
)�/�

× exp{−�
�

M∑
i,j

δai.αij .δaj} ]U/Vm^

"

Δχ� =
M∑
ij

δai.αij .δaj ]U/Vp^

�=�zM 
d. �( #?<	� �
+�K� P #8 (�8 *��=� �� Δχ�(P ) G���-� #��IA #8 ��� *	� ���� G�<8�

0$K #� J���� �
+�K� *	� h�<8-�v,4� B(��2 -� ���; 5�
6� ���� G�2-d�� �( �"� �����
 � ν

\-<=	 ��� �=�z ν G�2-d��

∫ (�π)ν/�(
det[α]−�

)�/�
× exp{−�

�

ν∑
i,j

δai.αij .δaj}dδa�...dδaν = P (
ν

�
,
Δχ�

�
) ]U/Vq^

\��� �	� 3��S #� ]U/Vq^ #�(
=� ���� �+� #8

P (
ν

�
,
Δχ�

�
) =

�

Γ(ν/�)

∫ Δχ�/�

	

tν/�−�e−tdt ]U/_s^

�(
X��� 
� G���-� P �
+�K� 
� �|
<�� 5�
6� ���� 
���� G(�"� ���� ��� �=�z ν 
d. �( *	���
<�

(��= � �� � Δχ� #� J���� � 	(
C� ]UiB^ �"�@ �( /(�"� ���� �� Δχ� ���C� ]U/_s^ #�(
=� ��

���� -K��� 0����,� #8 -�
I<� �X2 G���-� #SP[ ��E #� /f?g ��� ��1 �(�( R&�,� (��� 3
@�(

#<�4�� 
	 �� χ�min 5&6� #<�+8 #8 -	
������
� #��( ����� 0�<8 v,4� �=�z ν 
d. �( �� 5�
6�

0����[-� #8 -	
������
� M �� 
� ν Wa� " �(�8 *��=� B�<�(-� ���� �� -	
+� ���( :�
� 5&6�

" �(�8 �8�K 
������
� #�C� 
d. "� �� " #�1�( #I� ��
Y 0�<8 *��=� 
7�� ��� �� 5�
6� ���� -<)<�

���� " ��.	% B��.�% P� y� 
��
+�K� ��� �I	( D�E �� /0	�"�-� ���� �� χ�loc -=H�� #<�+8

htt
p:/

/fa
cu

lty
mem

be
rs.

sb
u.a

c.i
r/m

ov
ah

ed
/



UV ����� �����	� 
��� �� � ���

5�
6� ���� �
+�K� -K��� (
$	� ��� 3
=��� *	��+8 ��+8 �( ���c� G�9�� \UiU �"�@
� � 	 � � � M

Δχ� Δχ� Δχ� Δχ� Δχ� Δχ� p%


.�	 �.�� 	.
� �.�� �.�� �.�� ��.�%

��.� �.�	 
.
� �.�� 	.�� �.
� ��%

��.�� ��.�� �.
� �.�� �.�
 	.�� ��.	%

��.�� ��.�� ��.�� ��.�� �.�� �.�� ��%

��.�� ��.�� ��.�� �	.�� ��.�� �.�� ��.
�%

�
.�� ��.
� ��.�� ��.�� ��.	� ��.�� ��.��%

#� ]_iB^ >?1 /0�<8-�v,4� �� 5�
6� ���� 
���� " �(�"� ���� �� Δχ� = χ�loc − χ�min ���C�

/��(-� G
4� �=�z "( 
d. �( �� 
�-<)<� *	� ��"u�E 3��S

/�	�-� L
!K #� ��� #<�7� 
������
� *��=� ��� �<+���; ��9�� χ� �"� #8 0	�	( >�; �+!; �(

�I<�+,� �� 0�C�!� �(
X��� #� ��� ��7� �1
�-� �
+�K� G(�8 #<�4�� �� �"� *	� w
�� #8 
$�� ��

�� �	� >��( "( #� �C�CK �( MLE �� 0�C�!� �(
X��� /0�1
� #�1�( ���
1� ]MLE^ �
+�K� #<�4��

\(��( ��F)@�� χ� �� �(
X���

���C� ��K :	��� :�
� G(�� -��2 J�1 B(�1-� Z'
�  	
��� �� ���� ���� 
��(�( G(�� 08 iU

/(�4� �(�"��� O����

*	���
<� /�1
�-+� G
!?	 
��"9� :	��� :�
� >?1 ��1 ��2������ ���C� �� Ǳ��� #� :;��� ��4�� �( iV

\0�<8-� �(
X��� MLE �� 
�+�C�!�

L(a�, ..., aM ) =
N∏

i=�

Pi ]U/_U^

/��� �<���[ ���� ��� 
������
� G� G(�8 #<�4�� 
� "
htt

p:/
/fa

cu
lty

mem
be

rs.
sb

u.a
c.i

r/m
ov

ah
ed

/



U_ ����� �����	� 
��� �� � ���

5�
6� ���� -<)<� ��" u�E \_iU >?1

����	 ������	
�� ��� � ��� �����	����	 �����	  !�"�� ��!��#� $�
 %����

�( ��� *?+� #8 ���� ��� �	 " ���
4� �� >S
K �	
�� ����� �� 
���
� 3
'PE� �#��$� %�&' �(

�(
X��� 
������
 � *	� *�+,� ��� ���1 *	��+7� /(�1-� }��,��� �1
� ������ 
� ��!� -&8 ��
K

�� ��� -��2 :	��� :�
� �� �(
X��� ��� %�k J�1 #8 -=;��� �( /��� �
+�K� #<�4�� �2*�+,� ��

��=6; %�' #8 -�;" 
	 " ��
$��-� χ��)� �� 0�C�!� �(
X��� #� �"� *	� (�1 0���. ��2������

/0���-� 3
=��� *	��+8 �"� #� �1
� G
!?	 
���2������


���
� #8 #��� -�" /�<<8-� 
X	� -?	9�. 
��<	��. �� 
� 07. �( -+7� " ��+'  C� ��� 
������
�


7�� #� 
�KP6S� #8 B�<1
�-+� 5�;( *��=� #� �<��
�� (��� 
������
� %
+� #8 ��� *	� ��.�-� {
X��

%�' (�@" / ��(�1-� D~K G
1�Y� B
7�� "� ��2���I��� 
� k� �+=� (�1-� #�X2 ��-.
H� 
������
�

��� #<�7� �"� *�.
	 *	���
<� /(�1-� ��1 #r��� ��� �( *�F=� %�' Z'
� ��� 
������
� �( ��=6;

Nuicence Parameter��

Marginalized Likelihood Estimator��

htt
p:/

/fa
cu

lty
mem

be
rs.

sb
u.a

c.i
r/m

ov
ah

ed
/



U` ����� �����	� 
��� �� � ���

/(��( ��o	" �
I	
@ ����( (�@" �"�H ��� 
������
� #8 -�
I<� #;P' (��� 
������
� *�+,�

\�1
� �	� 3��S #� -&8 ��
K �( #<�4�� �I<�+,� :�
� ��<8 b�.

L(a, λ|(x, y)) ]U/_V^

(��� 
������
� M���� #� λ " a " /�1
�-� ���� ���� ��2������ �� 
�+�C�!� #8 �	(
C� (x,y) #8

λ 5�;( ���C� #?<	� G"�� �1
�-� a #<�7� �	(
C� *�.
	 
$<	� �( D�� /�<1
�-� ��� -.
H� " #;P'

��� 
������
� �( *��=� %�' #8 ��� *	� a ���( ���C� }��,��� �( ��+=� �"� /0�1
� #�1�( ��

�I	( 
��"� �� G
+�
'PE� #� #@�� 
� 
7�� ��� -<�=� ���C� ��� -.
8 " 0	��I� �Q� �( �� �"�H

\0�<8 ��~2
@ �I<�+,� :�
� �( " �(�8 N
,��

L(a|(x, y)) =
∏
i

Pi(a, λ = λ̄|(x, y)) ]U/__^

3��S G� �( �<1
 � ��=6; %�' ���( (�[ �"�H ��� 
������
 � �2� #8 ��� v,4� 
�)H�"


������
� *�+,� G(�8 #<�7� ��� /f?B ?B ?B ?B ?g(�� ����[ 5�;( ��� ��1 �(� *�+,� 
������
�


��
8 #��(� �( �"� *	� /(�1-� �(
X��� MRL�.
��� �� �"�H ��� 
������
� ��dK �( �"�H

�Y� �"� *	� �( /f?B ?B ?B ?B ?B ?g ��� ��1 >�+?� #�C � O��� " ��� ��1 (
7<4�� Butler 1988

\-<=	 (" �-� *�� �� 
7�� "� ��2���I��� 
� �"�H ��� 
������
�

L(a|(x, y)) =
∫

L(a, λ|(x, y))dλ ]U/_`^


	&'(� ��� �����	����	 �����	  !�"�� ��!��#� $�
 )����

��
� 
��"9� (x,y) ��2�������� >S
K 
��(�( �� �(
X��� 
� ��� �"�H 
������
� #��( }��,���

��� ��4�� #��"� 3
'PE� #8 ��
<=� G��� *	� /��(-+� ��( #� ��� 
������
� ��� ("�)�

(�@" 3��S �( ���,�( 
������
� ��� ��#��"� :	��� :�
� �	 ��=H" *	� �( /0	��( �
�� G(� *�+,�

prior��

htt
p:/

/fa
cu

lty
mem

be
rs.

sb
u.a

c.i
r/m

ov
ah

ed
/



Ue ����� �����	� 
��� �� � ���

/(�1-� #�.�2 �Q� �(

LB(a|(x, y)) = L(a|(x, y))Π(a) ]U/_e^

-&8 ��
K �( 
	 "

LB
M (a|(x, y)) =

∫
L(a, λ|(x, y))Π(a)Π(λ)dλ ]U/_l^

" �"�H ��� 
������
 � # � �"� �
+�K� : �
 � M� �� � # � Π(a) " Π(λ) 
���+8 ]U/_l^ #�(
=� �(

��2 ���I� �� 
 � -.
H� 
������
 � � Y� #8 (� � 0����[ *�+6� -.�E �� G�<8� /�<1
 �-� �"�H

��
� ��� ���� ���� #��"� 3
'PE� �� #8 #��"� �
+�K� :�
� ��dK 
� �I	( D�E �� " ��� #�.� *����

/0	�"�-� ���� #��"� 
������
� ��� �� ��("�)�

htt
p:/

/fa
cu

lty
mem

be
rs.

sb
u.a

c.i
r/m

ov
ah

ed
/




