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همبستگی آماری 
Statistical Correlation
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Classification of  correlations
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Classification of  correlations

ρxy ⌘ h(x−hxi)(y−hyi)ip
h(x−hxi)2ih(y−hyi)2i

=











1 for x = y

0 un− correlated data

−1 anti− correlated data

Cxy(ti, tj) ⌘ h(x(ti)− hx(ti)i) (y(tj)− hy(tj)i)i
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Classification of  correlations

⌘ h − h i − h i i

ρxy ⌘ h(x−hxi)(y−hyi)ip
h(x−hxi)2ih(y−hyi)2i

=

8

>

<

>

:

1 for x = y

0 un− correlated data

−1 anti− correlated data

ρs ⌘ 1− 6

P

i,j
d2ij

N(N2 − 1)

dij ⌘ [Rank(xi)−Rank(xj)][Rank(yi)−Rank(yj)]

{x} : {20, 100, 30, 50, 160, 10}

Rank(x) : {5, 2, 4, 3, 1, 6}

Pearson’s coefficient 
Spearman’s coefficient
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⌘ h − h i − h i i

ρxy ⌘ h(x−hxi)(y−hyi)ip
h(x−hxi)2ih(y−hyi)2i

=

8

>

<

>

:

1 for x = y

0 un− correlated data

−1 anti− correlated data

Cross-correlation coefficient

Cross-correlation function

Auto-correlation function

Cxx(ti, tj) ⌘ h(x(ti)− hx(ti)i) (x(tj)− hx(tj)i)i

Cxy(ti, tj) ⌘ h(x(ti)− hx(ti)i) (y(tj)− hy(tj)i)i
8
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Classification of  correlations

>

:

Cxx(ti, tj) ⌘ h(x(ti)− hx(ti)i) (x(tj)− hx(tj)i)i

Cxxx(ti, tj , tk) ⌘ h(x(ti)− hx(ti)i) (x(tj)− hx(tj)i) (x(tk)− hx(tk)i)i



 تابع همبستگی وزن دار 
Weighted Correlation function

Cxy

×
(t
1
,t
2
) = x(t

1
)y(t

2
)
ensemble

Cx (t1,t2 ) = x(t
1
)x(t

2
)
ensemble

For stationary processes 

C
x
(τ ) = C

x
(t
1
,t
2
)

C
x
(τ ) = x(t + τ )x(t)
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Auto-correlation (Ensemble averaging) 

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 X10 X11 x12 

x1 X2 X3 X4 X5 x6 x7 x8 x9 X10 X11 x12 

. 

. 

. 

X1 X6 

X1 X6 

C(1,6) = (X(1) − X)(X(6) − X) =
1

N
X
k
(1)X

k
(6)

k=1

N

∑



X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 X11 X12

Auto-correlation (Time averaging)

C(1,6) = (X(1) − X)(X(6) − X) = X(k +1)X(k) =
1

N − 5
X(k + 5)X(k)

k=1

N −5

∑
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Classification of  correlations

در تابع همبستگی وزن دار مقدار داده ها در تولید این تابع نقش مستقیم دارند. اتفاقاً به همین دلیل هم 
تنوعی در آن نداریم. اما می خواهم اشاره کنم به اینکه در نوع غیروزن دار دقیقاً داستان برعکس است. 
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g(R) and its relation to thermodynamics 

U(N ,V ,T) = hHi =
dNkT

2
+

nN

2

Z

u(r)g(r)dr. P = nkT

✓

1 −
n

2dkT

Z

du

dr
rg(r)dr

◆

.

Statistical Mechanics, R. K. Pathria, Paul D. Beale, 2011.
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Cxx(ti, tj) ⌘ h(x(ti)− hx(ti)i) (x(tj)− hx(tj)i)i

Cxx(τ) ⌘ h(x(ti)− hx(ti)i) (x(ti + τ)− hx(ti + τ)i)i

pjoint(xi, xj ; τ) ⌘ p(xi, ti)p(xj , ti + τ) [1 + Ψ(xi, xj ; τ)]

hN (R)ipair = Npair(1 + Ψpair(R))

Ψpair(R) =
hN (R)ipair

Npair

− 1

ͳȣůƋũƾǅǓ۹

:ŭشǈǁ ƿŤǈŮ ͳƽ Ɖپ .ŭƊŤ Ƅƀ Ǉ Ƅƀ ƄŤƁقƽ ǀůƭťɔ ͳƭťضŤ ƷťƾůźŤ ƿŤǈǂƢ ǄŨ ƿŘ Ƅƀ Ǆک ،ŭƊŤ

(ǒ۹ .ǔ)

:ƼɔƄŤƀ ŤƅŨی Ǉ :ŬƄǈص ƿŘ Ƅƀ ͳǂƣɔ Ǆک ͳŮƄǈص Ƅƀ
پƉ؛ .

(Ǔ۰ .ǔ)

ǀɔŤ ƼɕǁŤǈŮ ͳƽ ΈɕŮťƾش ŬƄǈص ǄŨ . Ǉ :ƼɔƄŤƀ Ƈɕǁ ŤƅŨی Ǉ
ŤƅŨی ŤƄ ͳƮƺůſƽ ťǅƄťůƭƄی ،Ǆƣƹťطƽ ƀƄǈƽ ƿŤƁɕƽ ɔǇژťǅ ͳȢی ǄŨ ǄجǈŮ ťŨ ،ͳǁťɕƽ ͳźŤǈǁ Ƅƀ ǔ .ǔ Ƹ΋ش Ƅƀ ŤƄ ŭɕƣŨťŮ

ͳƭťضŤ ƷťƾůźŤ ơŨťŮ ΈɕŮťƾش ťƾǁی :ǔ .ǔ Ƹ΋ش

.ƀǈŨ ƼɕǅŤǈž Ɓǅťش

ťǅ ŭƮج ǀůƭťɔ ƅŨ ͳǂũƽ ͳƭťضŤ ƷťƾůźŤ ƬɕصǈŮ Ǒ .ǒ .ǔ
ƿŤƁɕƽ ŤƅŨی ŭƹťź ǀɔŤ Ƅƀ .Ƽɕǂک ͳƽ ͳƊƄƅŨ ŤƄ ƁƣŨ⁃(Ǒ+ǒ)ی ƿŤƁɕƽ Έɔ Ǆک Ɓɕǂک ƅƭض ŦǈچƄťچ ǀɔŤ Ƅƀ

Ǆک ƅǅ ŤƅŨی ͳƊƄƅŨ ƀƄǈƽ ƿŤƁɕƽ Ƅƀ ǀɔŤƅŨťǂŨ .ƁشťŨ ǀůشŤƀ Ƈɕǁ ͳƊƄƅŨ ƀƄǈƽ ͳȢژɔǇ Ɓɕǂک ƅƭض .ƼɔƄŤƀ ŤƄ
ƆŤ ŭƮج Έɔ ǀůƭťɔ ͳƭťضŤ ƷťƾůźŤ ŬƄǈص ƿŘ Ƅƀ .ƀǈش ͳƽ ŗťضƄŤ ƅظǁ ƀƄǈƽ ͳȢژɔǇ ŬƄǈص ƿŘ Ƅƀ ƁشťŨ ƿŘ Ƅƀ

:ƆŤ ŭƊŤ ŬƄťũƢ ،ƁشťŨ Ǆک ǈŻǁی ǄŨ Ǉ Ƅƀ ťǅ

(ǓǑ .ǔ)
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تابع همبستگی غیروزندار
Un-weighted TPCF

این تابع مبتنی بر مفهوم احتمال اضافی یافن یک ویژگی دلخواه •
تعریف می شود. 
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ͳȣůƋũƾǅǔ۰

:ŭƎǈǁ ƿŤǈŮ ͳƽ Ǘ .ǔ Ƹ΋Ǝ Ǉ ʭťŨ ŬƄťũƢ ǄŨ ŬƄťũƢ ǄŨ ǄجǈŮ ťŨ

(Ǔǒ .ǔ)

ͳƊƄƅŨ ƀƄǈƽ ƿŤƁɕƽ Ƅƀ کŤ ǃƄǈŮťی ŬƄǈص ǄŨ ̈ʮƽťک ƅظǁ ƀƄǈƽ ͳȢژɔǇ Ǆک ͳůƱǇ ťǅ ŭجف ͳƹťΎچ ΄ƱŤǇ Ƅƀ ، ƿآ Ƅƀ Ǆک
ǀɔŤ Ƅƀ ǀɔŤƅŨťǂŨ .ŭƊŤ ǃƁƎ ƍſپ ǀΎƾǅ ŬƄǈص ǄŨ ƘťƲǁ ơɔƆǈŮ کŤ ǃƄǈŮťی ŭƹťź Ƅƀ .(Ǘ .ǔ Ƹ΋Ǝ) ƁƎťŨ ǃƁƎ ơɔƆǈŮ

.ƁǁŤ ǃƁƎ ơɔƆǈŮ کŤ ǃƄǈŮťی ʮƽťک ťǅ ǃƀŤƀ :Ǖ .ǔ Ƹ΋Ǝ

:ťŨ ŭƊŤ ƅŨŤƅŨ ťǅ ŭجف ͳŻƛƊ ͳƹťΎچ ŭɕƣضǇ

(ǓǓ .ǔ)

.ŭƊŤ ƅظǁ ƀƄǈƽ ͳȢژɔǇ ťŨ ƘťƲǁ ƀŤƁƣŮ Ǉ ŭƊŤ Ǆƣƹťƛƽ ƀƄǈƽ ƿŤƁɕƽ ΀ƛƊ ƙŨŤǇƄ ǀɔŤ Ƅƀ Ǆک
ǃƁƎ ƍſپ کŤ ǃƄǈŮťی ̈ʮƽťک ŬƄǈص ǄŨ ƁƎťŨ ťǅ ƿآ Ƅƀ Ǆک ͳƚťƲǁ ƻťƾŮ ƁƣŨی (Ǒ+ǒ) ƿŤƁɕƽ Ƅƀ ƅȢŤ Ɖپ

:ŬƄǈص ƿآ Ƅƀ ،ƁƎťŨ

(Ǔǔ .ǔ)

ƼɕǅŤǈž ŬƄǈص ƿآ Ƅƀ ،(ǖ .ǔ Ƹ΋Ǝ)ƁƎťŨ ǃƁƎ ƅŻǂƽف کŤ ǃƄǈŮťی ̈ʮƽťک ŭƹťź ƆŤ ͳȢژɔǇ ơɔƆǈŮ ǀɔŤ ͳƺɕƹƀ ƅǅ ǄŨ ƅȢŤ ťƽŤ
:ŭƎŤƀ

(ǓǕ .ǔ)

ͳȣůƋũƾǅǔǑ

.ƁǁŤ ǃƁƎ ơɔƆǈŮ Ť ǃƄǈŮťȕی ƽťȕلا ťǅ ǃƀŤƀ :ǖ .ǔ Ƹ΋Ǝ

ǀůƭťɔ ͳƭťضŤ ƷťƾůźŤ ǀůƭťɔ ǄŨ ƿǈǂȕŤ  ،ŹɕضǈŮ ǀɔŤ ťŨ .ŭƊŤ Ť ǃƄǈŮťȕی ƽťȕلا̈ ŭƹťź ƆŤ ƫŤƅŻǁŤ ƿŤƇɕƽ ƿآ Ƅƀ Ǆȕ
.ƼɔƆŤƀƅپ ͳƽ ƁƣŨی (Ǒ+ǒ) ƿŤƁɕƽ Έɔ Ƅƀ ͳȢژɔǇ ťŨ جťǅ ŭƮی

(Ǔǖ .ǔ)

(ǓǗ .ǔ)
(Ǔǘ .ǔ)

:ƼɔƄŤƀ ًťůɔťǆǁ Ɖپ

(ǓǙ .ǔ)

(ǔ۰ .ǔ)

ƅظǁ ƀƄǈƽ ͳȢژɔǇ Ǆȕ ͳůƱǇ  ،ŭƊŤ Ǉ ǃƆťŨ ی Ƅƀ ťǅ ŭƮج ƀŤƁƣŮ ƅȣǁťɕŨ ŬƄťũƢ ǔ۰ .ǔ ǄطŨŤƄ Ƅƀ
ƀǈخ ƽلاźظŤ Ǆی ƸŨťƱ ǈŻǁ ǄŨ ͳƭťضŤ ƷťƾůźŤ ƻǈǆƮƽ ،ƬɔƅƣŮ ǀɔŤ ťŨ .ƁǂƎťŨ ǃƁƎ ơɔƆǈŮ Ť ǃƄǈŮťȕی ƽťȕلا̈ ŬƄǈƒ ǄŨ
Ƅťچƀ ƅůƏɕŨ ͳƭƀťƓŮ ƽťȕلا ŭƹťź ǄŨ ŭũƋǁ Ǆƣƹťطƽ ƀƄǈƽ ƿŤƁɕƽ Ƅƀ ƅظǁ ƀƄǈƽ ͳȢژɔǇ Ǆȕ ͳŮƄǈƒ Ƅƀ .Ɓǅƀ ͳƽ ƿťƏǁ ŤƄ
ǄȖǂɔŤ ťɔ Ť ǃƄǈŮťȕی ŭƹťź ƆŤ ƅůƾȕ ͳΎƎǈخ ƄŤƁƲƽ ͳŮƄǈƒ Ƅƀ Ǉ ŭƊŤ ŬƄǈƒ ƿآ Ƅƀ ƁƎťŨ ǃƁƎ ͳΎƎǈخ
ŬƄťũƢ ƁƣŨی، (Ǒ+Ǔ)ťŮ ƁƣŨی (Ǒ+Ǒ) ťǅ ƿŤƁɕƽی ŤƅŨی ƿŤǈŮ ͳƽ Ǆƺźƅƽ ǀɔŤ Ƅƀ .ŭƊŤ ،ƁƎťŨ

Ψpair(R) = 0 for all R Ψpair(R) ≥ 0 for R = R0
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Clustering of  features 
Un-weighted correlation function   

This is unweighted pixel correlations with particular conditions 

جلسه بعداز ظهر را ببینید 
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not reliable part 

A challenge: Finite size effect: 
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A challenge: Finite size effect: Solution 

ΨN

⇧−⇧(r;ϑ1, ϑ2) =

✓

D⇧(r1, ϑ1)D⇧(r2, ϑ2)

R⇧(r1, ϑ1)R⇧(r2, ϑ2)

◆

N⇧

R(N
⇧

R − 1)

N⇧

D
(N⇧

D
− 1)

− 1

ΨH

⇧−⇧(r;ϑ1, ϑ2) =
R⇧(r1, ϑ1)R⇧(r2, ϑ2)D⇧(r1, ϑ1)D⇧(r2, ϑ2)

[D⇧(r1, ϑ1)R⇧(r2, ϑ2)]
2

− 1

ΨLS

⇧−⇧(r;ϑ1, ϑ2) =

✓

D⇧(r1, ϑ1)D⇧(r2, ϑ2)

R⇧(r1, ϑ1)R⇧(r2, ϑ2)

◆

N⇧

R(N
⇧

R − 1)

N⇧

D
(N⇧

D
− 1)

−

✓

D⇧(r1, ϑ1)R⇧(r2, ϑ2)

R⇧(r1, ϑ1)R⇧(r2, ϑ2)

◆

N⇧

R(N
⇧

R − 1)

N⇧

D
N⇧

R

+ 1
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Some examples



Clustering of local extrema in Planck CMB maps

A. Vafaei Sadr1 and S. M. S. Movahed2,1‹

1School of Physics, Institute for Research in Fundamental Sciences (IPM), PO Box 19395-5531, Tehran, Iran
2Department of Physics, Shahid Beheshti University, 1983969411, Tehran, Iran
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Probing cosmology via the clustering of critical points

Junsup Shim1¢ , Christophe Pichon2,3,4 , Dmitri Pogosyan5 ,
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Figure 1. Two-point cross-correlation functions for pairs of positively and negatively biased critical points for the five different cosmologies as labeled.

Correlation functions for the FW, FV, PV, and PW are shown clockwise from the upper-left panel. The adopted Gaussian smoothing scale 's is 6 ⌘
−1Mpc.

Vertical lines represent the exclusion zone radii and shaded regions show the standard errors around the fiducial cosmology. Note that the correlation function for

the fiducial cosmology (red-solid) is nearly identical to those with the different equations of state dark energy models (blue). However, the two-point correlation

function depends on ⌦m, see Fig. 2.

a
rX

iv
:2

3
1
1
.0

9
8
8
6
 



38

طیف توان و اندیسهای طیفی 
 Power spectrum

 &
Spectral Indices



Power spectrum

1+1 dimension

1+2 dimensions
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Some properties



How fast?





Butterfly diagram for FFT
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Wavelet versus FFT
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Cosmic Variance
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Spectral Indices

کاربردهای این تعاریف را در درس بعدی خواهیم دید



جمع بندی در مورد تابع توزیع و تابع همبستگی

۱) تابع توزیع در حقیقت اطاعاتی از فراوانی مقادیر منتسب به کمیت مورد نظر به دست می 
دهد

۲) تابع همبستگی اطاعاتی از چگونگی ارتباط مقادیر منتسب به کمیت مورد نظر در زمان 
(مکان)های مختلف به دست می دهد.

۳) اعداد کاتوره ای یعنی اینکه 
ولی می تواند همزمان فرآوانی های مختلفی داشته باشد.

۴) اعدادی که با تابع توزیع گوسی وجود دارند در حالت کلی می توانند تابع همبستگی های 
مختلفی داشته باشند

x(t)x( !t ) = gδ (t − !t )
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