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چͺیده

پخش فرآیند طبق انتظار مورد الͽوی فضا، تمام به یͺسان دسترسͬ عدم یا ناهمͽنͬ وجود علت به بی�نظم، محیط�های در ذرات انتشار در

جابجایی مربع میانگین مͬ�شوند، شناخته غیرعادی پخش عنوان با که متداول پخش به نسبت ناهنجاری�ها این نمͬ�شود. مشاهده عادی

وجود و منشا که فرآيندهاست براين حاکم خواص از ͬͺی ͷارگودي قضيه شͺست دارند. ⟨x٢(t)⟩ ∼ tα زمان از توانͬ با متناسب

بروانͬ حرکت پیوسته، زمان بروانͬ حرکت جمله از مختلفͬ ͬͺفیزی مدل�های مͬ�رود. شمار به رساله اين مهم سوالات از شͺست اين

حافظه اثر کردن وارد با رساله اين در شده�اند. ارائه غیرعادی پخش فرآیندهای توصیف جهت شده بازمقیاس بروانͬ حرکت و کسری

قرار مطالعه مورد مقید و آزاد SBM شده�ی بازمقیاس بروانͬ حرکت برای را ارگوديسیتͬ شͺست قضيه آن، ͷدينامي در فرآیند تاريخ̞ͬ

اوليه شرايط به دسترسͬ عدم همچنين و سیستم گذشته از دقیق اطلاع عدم شͺست اين وجود دليل و منشا مͬ�دهند نشان نتايج داديم.

باشد، کوچ�ͷتر بسیار سیستم سازی آماده بازه از فرآيندها نوع اين مطالعه�ی بازه˼ وقتͬ که بود این توجه جالب نتیجه مͬ�باشد. درست

اطلاعات از اثرپذیری جهت کافͬ زمان سیستم ،ͷکوچ بسیار بازه�های در سیستم مطالعه در عبارتͬ، به مͬ�شود؛ برقرار ارگودیسیتͬ قضیه

پیوسته زمان بروانͬ حرکت مورد در رفتار این است. اثرگذار سیستم ͷارگودی رفتار بر نیز ͷکوچ آماده�سازی بازه�ی حتͬ ندارد. را اولیه

پتانسیل حضور در مقید حالت اما است. شده مشاهده نیز مͺان به پخش ضریب توانͬ وابستگͬ با ناهمͽن پخش فرآیندهای و زیرپخش

زمان با توانͬ حالت از هنگردی میانگین که به�گونه�ای فرد به منحصر است فرآیندی سیستم، گذشته�ی نقش گرفتن نظر در با ،ͷهارمونی

وارد دور بسیار گذشته آثار که حالتͬ در مͬ�دهد. رخ پیوسته زمان بروانͬ حرکت در آن�چه معکوس مͬ�کند؛ میل تخت ناحیه�ی ͷی به

ویژگͬ�های از ͬͺی عنوان به نیز نیم�فضا در عبور اولین زمانͬ بازه چͽالͬ همچنین مͬ�کنیم. مشاهده سیستم در را ارگودیسیتͬ دوباره شود،

مͬ�دهد. نشان اثر این براساسشدت مقیاسͬ دو رفتار ͷی کسری بروانͬ حرکت برخلاف گذشته، اثرات آوردن وارد با سیستم مهم آماری

برای میانگین�شان، مقدار حول تصادفͬ فرآیند ͷی نمونه�ی مسیرهای خیز و افت از معیاری عنوان به EB ارگودیسیتͬ شͺست پارامتر

است. گرفته قرار بررسͬ مورد شبیه�سازی و تئوری به�صورت αمختلف نماهای ازای به و گذشته ͷدینامی اثر حضور بدون و / با SBM

از استفاده با زبر سطح ͷی از شده پراکنده امواج پخشͬ شدت بی�نظم، محیط در غیرعادی پخش فرآیند از کاربردی نمونه�ای به�عنوان

امواج بازتاب با است معادل ناهمͽن، سطح از تخت امواج پراکندگͬ حاصل نتایج طبق است. گرفته قرار مطالعه مورد کسری ریاضیات

بر حاکم دیفرانسیل معادلات ناهمͽنͬ�ها، و ناخالصͬ�ها حذف ازای در که فضایی غیرصحیح. بعد با فضایی در تخت سطح ͷی از

هستند. کسری مرتبه از معادلاتͬ آن�ها ͷدینامی

کسری محاسبات گذشته، تحولات شده، بازمقیاس بروانͬ حرکت غیرعادی، پخش کلیدی: واژه�های
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تصاویر لیست

چرخش�های است. مانده معلق کوارتز نخ یͷرشته طریق از کوچͷکه آینه ͷی برای بروانͬ حرکت مسیر ١.١

اجازه�ی کاپلر به دقیق، بسیار اطلاعات این مͬ�شود. حاصل آن از بازتابیده پرتو کردن دنبال با آینه نامنظم

حرکتحاصل، مͬ�کند، وارد پیچشͬ گشتاور آینه بر نخ رشته که آن�جا از . داد را آووگادرو عدد کردن پیدا

دو هر در است. متفاوت فشار تنها شده، ارائه نمونه دو این در است. محدود ͷهارمونی بروانͬ حرکت

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. میرا حرکت مورد

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بروانͬ. حرکت تئوری بنیان�گذار اینشتین، آلبرت ٢.١

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . بروانͬ. حرکت ͷوپیͺروسͺمی جنبه روی بر کار و ͬͺاسملوکوفس ٣.١

مسافت و نموده حرکت به شروع X(٠) = ٠ از که بعد سه در ͬͺاسملوکوفس پایدار ول�گشت از نمایی ۴.١

اما است. تصادفͬ حرکت جهت نخستین . δX(n) = l است، یͺسان ها n همه برای جابجایی�ها

در و دارد تصادفͬ مقداری سمتͬ زاویه هستند. ϵ ثابت قطبی زاویه ͷی به مقید بعدی جهت�های تغییر

١٧ . . . . . . . . . . است. شده گرفته [٢٩] مرجع از تصویر این است. قبلͬ گام از مستقل گام هر

که صفحه، ͷی در بروانͬ ذره ͷی مسیرهای چپ: سمت .[٢٧] بروانͬ حرکت روی بر پرین مطالعات ۵.١

مبدا به مسیرها تمام جابجایی�های تمامͬ راست: است. شده اندازه�گیری ثانیه�ای ٣٠ زمانͬ بازه�های در

پیش�بینͬ اینشتین توسط که مͬ�دهد نشان را مسیرها طول توزیع بودن گاوسͬ تصویر این شده�اند. منتقل

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بود. شده

٢٠ . . . . داشت. تصادفͬ فرآیندهای شͺل�گیری در عمده�ای سهم که آمریͺایی ریاضیدان وینر نوربرت ۶.١

نه



مسیرها است. بروانͬ حرکت برای ریاضͬ مدل واقع در که وینر فرآیند برای X(t)) نمونه مسیرهای ٧.١

زمانͬ هیچ در و پیوسته؛ اما هستند نامنظم بسیار نمونه مسیرهای شده�اند. حاصل عددی شبیه�سازی از

واقع̞ͬ بروانͬ حرکت با شده تولید مسیرهای موضعͬ به�صورت کرد. تعیین ارجح مسییر ͷی نمͬ�توان

٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هستند. سازگار (١.١) کاپلر توسط شده مشاهده

٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (١٩-١٨٧٢۴۶) لانژوین پاول ٨.١

٢۶ . . . . . . . . ( ١٨۵١٩-٨۴٧) پلانک ماکس راست: ، (١٩٧٢-١٨٨٧) فوکر آدرین چپ: سمت ٩.١

دوربین توسط که دوار حلقه درون شده تشͺیل گرداب�های میانͬ: تصویر دوار. حلقه چپ: تصویر ١٠.١

٣٧ .[۶۵ ،۶۴] دوار حلقه دورن ذرات مسیر دهنده�ی نشان نوعͬ مدارهای راست: تصویر است. شده ضبط

جهت و شͺل بارها خود مسیر طول در سلول زیرلایه�اش. روی بر سلول حرکت مسیر چپ: تصویر ١١.١

مͬ�دهد. نشان را مسیرش انتهای و ابتدا در کنتراست فاز تصاویر درونͬ تصویر مͬ�دهد. تغییر را حرکتش

نوع دو حرکت مسیر برای زمان به نسبت جابجایی مربع میانگین لͽاریتمͬ تمام نمودار راست: تصویر

٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[۶۶] است متفاوت سلول

تشͺیل را کپی دستگاه اصلͬ هسته که آمورف نازک لایه�های در شده اندازه�گیری I(t) نوری جریان ١٢.١

ذره برای شده انجام پیش�بینͬ�های اساس بر انتظار مورد رفتار نشان�دهنده گسسته آبی خط مͬ�دهد.

استفاده با را فرآیند تا برانگیخت را مونترال و شر که (۴.١) پخش معادله از تبعیت یعنͬ است. بروانͬ

٣٩ . . . . . . هستند. لͽاریتمͬ محور دو هر .[۶٧] کنند توجیه زمان برای پهن انتهای با توزیع ͷی از

دیͽری مسیر همچنین مͬ�رسد. a مقدار به بار اولین برای t = τ زمان در که وینر فرآیند برای نمونه مسیر ١.٢

مسیر بازتاب ادامه در و است، اول مسیر مانند دقیقا مͬ�رسد a به وقتͬ تا که است شده داده نشان نیز

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. a نقطه در افق محور به نسبت اولͬ

۵٢ . . . . . . . . .[٩١] H = ٠٫ ٢۵ و H = ٠٫ ٧۵ نمای دو برای شده مقیاس باز بروانͬ حرکت مسیر ٢.٢

داریم شده بازمقیاس بروانͬ حرکت برای که ،f(t) ∼ t−α عبور اولین زمان توزیع α نمای تخمین ٣.٢

۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[٩١] α = H + ١

از حاصل (راست) α = ٣/٢ و (چپ) α = ١/٢ برای MSD هنگردی و زمانͬ میانگین مقایسه ۴.٢

۵۵ . . . . . است. شده رسم نیز مختلف مسیر چندین MSDبرای .[٩۴] تحلیلͬ نتیجه و شبیه�سازی

ده



توزیع بزرگ�تر ∆�های برای که نمود مشاهده مͬ�توان مختلف. نماهای برای δ٢(∆)⟨
δ٢(∆)

⟩ برای ϕ(ξ) توزیع ۵.٢

همچنان اما مͬ�یابد کاهش توزیع پهنای بزرگ αهای برای مͬ�رود. بین از توزیع این تقارن و شده پهن�تر

رفته بͺار نمونه�های تعداد و t = ١٠۴ شͺل این در مشاهده زمان مͬ�شود. مشاهده توزیع تقارن عدم

۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[٩۵] است N = ١٠٣ میانگین�گیری برای

نقاط توسط شبیه�سازی از حاصل نتایج .α حسب بر SBM برای ارگودیستͬ شͺست پارامتر چپ) ۶.٢

هستند. (۵١.٢) و (۴٩.٢) معادلات از حاصل تحلیلͬ نتیجه رنگͬ کامل خطوط است. شده داده نشان

αو = ٠ حالت .∆ = ١٠٠, ١٠١, ١٠٢ رفته�اند بͺار مختلف ∆�های نمایش برای مختلف رنگ�های

مسیرهای تعداد و t = ١٠۴ مشاهده زمانͬ بازه شده�اند. داده نشان بزرگ�تر رنگ سیاه دوایر با α = ١/٢

منحنͬ�های .EB حدی و دقیق تحلیلͬ نتایج راست) است. N = ١٠٣ نما هر برای رفته بͺار نمونه�ی

α < ١/٢ ناحیه در خط�چین هستند. (۴٩.٢) رابطه دقیق حل دهنده�ی نشان رنگ آبی و سبز قرمز،

مرجع از حاصل نتایج ٠ < α < ١/٢ ناحیه در خط�چین منحنͬ و (۵۶.٢) نتیجه با است معادل

تاخیری زمان برای (۵۴.٢) رابطه طبق ٠ < α < ١/٢ بازه در رنگ بنفش خطوط هستند. ([٩٣] )

حاصل متمتیͺا، از استفاده با (۴٩.٢) رابطه انتگرال محاسبه از بزرگ، ͬͺمش نقاط شده�اند. رسم ثابت

۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[٩۵] است شده

نقاط و (۴٩.٢) معادله�ی تحلیلͬ نتایج کامل خطوط .t مشاهده زمان برحسب SBM EBبرای پارامتر ٧.٢

۶٢ . . . . . . . . . . . .[٩۵] N = ١٠٣ و ∆ = ١٠ مͬ�دهند.پارامترها: نمایش را شبیه�سازی نتایج

و شبیه�سازی حاصل (راست) α = ٣/٢ و (چپ) α = ١/٢ MSDبرای هنگردی و زمانͬ میانگین ٨.٢

۶٣ . .[٩۴] k ثابت از مختلف شدت دو برای ͷهارمونی پتانسیل تحت مقید SBM برای تحلیلͬ نتیجه

دوره�هایی برای مͺان، فضای در پیوسته� حرکت .CTRW پیوسته زمان ول�گشت در ذرات حرکت مسیر ٩.٢

حالت به نسبت را حرکت شرایط، این مͬ�شود. متوقف مͬ�کنند، پیروی بی�مقیاس توزیع از که زمان از

مقیاس�های همه در بنابراین دارند، پهن انتهای که توزیعͬ با انتظار زمان�های مͬ�کند. آهسته�تر بروانͬ ذره

۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هستند. مستقل دوبه�دو اما مͬ�شوند؛ ظاهر زمانͬ

از مسیر دو هر که حالͬ در .µ = ١٫ ۵ شاخص با لوی گشت و (چپ) براونͬ حرکت در مسیر مقایسه ١٠.٢

با گرفته شͺل خوشه�های است، فراکتالͬ بعد دارای لوی گشت مسیر هستند، متشابه خود آماری نظر

۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . مͬ�کند. متصل یͺدیͽر به بلند قدم�های توسط را کوتاه گام�های

٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(١٨٠٩–١٨٨٢) فرانسوی ریاضیدان لیوویل، جوزف ١.٣

٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . .(١٨۶۶–١٨٢۶) آلمانͬ ریاضیدان و فیزیͺدان ریمان، برنارد جرج ٢.٣

یازده



٧٧ . . . . . . . . . . . . . .ͷوپیͺروسͺمی و ͷوپیͺماکروس دید از جاده در خودروها حرکت نمای ٣.٣

٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گاما تابع ۴.٣

٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .αمختلف مقادیر ازای به متغیره، تک لفلر میتاگ- تابع ۵.٣

از انتگرالͬ اول، مرحله در لیوویل. ریمان- روش به�کارگیری با α = ٢٫ ٣ مرتبه مشتق از ͷشماتی نمایی ۶.٣

٨٧ . . . . مͬ�شود. محاسبه ٣ مرتبه از صحیحͬ مشتق سپس مͬ�شود، انجام ν = ٣− ٢٫ ٣ = ٠٫ ٧ مرتبه

از صحیحͬ مشتق اول، مرحله در کاپوتو. روش به�کارگیری با α = ٢٫ ٣ مرتبه مشتق از ͷشماتی نمایی ٧.٣

٨٩ . . . . . . . . . . . . . مͬ�شود. انجام ٣− ٢٫ ٣ = ٠٫ ٧ مرتبه از انتگرالͬ سپس محاسبه، ٣ مرتبه

MSDبرای رنگ، خط�هایخاکستری .α = نمای١/٢ MSDبرای زمانͬ میانگین و هنگردی میانگین ١.۴

t = ١٠۵ مشاهده زمان برای ،(٢٨.٢) لانژوین معادله از حاصل شبیه�سازی از آمده به�دست نمونه ٢٠

تئوری نتیجه سیاه: خط هستند. نمونه ٢٠ این روی بر میانگین دهنده�ی نشان دایره�ها مͬ�دهد. نشان را

نتایج است. (٣.۴) هنگردی میانگین برای تحلیلͬ نتیجه سبز: خط .MSD زمانͬ میانگین برای (٧.۴)

گذشته ضعیف اثر ب) ،ta = ٠ سیستم گذشته نقش گرفتن نظر در بدون الف) حالت: سه برای

ضریب بخش این محاسبات همه در شده�اند. ارائه ta = ١٠۶ گذشته شدید بسیار اثر ج) و ta = ١٠٣

١٠٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[١٠١] است شده نظرگرفته در K∗
α = ثابت١/٢

با ta = ١٠۶ قوی بسیار ta حد در α = ٣/٢ نمای برای MSD زمانͬ میانگین و هنگردی میانگین ٢.۴

١٠٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[١٠١] t = ١٠۵ مشاهده زمان

زمان .٠ ≤ α ≤ ٢ مختلف نماهای و �taها برای ∆ برحسب SBM برای MSD زمانͬ میانگین ٣.۴

١٠۴ . . . . . . . . . . . . . . . .[١٠١] شده�اند نظرگرفته در ta = ٠, ١٠٢, ١٠۵ و t = ١٠۴ مشاهده

دادن نشان برای رنگ�ها مختلف. �taهای برای αنمای برحسب SBM برای ارگودیسیتͬ شͺست پارامتر ۴.۴

کامل خطوط با تحلیلͬ نتایج و نقاط با شبیه�سازی از حاصل نتایج اند. رفته بͺار ta مختلف مقادیر

و t = ١٠۴ ،∆ = ١٠ هستند صورت این به استفاده مورد پارامترهای شͺل این شده�اند.در داده نمایش

١٠۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[٩۵] N = ١٠٣

و تحلیلͬ نمایشنتایج برای کامل خطوط .αمختلف نماهای برای ta برحسب SBM EBبرای پارامتر ۵.۴

مͬ�شود. مشاهده شبیه�سازی نتایج در ناپایداری بلند �taهای در رفته�اند. بͺار شبیه�سازی نتایج برای نقاط

١٠٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[٩۵] N = ١٠٣ و t = ١٠۴ ،∆ = ١٠ پارامترها:

دوازده



k(خطوط = ٠٫ ١ نیروی ثابت دو برای α = ٠٫ ۵ نمای با مقید SBM MSDبرای هنگردی میانگین ۶.۴

ب) خاکستری، خطوط (ta = ٠) الف) :ta مختلف مقادیر برای و (خط�چین) k = ٠٫ ٠١ و کامل)

سبز خط نارنجͬ. خطوط (ta = ١٠۶) قوی بسیار ج) و آبی خطوط (ta = ٠٫ ١) ضعیف مقدار

نشان بهتر را تخت ناحیه دو میان گذرا که است k = ٠٫ ١ و ta = ١٠۶ برای ⟨x٢(t)⟩۴ دهنده�ی نشان

١٠٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[١٠١] مͬ�دهد

k(خطوط = ٠٫ ١ نیروی ثابت دو برای α = ١٫ ۵ نمای با مقید SBM MSDبرای هنگردی میانگین ٧.۴

ب) خاکستری، خطوط (ta = ٠) الف) :ta مختلف مقادیر برای و (خط�چین) k = ٠٫ ٠١ و کامل)

موارد تمام در نارنجͬ. خطوط (ta = ١٠۶) قوی بسیار ج) و آبی خطوط (ta = ٠٫ ١) ضعیف مقدار

١٠٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[١٠١] مͬ�شود مشاهده ≃ tα−١ مقیاسͬ رابطه نهایت در

:ta مختلف حالت سه برای α = ١/٢ نمای با مقید SBM برای MSD زمانͬ و هنگردی میانگین ٨.۴

زمان .(ta = ١٠۶) بزرگ بسیار مقدار ج) و (ta = ١−١٠) ضعیف مقدار ب) ،(ta = ٠) الف)

١١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[١٠١] است شده نظرگرفته در t = ۵× ١٠۴ مشاهده

مشاهده زمان .ta = ١٠۶ و α = ٣/٢ نمای با مقید SBM برای MSD زمانͬ و هنگردی میانگین ٩.۴

١١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[١٠١] است شده نظرگرفته در t = ۵× ١٠۴

نمای دو برای ∆ → t حد در مقید SBM MSDبرای هنگردی میانگین و زمانͬ میانگین همͽرایی ١٠.۴

١١۵ . . . . .[١٠١] ta = ١٠۶ و میدان مختلف شدت�های برای (راست) α = ٣/٢ و (چپ) α = ١/٢

خط�چین .ta = ١٠۶ و x٠ = ١ ثابت مقادیر با α = ١/٢ نمای برای ℘(t) عبور اولین زمان چͽالͬ ١١.۴

١١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[١٠١] است −۵/۴ به −١/٢ از شیب تغییر دهنده�ی نشان

١١٨ . . . . . . . . . . . . . زبری مختلف درجات با سطوح برای پراکندگͬ مولفه�های از ͷی هر سهم ١.۵

سطح ͷی از متفاوت نقاط از شده پراکنده موازیِ موج پرتو دو میان فاز اختلاف نشان�دهنده نمودار این ٢.۵

١١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. زبر

١٢٣ . . . زبر. سطح از تخت موج پراکندگͬ مساله بررسͬ در رفته بͺار هندسه دهنده نشان ͷشماتی شͺل ٣.۵

نمای مختلف مقادیر ازای به ،θ٢ پراکندگͬ، زاویه برحسب ،Itot شده، پراکنده میدان تغییراتشدتکل ۴.۵

١٢۶ . . . . . . .[١۵۶] است nm λ = ۵٠٠ طول�موج و شده درنظرگرفته عمودی فرودی زاویه هارست.

رهیافت از حاصل ،H = ٠٫ ٩ هارست نمای با زبر سطح از شده پراکنده میدان پخشͬ شدت مقایسه ۵.۵

١٢٧ . . . . . . . . . . . . .([١۵۵] ) مرجع در کیرشهف انتگرال حل نتیجه و [١۵۶] کسری انتگرال

سیزده



سه و θ٣ = ٠ ،H = ٠٫ ٧ هارست نمای برای ،θ٢ پراکندگͬ، زاویه به پخشͬ میدان شدت بستگͬ ۶.۵

١٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . .[١۵۶] nm ١۵٠٠ and λ = ۵٠٠, ١٠٠٠ مختلف، طول�موج

لوی یا ، pdfπ−١(١+x٢)−١ کوشͬ توزیع و (خط�چین) pdfπ−١/٢e−x٢ گاوسͬ نرمال توزیع الف.١مقایسه

گاوسͬ توزیع برای صفر پیرامون تراکم شده�اند. بهنجار ͷی به دو هر .µ = ١ لوی شاخص با پایدار

برای آرام�تر نمایی̞ خاموش̞ͬ که است تابع دو لͽاریتمͬ نمایش داخلͬ، نمودار است. مشهودتر و بیشتر

١٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مͬ�دهد. نشان را کوشͬ توزیع

مقابل از که مرتبه هر ذره این مͬ�کند. اتساع نور و کرده حرکت یͷخط امتداد در که P بروانͬ ذره ͷالف.٢ی

از کدام هر زمانͬ بازه مͬ�گذارد. باقͬ F متحرک فیلم روی بر ͷل ͷی خود نور با مͬ�نماید، عبور حفره

١٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . مͬ�کند. پیروی f١/٢−,١/٢(τ) توزیع از فیلم روی بر ل�ͷها این

چهارده



پیش�گفتار

حرکت معادلات با نه را سیستم ͷدینامی اساس، این بر دارد. ͷفیزی علم در طولانͬ سابقه احتمالاتͬ روش�های از استفاده

فرآیندهای تئوری از استفاده با همچنین نمود. توصیف مͬ�توان آماری ساده مدل�های از استفاده با که تعینͬ، و پیچیده

نیز پیرامون متلاطم محیط ͷدینامی با اما هستند تعینͬ نیروی�های اثر تحت که سیستم ͷی منفرد اجزای رفتار تصادفͬ،

به مͬ�شوند. پخش و ترابرد پیوسته و ͷکلاسی تئوری�های وارد تصادفͬ جنبه�های بنابراین، مͬ�شود. بررسͬ شده�اند، جفت

حرکت تئوری مͬ�نماید. ایفا پخش معادلات در بروانͬ حرکت را، آماری ͷانیͺم در ایده�آل گاز نمادین نقش ترتیب، این

برای رهیافتͬ است قادر تئوری این است. یافته گسترش و گرفته قرار مطالعه مورد پیوسته شͺلͬ به گذشته قرن طͬ در بروانͬ

زیست�شناسͬ، از مͬ�خورد، چشم به علوم تمام در آن کاربردهای امروزه، دهد. ارائه خیز افتو با سیستم�های انواع مدل�سازی

اجتماعͬ. علوم و کامپیوتر اقتصاد، تا گرفته مهندسͬ و زمین�شناسͬ شیمͬ،

شده مشاهده پدیده�های توصیف در پخش استاندارد مدل�های که است شده مشخص اخیر، سال�های طͬ در چند هر

متخلخل سطوح شیشه�ها، زیستͬ، سلول�های متلاطم، سیال�های آمورف، نیم�رساناهای چون نامنظمͬ بسیار محیط�های در

بروانͬ حرکت جایͽزین سیستم�ها، این�گونه توصیف برای که مختلفͬ مدل�های است. شده مواجه شͺست با سهام بازار و

پخش حضور زیادی شده انجام تحقیقات مͬ�شوند. شناخته غیرعادی پخش فرآیندهای کلͬ عنوان تحت شده�اند استاندارد

مͬ�توان مͬ�کند. رشد کندتر یا تندتر گاوسͬ یͷفرآیند به نسبت جابجایی مربع میانگین آن برای که مͬ�دهند نشان را غیرعادی

جابجایی�های حضور یا سیستم ͷدینامی در برد بلند همبستگͬ�های حضور به بازمͬ�گردد گاوسͬ غیر پخش منشا که گفت

پخش معادله با که عادی پخش همانند درست مͬ�شود. توصیف پهن احتمال�های توزیع توسط که ذره بزرگ غیرعادی بطور

فرمول�بندی معادلات این کسری صورت توسط نیز را غیرعادی پخش مͬ�توان مͬ�شود، توصیف لانژوین معادله و ͷفی

هستند. لوی حرکت و کسری براونͬ حرکت شامل غیرعادی پخش به مربوط تصادفͬ فرآیند�های کرد.

و انتقال آبی، و نفتͬ منابع نظیر زیرزمینͬ منابع از استخراج به مͬ�توان مساله بیشتر شدن آشͺار برای مثال عنوان به

فرآیندهای طریق از و متخلخل بسترهای در که مواردی عنوان به صنعت در چوب خش�ͷسازی کشاورزی، زمین�های آبیاری

بود. خواهد متفاوت حاکم پخش̞ مͺانیزم محیط�ها این تخلخل میزان و نوع به بسته کرد. اشاره مͬ�گیرند، صورت پخشͬ

معادلات حل از حاصل الͽوی با مطابق شده مشاهده پخش نوع محیط�ها، گونه این در شده گزارش موارد از بسیاری در

دهد. رخ مͬ�تواند فراپخش یا زیرپخش فرآیندهای محیط، در موجود ناهمͽنͬ�های به بسته واقع در نیست. متداول پخش

١



زیرزمینͬ منابع از بهینه بهره�برداری زمینه در مͬ�تواند کند، توصیف درستͬ به را غیرعادی پخش رفتار که مͺانیزمͬ شناخت

باشد. داشته بسزایی نقش صنعت در تولیدات بیشینه کیفیت به رسیدن یا

تصادفͬ فرآیندهای تئوری تاریخͬ پیشرفت به مختصر صورت به اول فصل مͬ�باشد. شرح این به رو پیش رساله ساختار

مرکزی حد قضیه و پلانک فوکر- و لانژوین معادلات تصادفͬ، حرکت مانند استاندارد مفهوم و روش چند مͬ�پردازد.

مهم مفاهیم مͬ�شوند. غیرعادی پخش فرآیندهای به منجر که مͬ�پردازد مدل�هایی مطالعه�ی به دوم فصل مͬ�شوند. معرفͬ

این در و شده معرفͬ سیستم گذشته تحولات اثر و عبور اولین زمان ارگودیسیتͬ، لوی، توزیع نظیر حیطه این پرکاربرد و

برای مثال عنوان به است. بوده علمͬ مختلف شاخه�های بررسͬ در رایج ابزاری کسری مشتقات مͬ�شوند. بررسͬ مدل�ها

در همچنین و مالͬ بازاریابی در شناختͬ، زیست و شیمͬ ،ͷفیزی در پخشͬ فرآیندهای ،ͬͺانیͺم سیستم�های توصیف

کسری پخش معادلات انواع آوردن بدست برای کسری مشتقات پخشͬ، فرآیندهای در رفته�اند. بͺار آشوبناک سیستم�های

مختصری آشنایی سوم فصل در دهند. توضیح را فراپخش و زیرپخش فرآیندهای قادرند آن�ها مͬ�گیرند. قرار استفاده مورد

صحیح غیر مرتبه با انتگرال و مشتق عملͽرهای مͬ�شود. ارائه آن پرکاربرد علͽرهای از برخͬ و کسری ریاضیات دانش با

فرآیند ͷدینامی در مهمͬ نقش سیستم گذشته�ی رخدادهای اثر لتنیͺوف. گرواند- و کاپوتو لیوویل، ریمان- عملͽر مانند

همچنین نامقید، شده�ی بازمقیاس بروانͬ حرکت آماری خواص روی بر رخدادها این آثار خاص به�طور دارد. مطالعه مورد

و ارگودیسیتͬ همچون خواصͬ مͬ�گیرد. قرار مطالعه مورد چهارم فصل در ͷهارمونی پتانسیل حضور در آن مقید حالت

فرآیندهای از کاربردی نمونه�ای عنوان به زبر سطوح از الͺترومغناطیسͬ امواج انتشار پدیده مͬ�شوند بررسͬ عبور اولین زمان

نشان مͬ�گیرد. قرار بررسͬ مورد پنجم فصل در کسری ریاضیات ابزار بͺارگیری با کسری فضای دیدگاه از غیرعادی، پخش

است. غیرصحیح بعد با فضایی در ساده بازتابی واقع در بی�نظم محیط ͷی در پراکندگͬ این که مͬ�شود داده
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اول فصل

پخش پدیده تصادفͬ مدل�سازی�های

ول�گشت ١.١

مخاطبان برای را ول�گشت” ” مساله آن در که شد چاپ نیچر٢ در پیرسون١ انگلیسͬ ریاضیدان از نامه�ای ،١٩٠۵ سال در

اندازه�ای به سپس، مͬ�پیماید؛ را l طول به مستقیمͬ مسیر و نموده حرکت به شروع O نقطه از شخصͬ ” :[١] نمود مطرح

این دنبال به حال مͬ�کند. تکرار مرتبه n را کار این و مͬ�کند. طͬ را مستقیم خط بر l مسافت دوباره و چرخیده دلخواه

باشد. اولیه�اش مͺان از r + dr و r بین فاصله در گام، n از بعد فرد این که هستیم احتمال

بتوان تنها که مͬ�کنم فکر و کنم پیدا قدم دو مورد برای آن�را بسته�ی جواب توانستم فقط من که است جالبی بسیار مساله این

است.” بزرگ بسیار n آن در که یافت، ١/nحسب بر توانͬ سری صورت به آن برای جوابی

نخستین شد. معرفͬ ͷفیزی جامعه به ذهنͬ آزمایش ͷی قالب در و پیرسون توسط بار اولین ول�گشت مساله بنابراین،

مساله بررسͬ به او جانورشناس، ٣ ولدونِ با همͺاری پی در بود. کاتوره�ای مهاجرت مساله رسید، او ذهن به که کاربردی

.[٢] شد علاقه�مند جنگل در حشرات هجوم

مختلف علمͬ شاخه�های در بسیاری پدیده�های مدل�سازی برای و کرد پیدا فراوانͬ کاربردهای مساله ͷتئوری مفهوم اما

١ Karl Pearson

٢ Nature

٣ Walter F. R. Weldon
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۵ ول�گشت .١.١

موضوعͬ با را مساله این تشابه او آمد. به�دست رایل١ͬ توسط بزرگ nهای حد برای علاقه مورد پاسخ شد. گرفته کار به

ω فرکانس با xj(t) صوتͬ امواج برهم�نهͬ ،ͷکوستی آ زمینه در مطالعاتش در آورد. به�دست متفاوت به�ظاهر حوزه ͷی از

تحول دهنده نشان xj(t) = Re[zje
iωt] که مͬ�کنیم فرض .[٣] نظرگرفت در را ،ϕj متفاوت فاز اما a مشترک دامنه و

مستقل موج n بستن جمع است. فاز انتقال و دامنه دربردارنده zj(t) = aeiϕj مختلط عدد آن در که باشد موج ͷی زمانͬ

توزیع ϕjها اگر .Zn =
∑n

j=١ zj = Ane
iϕn با ،Xn(t) =

∑n
j=١ xj(t) = Re[Zne

iωt] مͬ�کند تولید سیͽنال ͷی

تک دامنه . z مختلط صفحه در است پیرسون ول�گشت همان دقیقا Zn آن�گاه باشند، مستقل و داشته یͺنواخت کاتوره�ای

An حاصل موج دامنه و هستند حرکت کاتوره�ای زوایای دهنده نشان کاتوره�ای فازهای ،l گام طول با است معادل a موج

مساله شدن مطرح از بعد هفته ͷی و آورد به�دست را حدی نتایج تا بود قادر رایلͬ است. حرکت n از بعد مبدا، از r فاصله

باشد، شͺل این به باید احتمال این باشد، بزرگ بسیار n اگر ” : داد پاسخ چنین پیرسون سوی از

٢
n
exp

(
r٢

n

)
rdr.” (١.١)

لیزر پرتو ،[۴] نوسانͬ ͬͺتریͺال سیͽنال�های جمله از متفاوت، ͬͺفیزی منشا با امواج تحلیل در مشابهͬ ایده�های ادامه، در

لازم تصحیحات مواردی در همچنین شد. وارد ،[٩] هواپیماها زبر سطوح از رادارها امواج پراکندگͬ و [٨–۵] همدوس

میͺروموج�ها تابش دادن توضیح برای کاتوره�ای مقداری با l گام�ها ثابت طول کردن جایͽزین مانند شد انجام مدل این بر

صورت تلاش�هایی بزرگ nهای در توانͬ سری حسب بر (١.١) رابطه دقت افزایش برای همچنین، .[١٠] دریا سطح از

.[١١] گرفت

محیط میان حرکت برای ٢ تاژک از باکتریها از برخͬ مثال، عنوان به داشت. وجود فراوانͬ کاربردهای نیز زیست�شناسͬ در

عنوان به آن�را مͬ�توان و [١٢] است مستقیم خط بر تکه�ای به�صورت آن�ها حرکت که شد مشاهده مͬ�کنند. استفاده سیال

فرآیند بر شیمیایی یا دمایی گرادیان که وقتͬ کرد. مطالعه کاتوره�ای پرش طول با کاتوره�ای پروازهای یا بعدی سه ول�گشت

بتواند تا گرفت صورت مدل بر تعمیم�هایی و تصحیحات همچنین بود. نخواهند ثابت نیز چرخش زوایای باشد، حاکم

.[١۶–١٣] دهد توضیح را پرندگان غذای جستجوی استراتژی

مصنوعͬ و طبیعͬ پلیمرهای توصیف مدل ساده�ترین ایده�آل٣ زنجیره نیست. علاقه مورد کمیت همواره مبدا از r فاصله�ی اما

١ John William Strutt, Lord Rayleigh

٢ Flagella

٣ Ideal Chain
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۶ خطا تخمین از فراتر ،ͷفیزی در احتمال تئوری .٢.١

شده تشͺیل مونومر١ نام به هم�خط و همانند اجزای زیادی تعداد از که است بلندی ملͺولͬ رشته پلیمر .[١٨ ،١٧] است

که است به�گونه�ای اجزا بین اتصال هستند. شͺلͬ خطͬ صلب اجسام مونومرها که فرضمͬ�کند ایده�آل زنجیره مدل است.

از حاصل کاتوره�ای پرواز تک ͷی با است معادل مونومر n از زنجیره ͷی تشͺیل بنابراین، مͬ�دهد. را آزاد چرخش اجازه

مهم کمیت بلͺه نمͬ�باشد. اهمیت دارای ،r انتها، دو فاصله مͬ�گیرد، قرار محلول ͷی در پلیمر وقتͬ .l طول به پرواز n

بسیار مدل ول�گشت که شد داده نشان است. جرم مرکز از اتصال هر فاصله ٣ مربع میانگین̞ ریشه همان یا ژیراسیون٢ شعاع

.[١٩] پلیمرهاست شͺل�گیری توضیح برای مناسبی

خطا تخمین از فراتر ،ͷفیزی در احتمال تئوری ٢.١

بردارهای جمع واقعͬ، جهان در کاربرد هرگونه از به�دور نشد. خلق پیرسون توسط دقیقا ول�گشت ایده ریاضͬ، لحاظ از

کاتوره�ای بردارهای .[٢٠] گرفت قرار مطالعه مورد شولز۴ توسط او از قبل مستقل و یͺسان توزیع با بعدی دو کاتوره�ای

به که احتمال، تئوری در گسترده به�صورت اش، بعدی ͷی حالت حداقل، کرد. قلمداد جهت�دار گام�های طول مͬ�توان را

مͬ�روند، جلو و عقب به بعد ͷی در که کاتوره�ای گام�های .[٢١] مͬ�شود و شده بررسͬ است، مربوط شانس۵ بازی�های

شاخه بیستم، قرن آغاز در اما مͬ�رسد؛ نظر به واضح امروزی دیدگاه از تشابهات این بازی. طͬ در باخت و برد با معادلند

ͷنزدی همͺاری خیلͬ علمͬ جامعه�ی مختلف رشته�های در افراد دوران آن در نبود. گسترده خیلͬ احتمال تئوریِ کاربردی

که به�طوری کنند. کار یͺسان موضوعات روی موازی به�صورت و هم از بی�اطلاع دانشمندان که بود طبیعͬ این و نداشتند

کار باشد؛ بوده مطلع اقتصاد رشته در دکتری رساله در زمینه این به مربوط اطلاعات از پیرسون داشت انتظار نمͬ�توان حتͬ

مشابهͬ وضعیت ٨ͬͺاسملوکوفس و رایلͬ اینشتین٧، هایش هم�دوره�ای همینطور .١٩٠٠ در بچلیر۶ فرانسوی، ریاضیدان

نوسان�های کار، این در او باشد. توجه جالب آن�ها همه برای مͬ�توانست رساله این در شده مطرح نکته چندین داشتند.

حتͬ او کرد. مدل�سازی نام) این بردن به�کار بدون ) ول�گشت بعدی) ͷی ) ساده شͺل از استفاده با را فرانسه سهام بازار

١ Monomer

٢ Radius of Gyration

٣ Root Mean Squared

۴ Ch.M. Schols

۵ Games of Chance

۶ Bachelier

٧ Einstein

٨ Marian Smoluchowski
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٧ آن�ها میان رابطه وجود احتمال گرما: و ملͺول�ها .٣.١

پنج که ) پخش١ معادله از استفاده با بلند، زمان�های در فرآیند این آمار که دهد نشان تا کرد بیان را احتمالاتͬ استدلال�های

کرد. ارائه را گاوسͬ پاسخ و مͬ�شود توصیف آمد) به�دست ͬͺاسملوکوفس و اینشتین توسط بعد سال

رغبتͬ چندان که جامعه�ای داد، پیرسون به را ͷفیزی جامعه به احتمالات مدل معرفͬ اعتبار باید ول�گشت، تئوری حیطه�ی در

تعینͬ ذاتا پدیده�های توصیف جهت احتمالاتͬ روش�های پیشبرد در بسزایی سهم رایلͬ و پیرسون نداشت. مدل این به نیز

بولتزمن٣، ماکسول٢، چون افرادی فعالیت به بازمͬ�گردد مͬ�شناسیم، آماری ͷفیزی عنوان به امروز آن�چه بنیان داشتند.

تکامل تا زیادی راه هنوز گرما، جنبشͬ تئوری بودند، بدنبالش آن�ها که ͬͺفیزی تئوری اما .١٨۶٠ تا افراد دیͽر و گیبس۴

مͬ�شد. وارد آن بر فلسفͬ ایرادهای گاه بلͺه نداشت، ͬͺفیزی ریشه تنها آن بر وارد انتقادهای بود. بحث مورد و داشت نهایی

زمانͬ در کنند. رد را اتم و ملͺول وجود پیشنهاد اول درجه در تا داشتند سعͬ اثبات�گرایانه۵ دیدگاه�های برخͬ یͷجهت، از

نمͬ�شود دیده حتͬ که چیزی اثبات برای تلاش بود، استوار بدیهͬ فرض�های سری ͷی پایه بر ͷترمودینامی موفق تئوری که

تعینͬ و قطعͬ مسایل برای آماری دیدگاه با بعضͬ دیͽر، سویی از نداشت. لزومͬ نیستند، اندازه�گیری قابل آن ویژگͬ�های و

آن از ماکسول که بود خطا تخمین تنها ،ͷفیزی در احتمالات تئوری جایͽاه فیزیͺدان�ها دیدگاه از داشتند. مشͺل ͷفیزی

کرد. استفاده اولیه�اش معادلات ساختن برای

آماری پیشرفته ابزارهای کردن پیدا برای نیازها داد. تغییر را فیزیͺدان�ها فلسفͬ و علمͬ دیدگاه ٢١ام، قرن شروع کشفیات

گسترش گرمایی، جنبشͬ و اتمͬ تئوری شͺل�گیری نیز و محاسباتͬ اقتصاد کوانتومͬ، ͷانیͺم ظهور با ریاضͬ بنیان�های و

یافت.

آن�ها میان رابطه وجود احتمال گرما: و ملͺول�ها ٣.١

مدام که ریزی بسیار ذرات از است شده تشͺیل بلͺه نیست، پیوسته ماده که است این گرمایی جنبشͬ تئوری اولیه فرض

ذرات این ِͷوپیͺروسͺمی ِͷدینامی جمع̞ͬ اثر عنوان به ماده ͷوپیͺماکروس ویژگͬ�های هستند. تهييج۶ͭ حرکت حال در

در گرمایی انتقال هرگونه و است ذرات توسط دیوار بمباران از ناشͬ کننده، احاطه دیواره�ی بر وارد فشار مͬ�شود: شناخته

١ Diffusion Equation

٢ Maxwell

٣ Boltzmann

۴ Josiah Gibbs

۵ Positivistic Attitude

۶ Agitated Motion

٧



٨ آن�ها میان رابطه وجود احتمال گرما: و ملͺول�ها .٣.١

رهیافت�های با جنبشͬ تئوری ترتیب، این به مͬ�شود. آزاد ترکیبذرات یا برخورد علت به که است؛ جنبشͬ انرژی انتقال واقع

سیالͬ از استفاده با گرما مͬ�کند، پیشنهاد که گرما١ ͷکالوری تئوری نظیر رهیافت�هایی است. رقابت در زمینه این در دیͽر

الͺترومغناطیس٢ͬ امواج انتقال در اتر تئوری هنوز زمان، این در البته و مͬ�شود. منتقل سرد جسم به گرم جسم از شناور

و ͷفیزی در زیادی مطالعات شد. داده نشان ملͺول�ها و اتم�ها وجود ١٩ام، قرن شروع با بود. نشده گذاشته کنار کاملا

صحیحͬ تعداد از است شده تشͺیل ماده هر که دادند نشان آووگادرو۶ و دالتون۵ لوساک۴، بویل٣، کارهای جمله از شیمͬ

شده�اند تشͺیل غیرمرئͬ اتم�های از خود ملͺول�ها این است. ماده هر اصلͬ ویژگͬ کننده�ی تعریف تعداد این و ملͺول�ها از

است. جدید ملͺول�های تشͺیل برای اتم�ها ترکیب یا تجزیه نیازمند مواد، میان شیمیایی گذار هرنوع و

این�که حتͬ و دارند برهمͺنش یͺدیͽر با چͽونه و است، شده توزیع ملͺول�ها میان و ذخیره شͺلͬ به دقیقا انرژی این�که اما

بین فضای کردن پر یعنͬ بود، سازگار ͷکالوری ایده با اتمͬ تئوری حدی، تا نبود. مشخص است، چقدر آن�ها جرم و اندازه

و ماکسول توسط که ایده�آل گاز برای جنبشͬ تئوری آن�ها. میان گرما بنابراین و انرژی، انتقال برای ابزاری عنوان به ملͺول�ها

اندازه این�که اول گرفت: نظر در ملͺول�ها ͷدینامی و ذات درباره دقیقͬ فرض�های یافت٧، گسترش و گرفت شͺل بولتزمن

دیواره�ی و ملͺول�ها میان برهمͺنش و ملͺول�ها خود میان برهمͺنش است؛ ͷکوچ بسیار بینشان فاصله با مقایسه در آن�ها

است. چشم�پوشͬ قابل ملͺول�ها میان برهمͺنش برخورد، لحظه از به�غیر هستند؛ کشسان برخوردها است؛ آنͬ کننده احاطه

به�صورت را آن�ها ͷدینامی مͬ�توان گاز، از ͷوپیͺروسͺمی حجم ͷی در ملͺول�ها از زیادی بسیار تعداد حضور علت به

مͬ�کند). ایجاب را ١٠ͷترمودینامی دوم قانون و همپاری٩ قضیه ،٨ͬͺترمودینامی تعادل آماری تعبیر که ) کرد بررسͬ آماری

بود. خواهد دشوار ریز فرض�های این توجیه دقیق، آزمایشͽاهͬ نتایج بدون قطعا

گل گرده�های وی شد. انجام [٢٢] ١٨٢٨ سال در بروان١١ اسͺاتلندی، گیاه�شناس کار در زمینه این در ͷنزدی مشاهدات

خارج با که نمود مشاهده را تعدادی کم ذرات مطالعات، این در مͬ�کرد. مطالعه میͺروسͺوپ از استفاده با را آب در معلق

١ Caloric Theory of Heat

٢ Aether Transmitting Electromagnetic Waves

٣ Robert Boyle

۴ Joseph Gay-Lussac

۵ John Dalton

۶ Amedeo Avogadro

٧ Maxwell and Boltzmann’s Idea of a Kinetic Theory

٨ Thermodynamic Equilibrium

٩ Equipartition Theorem

١٠Second Law of Thermodynamics

١١Robert Brown

٨



٩ آن�ها میان رابطه وجود احتمال گرما: و ملͺول�ها .٣.١

چرخش�های است. مانده معلق کوارتز نخ رشته ͷی طریق از که ͷکوچ آینه ͷی برای بروانͬ حرکت مسیر :١.١ شͺل
عدد کردن پیدا اجازه�ی کاپلر به دقیق، بسیار اطلاعات این مͬ�شود. حاصل آن از بازتابیده پرتو کردن دنبال با آینه نامنظم
محدود ͷهارمونی بروانͬ حرکت حاصل، حرکت مͬ�کند، وارد پیچشͬ گشتاور آینه بر نخ رشته که آن�جا از . داد را آووگادرو

است. میرا حرکت مورد دو هر در است. متفاوت فشار تنها شده، ارائه نمونه دو این در است.

ایͽنهاووز١ هلندی، فیزیͺدان توسط ١٧٨۵ در مشابهͬ رفتار مͬ�کردند. اعوجاجͬ حرکتͬ به شروع گرده�ها داخل از شدن

کمͬ مقدار نیست. گیاهان به منحصر رفتاری چنین که داد نشان او بود. شده گزارش الͺل سطح بر ذغال�سنگ ذرات برای

در شد. منتفͬ حرکت عامل بودن جاندار ترتیب، بدین داشت. را حرکت نوع همان نیز مایع این در ͷارگانی غیر ماده از

و [٢٣] ١٨٣۶ وینر٢ جمله از نمودند، فعالیت حیطه این در زیادی افراد و شد، انجام همچنان مختلف آزمایش�های ادامه

جلوگیری جهت عایق�بندی میزان و موج طول تابیده، نور شدت مایع، دمای مشاهده، مدت از صرف�نظر .١٨٨٨ گووی٣

در بروان اولیه�ی کشف از پس سال صد حدود که بروانͬ حرکت از نمونه�ای مͬ�شد. دیده نامنظم حرکت نوع این نوفه، از

دید. (١.١) شͺل در مͬ�توان را [٢۴] شد مشاهده کاپلر۴ توسط آزمایشͽاه

قالب در شد) اطلاق رفتار این به اینشتین توسط بعدا که نامͬ ) بروانͬ حرکت مطالعه�ی و بررسͬ پیش�زمینه�ی کشفیات این ۵

کرد؛ ردیابی جداگانه به�صورت را آن�ها بتوان که هستند آن از کوچ�ͷتر بسیار آب ملͺول�های آورد. فراهم را جنبشͬ تئوری

١ Jan Ingenhousz

٢ Christian Wiener

٣ Louis Georges Gouy

۴ Eugen Kappler
به�دور خود دفتر در نهاد، بنا را تئوری این که اینشتین دانست. بروان شانس حاصل مͬ�توان را شد نامیده بروانͬ حرکت پدیده این این�که تاریخͬ لحاظ از ۵

دسترسͬ نیز بروان اصلͬ کارهای به حتͬ که هرچند نمود. انتخاب را بروان نام و نداشت ایͽنهاووز کار از اطلاعͬ و مͬ�پرداخت فعالیت به دیͽران از

نداشت.
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١٠ آن�ها میان رابطه وجود احتمال گرما: و ملͺول�ها .٣.١

اندازه به میͺرون، مرتبه�ی از آب در شده وارد ذره�ی اما مͬ�شوند. ظاهر پیوسته سیالͬ شͺل به میͺروسͺوپ، در بنابراین

پیرامونش سیال ذرات با آن برخوردهای که است ͷکوچ آن�قدر حال عین در و باشد تشخیص قابل که است بزرگ کافͬ

در اساس، این بر شده انجام اولیه تلاش�های اما مͬ�رسند، نظر به دقیق و کننده قانع اگرچه توضیحاتͬ چنین شود. مشاهده

این در نمونه، برای بود. تحلیلͬ نامناسب توجیهات دلیل به که خورد. شͺست آزمایشͽاه در موجود مشاهدات پیش�بینͬ

بزرگ�تر مرتبه چندین آب ملͺول�های با مقایسه در معلق ذرات جرم که کرد استدلال چنین سلول�شناسسوئیسͬ ن˼گل١ͬ زمینه

اما .[٢۶ ،٢۵] نمͬ�باشد مشاهده قابل که است ͷکوچ اندازه�ای به برخورد تک ͷی از بعد هرجابجایی بنابراین است،

سطح ͷی مورد در ” :[٢٧] شد ارائه نحو این به کاربونل٢ توسط جمعͬ، دسته رفتار این برای متفاوت کاملا آماری توجیه

ذرات حرکت در اختلال باعث مͬ�شوند، فشار آمدن وارد به منجر که مایع ملͺولͬ برخوردهای مناسب، و معین مساحتͬ با

مساحتͬ دارای سطح اگر اما مͬ�کنند. وارد ذره بر جهات تمام در و یͺسان نیرویی ملͺول�ها این چراکه نمͬ�شوند؛ معلق

باید رو، این از ندارد. وجود میانگین فشار تعریف برای دلیلͬ دیͽر باشد، بی�نظمͬ�ها سهم جبران برای لازم میزان از کمتر

منجر ذرات زیاد٣ تعداد قانون دیͽر، حالت این در یافت. مͬ�کند تغییر دیͽر مͺان به مͺانͬ از پیوسته که را نابرابری فشار

مͬ�شوند.” شدیدتر نوسان�ها و بود خواهد واضح�تر نتیجه باشد، کوچ�ͷتر ذرات اندازه چه هر و نمͬ�شود. یͺسان فشار به

میانگین، ͷوپیͺروسͺمی کمیت�های بر ͷصورتکلاسی به فیزیͺدان�ها تمرکز است. جالب و زیاد بسیار مورد این در بحث

گرفته نظر در میانگین مقدار از انحراف�ها باشد قرار اگر که بود این مطرح سوال بود. برخورد هر در میانگین جابجایی مانند

زیاد تعداد قانون برای دقیق تحیلͬ مͺانیزم ویژه، به ساخت. ͷوپیͺماکروس تصویر ͷی درستͬ به مͬ�توان چͽونه شود،

سرانجام، نبود. عمومͬ دانش جزو زمان آن در هنوز مͬ�شود) داده توضیح ادامه در ) مرکزی۴ حد قضیه با آن ارتباط و ذرات

آورد. بار به را بروانͬ حرکت تئوری برای احتمالاتͬ و کمͬ نتایج [٢٩] ͬͺاسملوکوفس و [٢٨] اینشتین تلاش�های

پخش معادله و اینشتین آلبرت ١.٣.١

شناورند سیال ͷی در که ریزی ذرات از بزرگ مجموعه ͷی نخست، کرد. ادغام را پخش درک در موازی مفهوم دو اینشتین

ͷکوچ بسیار حجم در محصور ذرات تعداد f(x, t)dxاساس این بر مͬ�شوند. توصیف f(x, t)غلظت گرادیان برحسب

ذرات برای را ١ͷاسموتی فشار قانون اینشتین جنبشͬ، نظریه اصول گرفتن درنظر با مͬ�دهد. را t زمان در x نقطه اطراف

١ Karl von Nageli

٢ Ignace Carbonelle

٣ Law of Large Numbers

۴ Central Limit Theorem

١ Osmotic Pressure
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١١ آن�ها میان رابطه وجود احتمال گرما: و ملͺول�ها .٣.١

بروانͬ. حرکت تئوری بنیان�گذار اینشتین، آلبرت :٢.١ شͺل

از باید f(x, t) که رسید نتیجه این به ٢ͷفی همانند وی بنابراین است. ایده�آل گاز قانون نظیر قانون این برد، به�کار معلق

خارجͬ نیروهای توسط شده ایجاد جریان هرگونه ،ͬͺدینامی تعادل حالت در به�ویژه کند. پیروی پخش ͷکلاسی قوانین

تمایل از ناشͬ جریان این مͬ�شود؛ جبران −D(∂f∂x ) پخشͬ جریان ͷی توسط گرانش، یا ͬͺتریͺال نیروی نظیر سراسری،

جریان شدت دهنده�ی نشان و sec/m٢است ابعاد دارای Dپخش ثابت است. کمتر غلظت با نواحͬ کردن پر برای ذرات

از استفاده با و هستند ٣ استوکس اصطͺاک تحت کره�هایی صورت به ذرات که کرد فرض اینشتین همچنین است. پخش

رسید، پخش ثابت برای زیر رابطه به ͷاسموتی فشار قانون

D =
RΘ

۶πηrN , (٢.١)

گام در است. آووگادرو عدد N و ذرات شعاع r آن، اصطͺاک ثابت η سیال، دمای Θ ایده�آل، گاز ثابت R رابطه این در

بتوان که میͺرون) مرتبه (از هستند بزرگ آنقدر بروانͬ ذرات کرد. برخورد مساله با متفاوت رویͺردی با اینشتین بعدی،

ͷکوچ خیلͬ زمانͬ بازه�های که مادامͬ که، قرار این به گرفت نظر در را مهمͬ فرض او کرد. مطالعه جداگانه را آن�ها

زمانͬ بازه�های در بخصوص ذره�ی ͷی حرکت همچنین مͬ�دهد؛ انجام ذرات دیͽر از مستقل کاملا حرکتͬ ذره هر نباشند،

مشاهده زمان�های با مقایسه در که مͬ�کنیم معرفͬ را τ زمانͬ بازه�ی این�جا در هستند. هم از مستقل حرکاتͬ نیز، متفاوت

گرفت. درنظر مستقل را τ متوالͬ بازه�ی دو بین حرکت�های بتوان که است بزرگ کافͬ اندازه به اما است، ͷکوچ بسیار

∆ به نسبت ϕ(∆) گرفت. درنظر t+ τ زمانͬ بازه در بروانͬ ذره هر ∆ اندازه به جابجایی برای را ϕ(∆) احتمال او سپس

با زیر رابطه برطبق xاطراف در ͷکوچ حجم ͷی در ذرات تعداد بنابراین، است. گذشته زمان�های و t از مستقل و متقارن

٢ Fick

٣ Stokes Friction
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١٢ آن�ها میان رابطه وجود احتمال گرما: و ملͺول�ها .٣.١

مͬ�یابد، تحول زمان

f(x, t+ τ)dx = dx

∫ ∞

−∞
f(x+∆, t)ϕ(∆)d∆. (٣.١)

داشت، خواهیم را زیر نهایی معادله رابطه، این طرف دو هر روی بر ∆ و τ به نسبت تیلور بسط اعمال با

∂f

∂t
= D

∂٢f

∂x٢ , (۴.١)

مͬ�شود، تعریف صورت این به D ضریب که

D =
١
٢τ

∫ ∞

−∞
∆٢ϕ(∆)d∆. (۵.١)

که هرچند مͬ�کند، تایید را غلظت گرادیان تحول بر ͷکلاسی پخش معادله بودن حاکم بر مبنͬ اولیه فرض (۴.١) رابطه

جابجایی�های بر که ،ϕ(∆) احتمال با (۵.١) رابطه طریق پخشDاز ثابت است. استوار ذره�ای تک تصویر بر رهیافت این

ثبت از بعد بود. صورت این به کمیت این کردن پیدا برای اینشتین روش مͬ�باشد. مرتبط است، حاکم ͷوپیͺروسͺمی

بر منطبق ،x = ٠ مͺانͬ، مختصات دستگاه مبدا که داد انتقال گونه�ای به را ذرات مسیرهای تمام مͬ�توان ذرات، حرکت

تبعیت پخش معادله از باید همچنان یافته انتقال ذرات غلظت فضایی، همͽنͬ به توجه با باشد. t = ٠ در حرکت مبدا

معلق بروانͬ ذرات کل تعداد n =
∫∞
−∞ f(x, t)dx که f(x, t = ٠) = nδ(x) است١، صورت این به نیز اولیه شرط کند.

است، گاوسͬ معروف توزیع (۴.١) معادله پاسخ است.

١
n
f(x, t) =

١√
۴πDt

exp(− x٢

۴Dt ). (۶.١)

داد پیشنهاد اینشتین که ساده�تری راه مͬ�آید. دست به f(x, t) ذرات تمام جابجایی توزیع روی از پخش ثابت بنابراین

مͬ�شود. تعریف g(x)خوش�رفتار تابع هر برای
∫∞
−∞ g(x)δ(x)dx = g(٠) رابطه از که یافته�ای تعمیم تابع است، دیراک دلتای تابع δ(x) این�جا در ١

برد. به�کار آن�را مفهوم بلͺه نکرد استفاده تابع این از اینشتین

١٢



١٣ آن�ها میان رابطه وجود احتمال گرما: و ملͺول�ها .٣.١

بروانͬ. حرکت ͷوپیͺروسͺمی جنبه روی بر کار و ͬͺاسملوکوفس :٣.١ شͺل

است، هنگردی میانگین عبارتͬ به یا x راستای در ذره هر برای جابجایی مربع میانگین محاسبه

⟨
X٢(t)

⟩
=

١
n

∫ ∞

−∞
x٢f(x, t)dx = ٢Dt. (٧.١)

با ترکیب در مͬ�آید. به�دست بروانͬ ذره�ی مسیرهای از زیادی تعداد روی بر جابجایی مربع میانگین�گیری با پخش ثابت

است. اتمͬ تئوری در مهمͬ کمیت که یافت؛ روش این طریق از را آووگادرو عدد مͬ�توان (٢.١) رابطه

و فشار قوانین غلظت، گرادیان از استفاده با سو، ͷی از بود: دوگانه�اش رهیافت بردن به�کار در اینشتین کار منحصر ویژگͬ

تک مسیر و برد بهره ذرات احتمالاتͬ توصیف از دیͽر، سوی از داشت. ذرات به پیوستار نگاه پخش، ͷکلاسی معادلات

با مواجهه از ،τ با مقایسه در بزرگ زمان�هایی در x مͺانͬ مختصه بر مستقیم تمرکز با اینشتین داد. قرار بررسͬ مورد را ذره

بروانͬ ذره لحظه�ای سرعت تخمین در تناقض نظیر مشͺلاتͬ ماند، امان در آماری توصیف�های دیͽر در رو پیش مشͺلات

قرار توجه مورد ͬͺاسملوکوفس توسط بعدا ظریف موارد این .ͷوپیͺروسͺمی برخوردهای بر ذره این جابجایی میانگین یا

گرفت.

ول�گشت و ͬͺاسملوکوفس رهیافت ٢.٣.١

سری ͷی او کرد. تعریف ϕ(∆) جابجایی�ها احتمال تابع حسب بر را بروانͬ ذرات ͷدینامی آماری ویژگͬ�های اینشتین

محیط ͷدینامی با رابطه نیز و آن�ها تابعͬ صورت اما گرفت، درنظر را یͺدیͽر از t و x استقلال مانند منطقͬ فرض�های

ͷوپیͺروسͺمی جنبه بیشتر، [٢٩] ١٩٠۶ در ͬͺاسملوکوفس توسط شده ارائه رهیافت رو این از نکرد. مشخص را اطراف

ول�گشت وی کار اساس مͬ�کند. مدل�سازی را سیال یا گاز نامرئͬ ملͺول�های با برخوردها تک اثر تئوری، این چنان�که دارد

است.

نگلͬ عقیده�ی به جمله، آن از نمود. گوشزد را گذشته در موجود غلط تصور چندین ͬͺاسملوکوفس محاسباتش، با همراستا
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ͷسب ملͺول ͷی با برخورد در ،١٠−۴cm قطر با بروانͬ ذره ͷی سرعت افزایش کرد. اشاره جابجایی�ها بودن ͷکوچ بر

بروانͬ ذره برای شده مشاهده حرکتͬ ویژگͬ�های از کمتر بسیار این اما باشد. ١٠−۶cm/sec مرتبه از چیزی باید آب وزن

جابجایی بایاس، بدون جهت�گیری بدلیل نگلͬ تعریف طبق ثانیه، در برخوردها این از زیادی تعداد وجود علͬ�رغم است.

است اشتباهͬ استدلال همان این داشت عقیده و بود مخالف نتیجه�گیری این با ͬͺاسملوکوفس اما باشد. صفر باید خالص

نمͬ�دهد. دست از خود شرط�بندی مبلغ بیش�تر دارد اعتقاد بازیͺن که مͬ�شود انجام خطر١ بازی در تاس پرتاب مورد در که

مͬ�شود، نتیجه زیر رابطه از p(m;n) برد mمرتبه احتمال تاس، پرتاب n در

p(m;n) =
n!

٢nm!(n−m)!
=

١
٢n

 n

m

 . (٨.١)

p(m;n) = ندارد، وجود بازی در ارجحیتͬ که آن�جا از مͬ�شود. حاصل v = ٢m−n کل دستاورد مرتبه، n از mبرد برای

با، است برابر صفر از انحراف میانگین اما است. ⟨v⟩ = ٠ شده حاصل سود میانگین نتیجه در .p(n−m;n)

⟨|v|⟩ =
n∑

m=٠
|٢m− n|p(m,n) = ٢

n∑
m=n/٢

 n

m

 ٢m− n

٢n =
n

٢n

 n

n/٢

 ,

(٩.١)

بود، خواهد صورت این به ٢ بزرگ بسیار �nهای برای که

⟨|v|⟩ ∼
√

٢n
π
. (١٠.١)

مولفه ول�گشت، به برگردیم باشد. داشته √n مرتبه از باختͬ یا برد انتظار باید دارد، بازی بار n قصد که فردی بنابراین

در مͬ�یابد. (بازنده) کاهش یا (برنده) افزایش ثابتͬ اندازه ͷی با برخورد هر در فرضا ،x راستای در بروانͬ ذره vx سرعت

n جذر صورت به ⟨|vx|⟩ سرعت) مطلق (مقدار متوسط سرعت اما ،⟨vx⟩ = ٠ بود، خواهد صفر سرعت متوسط نتیجه،

برخورد n = ١٠٢٠ آب سیال در ذره و برخورد n = ١٠١۶ حدود گاز ͷی در معلق بروانͬ ذره ثانیه، ͷی در مͬ�یابد. افزایش

برای معروف ول�گشت ساده قواعد از ͬͺاسملوکوفس اما بود، پیچیده بازی قاعده ١٨بود. و ١٧ قرن�های در معروف تاس بازی خطر، بازی یا Hazard ١

است. مساوی باخت یا برد احتمال تاس پرتاب از مرحله هر در و مͬ�کند، شرط�بندی معینͬ مقدار روی بازیͺن کرد. استفاده توصیف

n! ∼ (n/e)n
√
٢πnاسترلینگ رابطه از استفاده با ٢
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باشد. ١٠۴cm/sec یا ١٠٢ ترتیب به مرتبه از چیزی مͬ�تواند سرعت افزایش ساده، بسیار تصویر این در مͬ�کند. تجربه را

شده، پیش�بینͬ مطلق صفر مقدار از مͬ�تواند بایاس، بدون ول�گشت ͷی مجموع چͽونه که داد نشان ͬͺاسملوکوفس بنابراین

به بستگͬ فرم این بزرگ، �nهای در مͬ�شود)، بیان ادامه در که ) مرکزی حد قضیه طبق بر حقیقت، در باشد. داشته انحراف

است. کلͬ نتیجه ͷی n جذر

باید بروانͬ ذره توصیف برای کامل مدل ͷی عنوان به ول�گشت این مͬ�کرد، حل را نگلͬ مساله نگاه نوع این حالͬ�که در

جنبشͬ انرژی نتیجه در و سرعت دائمͬ افزایش (١٠.١) رابطه نمود، بیان ͬͺاسملوکوفس که همان�طور شود. گذاشته کنار

در ذره هرچه عمل در است. سرعت به برخوردها احتمال وابستگͬ عدم فوق، تئوری در مهم نکته�ی مͬ�کند. ایجاب را

مͬ�کند. تجربه حلال ملͺول�های با جهت آن در را بیشتری برخوردهای تعداد باشد، داشته بیشتری خاصسرعت یͷجهت

سرعت به�ویژه و سرعت توزیع درنهایت، مͬ�شوند. نیز اصطͺاک پدیده ایجاد باعث اما مͬ�برند، پیش را ذره برخوردها

را ͬͺترمودینامی حد که است چیزی همان این ماکسول، جنبشͬ تئوری طبق مͬ�رسند. محدودی مقدار ͷی به متوسط

میزان باید وزن، و اندازه شͺل، از ذراتصرف�نظر تمام تعادل، حالت در سیستم ͷی در دقیق�تر، صورت به مͬ�کند. تعریف

ملͺول�های و باشند V سرعت Mو جرم با کروی ذراتͬ بروانͬ، ذرات این�که فرض با باشند. داشته جنبشͬ انرژی مساوی

داشت، خواهیم بͽیریم، درنظر v سرعت mو جرم با نقطه�ای صورت به را آب

⟨
V ٢
⟩
=
m

M

⟨
v٢
⟩
. (١١.١)

شرایط در و آب در معلق بروانͬ ذره متوسط سرعت دقیق غیر صورت به توانست ͬͺاسملوکوفس رابطه، این اساس بر

مقداری هر از سرعت برای عدد این که شد متذکر همچنین او بزند. تخمین ⟨V ⟩ ≈
√⟨

V ٢
⟩
≈ ٠٫ ۴cm/sec را تعادل

تفسیر در دوباره اشتباه برانگیخت. جنبشͬ تئوری صحت به نسبت ͬͺش نکته این است؛ بزرگ�تر اندازه�گیری، از حاصل

V سرعت با متحرک ذرات میانگین مͺان واقع در مͬ�کنیم مشاهده ما آن�چه ” که: داد توضیح این�گونه ͬͺاسملوکوفس بود.

بی�اندازه زیͽزاگͬ مسیر سیستم این جرم مرکز مͬ�دهند. جهت تغییر ثانیه در مرتبه ١٠٢٠ تا ١٠١۶ بین ذرات این اما است؛

”[...] است. ذرات خود ابعاد از کوچ�ͷتر بسیار آن راست خطوط که مسیری مͬ�کند، طͬ را پیچیده�ای

باشد. ذره واقعͬ مسیر برای تقریبی معیار نمͬ�تواند حتͬ ،δX = |X(t+ δt)−X(t)| مستقیم، مسیر هر روی جابجایی

شͺست به منجر ،١−١٠۶sec از بیش ای δt گرفتن نظر در با δX/δt روی از V لحظه�ای سرعت محاسبه برای تلاشͬ هر

موقعیت نماید. اثبات را خود بحث تا کرد تلاش ول�گشت، برای ماهرانه�تری طرح ͷی معرفͬ با ͬͺاسملوکوفس مͬ�شود.

کاتوره�ای جهت ͷی در X(٠) = ٠ در حرکت بود. خواهد X(n)اطراف سیال یا گاز ملͺول�های با برخورد n از بعد ذره

آن�ها از برخͬ گرفت. نظر در ساده�کننده فرض چند او تحلیلͬ، لحاظ از مدل کردن عملیاتͬ جهت به شد. خواهد آغاز
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جزئیات برای هستند. ظریف�تری نکات دارای برخͬ اما M؛ ≫ m چون تقریبی از برآمده ساده�سازی�های نظیر واضحند،

محیط ملͺول�های با برخوردها الف) است. این�گونه مدل خلاصه صورت به نمود. مراجعه [٢٩] مرجع به مͬ�توان بیش�تر

دو هر بین ب) است. چشم�پوشͬ قابل برخورد زمان�های بودن کاتوره�ای هرگونه مͬ�گیرد، انجام ثابتͬ زمانͬ بازه�های در

معادله همپاری، قضیه از بروانͬ ذره سرعت بود. خواهد V (n) ثابت سرعت با مستقیم حرکت nی، + ١ و n برخورد

و است آماری قضیه�ی ͷی همپاری قضیه عمل در .V (n) ≡ V = ⟨V ⟩ =
√⟨

v٢
⟩
m/M مͬ�شود؛ ناشͬ ،(١١.١)

مͬ�توان (ب) و (الف) فرض دو این از است. کردن صرف�نظر قابل اما دارد، وجود آن در میانگین مقدار حول خیز و افت

رابطه این در که δX(n)؛ = X(n + ١) −X(n) = V (n)/ν مͬ�آید، دست به طریق این از جابجایی بردار که دریافت

ذره چراکه دانست، ١ پیرسون ول�گشت بعدی سه صورت را مدل این مͬ�توان فوق، نکته به توجه با است. برخورد نرخ ν

ول�گشت مدل در مͬ�کند. طͬ متوالͬ برخورد دو هر بین را l = δX = V/ν ثابت و غیرکاتوره�ای مسافت�های بروانͬ

روی از که ،ϵ(n) ≡ ϵ چرخش زاویه ج) نیست. کاتوره�ای کاملا برخورد هر از بعد حرکت جدید جهت ،ͬͺاسملوکوفس

بحث پیͽیری با .ϵ(n) = ϵ مͬ�شود، فرض غیرکاتوره�ای و ثابت مͬ�شود، تعریف cos[ϵ(n)] = [V (n − ١)V (n)]/V ٢

اول مرتبه تقریب تا و بوده ͷکوچ چرخش زاویه رو، این از نظرگرفت. در ͷکوچ بسیار را برخورد هر سهم مͬ�توان نگلͬ،

ϵ = O(
√
m/M) به (ب) در V تعریف از استفاده و v ≈

√⟨
v٢
⟩
تخمین با .(mv)/(MV ) نسبت با است متناسب

حول ͬͺکوچ معین دایره�ی روی بر باید δX(n) جابجایی بردار نوک برخورد، هر از بعد خلاصه، طور به رسید. خواهیم

.(۶.١) شͺل بنشیند، δX(n− ١)

از بعد بروانͬ ذره مͬ�داد: نشان را پایداری ͷی نوعͬ به ͬͺاسملوکوفس پیرسون، کاتوره�ای کاملا و زیͽزاگͬ مسیر مقابل̞ در

باشد، ͷکوچ خیلͬ ϵ اگر است. آن بالای جرمͬ اینرسͬ از ناشͬ این که دارد، خود حرکت جهت حفظ به تمایل برخورد

ͬͺاسملوکوفس نتیجه�گیری بود. خواهد راست صورتخط به تقریبا شده مشاهده مسیر نیز برخورد زیادی تعداد از بعد حتͬ

ͬͺاسملوکوفس است. بزرگ�تر l واقعͬ میانگین آزاد مسیر از مرتبه چندین که بود λ ٢ مشهود میانگین آزاد مسیر ͷی ظهور

ذره فضایی ابعاد کرد. ارائه کمͬ نمونه ͷی ،
⟨
X٢(n)

⟩
گاز، در معلق بروانͬ ذره جابجایی مربع میانگین نظرگرفتن در با

،٣ بولتزمن جنبشͬ تئوری طبق بر بنابراین، است. گاز ملͺول�های در میانگین آزاد مسیر از کوچ�ͷتر بسیار مورد، این در

کاتوره�ای د) مͬ�کند: کامل را ͬͺاسملوکوفس مدل این و کرد. فرض یͺدیͽر از مستقل را متوالͬ برخوردهای اثر مͬ�توان

مستقل صورت به زوایا این مͬ�شود. وارد δX(n − ١) حول دایره�ی در δX(n) سمتͬ زوایای طریق از برخوردها بودن

نتایج ،t = n/ν صورت به زمان مختصه کردن مشخص با مͬ�شود. گرفته [٠; ٢π] بازه�ی از یͺنواخت توزیع ͷی از و

١ Pearson’s Random Walk

٢ Apparent Mean Free Path

٣ Boltzmann’s Original Kinetic Theory
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مسافت و نموده حرکت به شروع X(٠) = ٠ از که بعد سه در ͬͺاسملوکوفس پایدار ول�گشت از نمایی :۴.١ شͺل
بعدی جهت�های تغییر اما است. تصادفͬ حرکت جهت نخستین . δX(n) = l است، یͺسان ها n همه برای جابجایی�ها
این است. قبلͬ گام از مستقل گام هر در و دارد تصادفͬ مقداری سمتͬ زاویه هستند. ϵ ثابت قطبی زاویه ͷی به مقید

است. شده گرفته [٢٩] مرجع از تصویر

بود: خواهد صورت این به ͬͺاسملوکوفس

⟨
X٢(t)

⟩
=


(V t)٢, ν−١ ≪ t≪ τ,

۶Dt, t≫ τ,

(١٢.١)

شده�اند، وارد زیر کمیت�های رابطه این در که

τ = ١
٢ν[١−cos(ϵ)] ≈

١
νϵ٢

= O
(

M
νm

)
,

λ = V τ = λx
√
٣,

D =
λ٢
x

٢τ = O

(
⟨v٢⟩
ν

)

تایید را مقیاس�ها جدایی مورد در ͬͺاسملوکوفس بحث (١٢.١) رابطه نخست، هستند. توجه قابل جهت چند از نتایج این

ویژگͬ بزرگ، زمانͬ مقیاس�های در و .
√⟨

X٢
⟩
= V t است، خطͬ τ از کوچ�ͷتر زمانͬ مقیاس�های برای حرکت مͬ�کند.
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در که صفحه، ͷی در بروانͬ ذره ͷی مسیرهای چپ: سمت .[٢٧] بروانͬ حرکت روی بر پرین مطالعات :۵.١ شͺل
این شده�اند. منتقل مبدا به مسیرها تمام جابجایی�های تمامͬ راست: است. شده اندازه�گیری ثانیه�ای ٣٠ زمانͬ بازه�های

بود. شده پیش�بینͬ اینشتین توسط که مͬ�دهد نشان را مسیرها طول توزیع بودن گاوسͬ تصویر

اینشتین معادله از حاصل رفتار نظیر جابجایی مربع میانگین رفتار است: پخشͬ رژیم ͷی این مͬ�کند. بروز ١ آشوبناک

بعد و قبل جابجایی بردارهای استقلال واضحا (٣.١) معادله بود: نکرده وارد را حرکت پایداریِ اینشتین اما است. (۵.١)

طول با ناپایدار پیرسون حرکت ͬͺاسملوکوفس توسط شده معرفͬ ول�گشت بلند، زمان�های در حقیقت، در مͬ�دارد. بیان را

اما مͬ�شود معرفͬ ادامه در که (قضیه�ای مͬ�آید مرکزی حد قضیه دل از تشابه این مͬ�کند. تقلید را l = λ = V τ موثر مسیر

نداشتند). دسترس در آن�را ͬͺاسملوکوفس نه و اینشتین نه

واقعͬ آزاد مسیر و ،ν برخورد نرخ مانند ) آزمایشͽاه در مشاهده غیرقابل ویژگͬ�های میان پلͬ ͷی ͬͺاسملوکوفس بنابراین،

مͬ�کند پیش�بینͬ (١٣.١) معادله نمونه، عنوان به کرد. برقرار پخش) ثابت همچون ) اندازه�گیری قابل خواص نیز و (V/ν

حالت در بزرگ جرم با بروانͬ ذره ͷی که، مͬ�دهد توضیح ͬͺاسملوکوفس m/Mباشد. جرم�ها نسبت از مستقل Dباید که

و مͬ�دهد؛ نشان مقاومت شدت به حرکتش جهت حفظ مقابل در اما مͬ�کند، حفظ را ͬͺکوچ متوسط سرعت ͷی تعادل

مدل�سازی برای بخشͬ رضایت احتمالاتͬ رهیافت ͷی اینشتین کلͬ، نگاه ͷی در مͬ�کنند. خنثͬ را یͺدیͽر پارامتر دو این

را جنبشͬ برخورد مدل�های با شده گم ارتباط مͬ�تواند ول�گشت رهیافت که داد نشان ͬͺاسملوکوفس نمود. ارائه ذرات

چنین نتایج مͬ�شد. آزمایش نیز تجربی صورت به باید که گرفت، شͺل بروانͬ ذرات تئوری ترتیب این به و نماید. برقرار

١ Chaotic
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١٩ تصادفͬ مدل�های ابزار فراهم�سازی .۴.١

ذره مطالعه با تا داد انجام آزمایش چندین وی .[٢٧] شد منتشر فرانسوی فیزیͺدان ١ پرین توسط ١٩٠٩ در آزمایش�هایی

تعداد ) آووگادرو عدد تعیین او اصلͬ کار کند. بررسͬ را اینشتین ایده�های ویژه به و جنبشͬ تئوری کلͬ حالت در بروانͬ،

بود. هیدروژن) گرم دو در موجود ملͺول�های

تصادفͬ مدل�های ابزار فراهم�سازی ۴.١

مسائل شد. تحلیلͬ روش�های از زیادی تعداد سریع رشد و شͺل�گیری باعث ٢١ قرن آغاز در احتمالاتͬ مفاهیم این ارائه�ی

فرآیند ͷی گرفتند. قرار مطالعه مورد تصادفͬ فرآیندهای تئوری تحت اقتصاد حتͬ و ریاضͬ ،ͷفیزی دنیای از مختلفͬ

این مͬ�شود. نامیده زمان پارامتر عموما tشاخص که X(t)t∈Iدانست، کاتوره�ای متغیرهای از مجموعه�ای باید را تصادفͬ

پیوسته یا (I = N٠ است، طبیعͬ اعداد مورد این واضح گزینه�ی ول�گشت، نمونه عنوان به ) باشد گسسته شاخصمͬ�تواند

برای مͬ�شود. داده X(t)نشان کاتوره�ای متغیر با t معین زمان ͷی در فرآیند وضعیت .(I = R که بروانͬ ذره برای ) باشد

کاتوره�ای بردارهای باید بعدی، سه بروانͬ حرکت در نمونه برای کرد. تعیین را مناسب حالت فضای مͬ�توان دومͬ، مورد

،d ∈ N که (t١, ..., td) ∈ Id اندازه�گیری زمان�های از محدود مجموعه�ی هر برای گرفت. درنظر X(t) ∈ R٣ بعدی سه

یا مسیر یا نمود به متعلق نمونه�ی٢ نقاط از مجموعه ͷی که داشت را X(t١) = x١, ..., X(td) = xd متغیر�های مͬ�توان

به محدود مجموعه ͷی برای تنها تعریفͬ چنین این که داشت توجه باید و مͬ�سازند. X(t)را تصادفͬ فرآیند ٣ سیر خط

t → x(t) کامل مسیر بودن احتمالاتͬ برای مناسب نمادگذاری ͷی مͬ�توان چͽونه که سوال این مͬ�شود. انجام راحتͬ

است. مبهم کاملا نمود، توصیف را مسیر تحلیلͬ ویژگͬ�های احتمالاتͬ صورت به چطور این�که یا کرد، تعریف

وینر فرآیند ١.۴.١

آن�ها بتوان تا نمود ارائه متفاوت فرآیندهای این برای دقیقͬ تعریف باید که است این داد انجام باید ریاضیاتͬ لحاظ از آن�چه

که نمود مطالعه را تصادفͬ فرآیندی او .[٣٠] رسید خود اوج به وینر۴ نوربرت کار با راه این در تلاش کرد. بندی دسته را

(٠)B؛ = ٠ الف) مͬ�شود: تعریف زیر ویژگͬ سه توسط فرآیند این است. شده نام�گذاری ۵ وینر فرآیند او خود نام به امروزه

١ Jean Babtiste Perrin

٢ Sample Points

٣ Realisation or Path or Trajectory

۴ Norbert Wiener

۵ The Wiener Process
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٢٠ تصادفͬ مدل�های ابزار فراهم�سازی .۴.١

داشت. تصادفͬ فرآیندهای شͺل�گیری در عمده�ای سهم که آمریͺایی ریاضیدان وینر نوربرت :۶.١ شͺل

صفر میانگین با ٣ گاوسͬ توزیع ͷی B(t٢)−B(t١) نمو ج) ٢؛ است پیوسته قطع١ به�طور تقریبا B(t) ذره هر مسیر ب)

مستقلند. یͺدیͽر از دو، به دو صورت به ،[t١, t٢], [t′١, t′٢] همپوشانͬ بدون بازه�ی دو هر برای و است، |t٢− tواریانس|١ و

فرآیند ) دانست. اینشتین توسط شده توصیف بعدی) ͷی ) بروانͬ حرکت ریاضیاتͬ نمود مͬ�توان را فرآیند این حقیقت در

معادله آوردن به�دست برای .D = ١/٢ طوری�که به مͬ�کند استفاده زمان و مͺان مختصات برای را دلخواهͬ یͺاهای وینر

است اینشتین شرط یادآور (ج) نکته برد.) به�کار را
√
٢DB(t) شده بازمقیاس و غیراستاندارد بروانͬ حرکت باید اینشتین،

مͬ�کند ایجاب را بودن گاوسͬ (۶.١) رابطه .[٣١] ” هستند یͺدیͽر از مستقل ،τ پیاپی زمانͬ بازه دو هر در حرکت�ها ” که

وینر دارد. مقیاس۴ͬ رابطه زمان با X(t) ∼ t١/٢ صورت به مͺانͬ مختصه است. (٧.١) در واریانس به مربوط ویژگͬ و

شرایط که فضایی کرد، اثبات است، مناسبی ۵ ... احتمال دارای که مناسب نمونه فضای ساختن با را فرآیندی چنین وجود

شده�ی تولید مسیرهای با مͬ�توان آورد؛ دست به را مسیرها ویژگͬ چندین او اساس، این بر . مͬ�کند، ارضا را (ب) تا (الف)

پیوسته اگرچه وینر فرآیند در مسیری هر که، است این مشهود ویژگͬ مهم�ترین نمود. مقایسه (٩.١) شبیه�سازی از حاصل

سرعت تعیین در توانایی عدم دقیق̞ ریاضͬ بیان ویژگͬ، این نیست. مشتق�پذیر نقطه�ای هیچ در ͷی احتمال با اما است،

شͺل�گیری به منجر که گرفت انجام تصادفͬ فرآیند ͷی انتگرالِ به دادن معنا جهت تلاش�ها طرفͬ از است. بروانͬ ذرات

١ Almost Surely
عنوان به دهد. رخ تلاش معینͬ تعداد با حتما اتفاق این که نمͬ�کند ایجاب شرط این .PrA = ١ اگر مͬ�دهد رخ قطع به�طور تقریبا صورتͬ در A فرآیند ٢

غیرممͺن ۵ انتخاب اصولا که اگرچه نباشد. ۵ نظر مورد رقم که باشد حالتͬ A دهید اجازه و کرده انتخاب تصادفͬ صورت به صحیح عددی مثال،

باشد. عدد بی�نهایت میان از مͬ�تواند خروجͬ چراکه است ͷی A برای احتمال این اما نیست،

٣ Gaussian Distribution
عنوان به دهد. رخ تلاش معینͬ تعداد با حتما اتفاق این که نمͬ�کند ایجاب شرط این .PrA = ١ اگر مͬ�دهد رخ قطع به�طور تقریبا صورتͬ در A فرآیند ۴

غیرممͺن ۵ انتخاب اصولا که اگرچه نباشد. ۵ نظر مورد رقم که باشد حالتͬ A دهید اجازه و کرده انتخاب تصادفͬ صورت به صحیح عددی مثال،

باشد. عدد بی�نهایت میان از مͬ�تواند خروجͬ چراکه است ͷی A برای احتمال این اما نیست،

۵ Measure
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٢١ تصادفͬ مدل�های ابزار فراهم�سازی .۴.١

شبیه�سازی از مسیرها است. بروانͬ حرکت برای ریاضͬ مدل واقع در که وینر فرآیند (X(t)برای نمونه مسیرهای :٧.١ شͺل
تعیین ارجح مسییر ͷی نمͬ�توان زمانͬ هیچ در و پیوسته؛ اما هستند نامنظم بسیار نمونه مسیرهای شده�اند. حاصل عددی

هستند. سازگار (١.١) کاپلر توسط شده مشاهده واقع̞ͬ بروانͬ حرکت با شده تولید مسیرهای موضعͬ به�صورت کرد.

فیزیͺدان�ها برای بیشتر که ) [٣۵] استراتونوویچ٣ توسط ادامه در و [٣۴ ،٣٣] ایتو٢ توسط [٣٢] ١ تصادفͬ محاسبات

شد. دارد) فراوانͬ اهمیت

لانژوین معادله ٢.۴.١

در مفهوم اولین .ͷفیزی جامعه در ۴ تصادفͬ دیفرانسیل معادلات بحث با بود همزمان ریاضͬ ابزار چنین یافتن برای انگیزه

توصیف حرکت معادلات برحسب را بروانͬ ذره حرکت که شد، ارائه [٣۶] ۵ لانژوین فرانسوی فیزیͺدان توسط زمینه این

کرد،

dX
dt = V (t),

mdV
dt = −γV (t) + ξ(t),

(١٣.١)

معادلات این اول، نگاه در است. اطراف محیط با خطͬ اصطͺاک ضریب γ و بروانͬ ذره جرم m معادلات، این در که

راست، سمت در اتلافͬ اصطͺاک نیروی نیز و چپ سمت در لختͬ به مربوط آشنای ترم همراه به نیوتون، دوم قانون مشابه

١ Stochastic Calculus

٢ Ito

٣ Stratonovich

۴ Stochastic Differential Equations

۵ Paul Langevin
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٢٢ تصادفͬ مدل�های ابزار فراهم�سازی .۴.١

(١٩-١٨٧٢۴۶) لانژوین پاول :٨.١ شͺل

است. برخوردها حین در خارجͬ سیال یا گاز ملͺول�های با تکانه انتقال معرف ξ(t) زمان به وابسته جمله مͬ�رسند. نظر به

حدود کننده�ی تعریف عباتͬ به یا dt زمان̞ͬ مقیاس معکوس̞ از است سریع�تر بسیار برخورد نرخ که مͬ�شود فرض دوباره

این مقدار بودن کاتوره�ای زمان. از ١ تعینͬ تابع ͷی نه مͬ�آید بیرون تصادفͬ فرآیند دل از ξ(t) تعریف .(١٣.١) اعتبار

لانژوین معادله بنابراین، شوند. مشخصه�یابی احتمالات طریق از باید که مͬ�شود، منتقل نیز V (t) و X(t) توابع به تابع

پراهمیت بسیار بعدی دهه�های در که شاخه�ای در را فیزیͺدان�ها و ریاضیدان�ها و گذاشته کنار را ͷکلاسی آنالیز روش�های

شرایط در محیط اگر مشخصنمود. را ξ(t) برخوردها نوع باید نخست، نمود. همراستا یͺدیͽر با ،[۴٠،٣٨،٣٧،٣٣] شد

و اینشتین تئوری�های ظهور موجب که چیزی کرد، استناد جنبشͬ تئوری قوانین به مͬ�توان شود، داشته نگه گرمایی تعادل

میانگین، صورت به تکانه انتقال مͬ�کنند. پیروی بولتزمن ماکسول- توزیع قوانین از اطراف ملͺول�های شد. ͬͺاسملوکوفس

قوانین این، بر علاوه مͬ�شود. وارد یͺسان احتمال با مختلف جهات در بروانͬ ذره به وارده ضربات بود، بایاسخواهد بدون

معادل آماری لحاظ از ،t٠ زمانͬ انتقال هر ازای به ξ(t + t)٠ و ξ(t) فرآیندهای مͬ�کند ایجاب که ٢؛ هستند پایا تعادل

فوق فرض�های پذیرفتن مͬ�شوند٣. فرض یͺدیͽر از مستقل اتفاق�های آماری لحاظ از برخوردی دو هر همچنین و باشند.

است، شرایط این ارضای نیازمند

⟨ξ(t)⟩ = ٠,

⟨ξ(t)ξ(t′)⟩ = ٢Dγ٢δ(t− t′),

(١۴.١)

١ Deterministic Function

٢ Stationary
pAB(x, y) آن�ها مشترک احتمال چͽالͬ تابع نیز باشند. pB(x) و pA(x)ترتیب به احتمال چͽالͬ تابع با پیوسته تصادفͬ متغیر دو B و A فرضکنید ٣

به هستند؛ نیز ناهمبسته مستقل، تصادفͬ متغیر دو همچنین .pAB ≡ pApB که بود خواهند مستقل آماری لحاظ از B و A صورتͬ در باشد.

B و A که است برقرار حالتͬ در تنها قضیه عکس اما .⟨AB⟩ =
∫ ∫

xypAB(x, y)dxdy =
∫
xpA(x)dx

∫
ypB(y)dy = ⟨A⟩ ⟨B⟩،ͬعبارت

باشند. گاوسͬ مشترک طور به
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٢٣ تصادفͬ مدل�های ابزار فراهم�سازی .۴.١

ثابت ͷی فقط این حاضر، حال در اما شد خواهد بیان D پخش ثابت حضور علت ادامه در .t′و t مقادیر تمام برای

و ونگ ،١٩۴۵ در مͬ�کند. مشخص را ξ(t) ١ نوفه�ای فرآیند با برخورد در خیزها و افت دامنه�ی مقدارش که است مثبت

با این�که ضمن فرض این بͽیرند. نظر در ٣ گاوسͬ فرآیند ͷی را ξ(t) است، منطقͬ که دادند نشان [٣٨] ٢ اورناشتاین

توجیه نیز دیͽری مهم جهات از است، سازگار ملͺول�ها بمباران در بولتزمن ماکسول- تکانه�ی توزیع تابع گاوسͬ طبیعت

سوق و ٧ خودهمبسته تابع به مربوط جملات روی از منحصرا ،۶ξ(t) ۵ سفید گاوسͬ نوفه�ی توزیع ویژگͬ�های مͬ�شود۴.

مͬ�شوند٨. تعریف (١۴.١) رابطه در

معادله این حل راستا، این در گام اولین مͬ�پردازیم. (١٣.١) تصادفͬ دیفرانسیل معادله مورد در تفسیر و بحث به باید حال

مومنت�های مͬ�توان ،[٣٩] حاصل پاسخ کلͬ فرم از استفاده با است. تحلیلͬ تابع ͷی عنوان به نوفه ترم نظرگرفتن در با

باید مرحله این در آورد. دست به را V (t) X(t)و ٩ میان متقابل همبستگͬ یا و همبستگͬ خود توابع همچنین و دوم و اول

از باشند. کاتوره�ای مͬ�توانند حتͬ که دارد بستگͬ V (٠) و X(٠) اولیه مقادیر به پاسخ گیرد. قرار استفاده مورد (١۴.١)

مشخص بولتزمن) (ماکسول- زمان از مستقل سرعت توزیع ͷی توسط که است تعادلͬ پاسخ علاقه، مورد حالت�های جمله

مͬ�شوند: حاصل زیر اولیه شرایط طریق از شرایط این مͬ�شود.

⟨V (٠)⟩ = ٠ ≡ ⟨V (t)⟩ ,
⟨
V (٠)٢

⟩
=
γD

m
≡
⟨
V ٢(t)

⟩
. (١۵.١)

باشیم داشته مͬ�کند ایجاب انرژی همپاری ،ͬͺانیͺم آزادی درجه ͷی با بروانͬ ذره ͷی برای که، داشت توجه باید

١ Noise Process

٢ Wang and Ornstein

٣ Gaussian Process
گاوسͬ ti ∈ I و d ∈ N که X = (X(t١), ..., X(td)) محدود بعد با تصادفͬ بردار هر توزیع اگر مͬ�شود نامیده گاوسͬ فرآیند ͷی {X(t)}t∈I

۴

ایزرلͬ قضیه حاصل ویژگͬ این مͬ�شود. تعریف ⟨X(t١)X(t٢)⟩همبستگͬ�اش تابع و ⟨X(t)⟩ میانگین طریق از صرفا گاوسͬ فرآیند باشد. متغیره چند

و دارند صفر مقدار فرد مومان�های تمام صفر، میانگین با گاوسͬ فرآیند ͷی برای قضیه، این طبق است. احتمالات تئوری در isserli′stheorem

مͬ�شوند. محاسبه همبستگͬ تابع طریق از زوج مومان�های

۵ Gaussian White Noise
طول تمام که است سفید نور مورد مشابه نام این .S(ω) =

∫∞
−∞ e−iωt ⟨ξ(٠)ξ(t)⟩ dt = ٢γkBτ ثابت توان طیفͬ چͽالͬ به دارد اشاره سفید نوفه ۶

دارند. یͺسانͬ سهم موج�ها

٧ Autocorrelation
طریق از کوواریانس .Cov[A,B] = ⟨AB⟩ − ⟨A⟩ ⟨B⟩ مͬ�شود، تعریف صورت این به B و A تصادفͬ متغیر دو کوواریانس ریاضͬ، لحاظ از ٨

.Corr[A,B] = Cov[A,B]/
√

σ٢
Aσ٢

B دارد، ارتباط همبستگͬ به σB و σ٢
A =

⟨
A٢⟩− ⟨A⟩٢ واریانس

٩ Cross-Correlators

٢٣



٢۴ تصادفͬ مدل�های ابزار فراهم�سازی .۴.١

مͬ�شود. تعریف D = (RT )/(Nγ) ثابت ترتیب این به است. پیرامون محیط دمای T که ،
⟨
V (٠)٢

⟩
= (RT )/(Nm)

معادله همان دقیقا γکه = ۶πηr با است برابر استوکس اصطͺاک ضریب ،r شعاع با کروی ذره ͷی برای این بر علاوه

معادله این برای D واقعا آیا اما شد. ارائه اینشتین توسط متفاوت کاملا توجیهͬ با که معادله�ای مͬ�دهد؛ دست به را (٢.١)

فرض کلیت دادن دست از بدون البته ) داریم فرآیند این در جابجایی مربع میانگین برای است؟ پخش ضریب لانژوین

،(X(٠) = ٠ مͬ�کنیم

⟨X(t)⟩ = ٠,⟨
X٢(t)

⟩
= ٢D

γ

[
t/τ −

(
١− e−t/τ

)]
=


⟨
V (٠)٢

⟩
t٢, for t≪ τ,

٢Dt, for t≫ τ.

(١۶.١)

دو واقع در که اینرسͬ و اصطͺاک نیروهای میان رقابت سنجش برای است معیاری واقع در τ = m/γ زمانͬ مقیاس این

τ = ٨−١٠sec سیال در معلق بروانͬ ذره برای لانژوین تخمین )ͷکوچ خیلͬ زمان�های برای مͬ�کند. متمایز را زمانͬ رژیم

انگیزه�ی مͬ�شود. نامیده ١ͷبالستی رژیم زمانͬ، رژیم این افزایشمͬ�یابد. زمان مربع با متناسب جابجایی مربع میانگین بود)،

Vdet =
√⟨

V (٠)٢
⟩
تعینͬ تندی با که ذره�ای مͬ�شود: آشͺار (١٢.١) ͬͺاسملوکوفس معادله با مقایسه هنگام نامͽذاری این

و تندی ،ͬͺاسملوکوفس پیشنهادی پاسخ خلاف بر که چند هر مͬ�دهد. نشان رفتاری چنین دقیقا است، حرکت حال در

رژیم دارند. بولتزمن ماکسول- قانون با مطابق توزیعͬ (١۵.١) معادله به توجه با و هستند کاتوره�ای این�جا در سرعت�ها

۵.١) نتیجه با موافق کاملا جابحایی مربع میانگین رفتار که دید مͬ�توان چنان�که، دارد، نام پخشͬ ناحیه�ی بلند، زمان�های

به [٣٨]؛ مͬ�شود Vمنتقل (t) و X(t) به ξ(t) نوفه بودن گاوسͬ طبیعت همچنین، است. اینشتین پخش مدل از )حاصل

زمان�های تمام که حدی حالت در ،X(t) رفتار حقیقت، در مͬ�شود. توزیع (۶.١) معادله طبق X(t) مͺانͬ مختصه ویژه،

مستقیم اعمال با جالب تشابه ͷی است. وینر فرآیند همان هستند، بزرگ بسیار τ به مقایسه در زمانͬ بازه�های و اندازه�گیری

اینرسͬ ترم از مͬ�توان ،τ = m/γ ͷکوچ پارامتر گرفتن نظر در با مͬ�شود. مشاهده ،(١٣.١) لانژوین معادله بر تقریب

حرکت نتیجه این به معادله برای صورت این در کرد. صرف�نظر (γ با متناسب ) اصطͺاک مقابل در (m با متناسب )

مͬ�رسیم:

V (t) =
dX

dt
=
ξ(t)

γ
. (١٧.١)

١ Ballistic

٢۴



٢۵ تصادفͬ مدل�های ابزار فراهم�سازی .۴.١

در وینر. فرآیند ͷی مشتق با بود خواهد متناسب ξ(t) نوفه�ی باشد، وینر فرآیند ͷی X(t) فرآیند این�جا، در فرضا اگر حال

بنابر است. کرده پیدا معنا مشتق این حدی، حالت این� در هستند، مشتق�ناپذیر وینر فرآیند مسیرهای این�که وجود با نتیجه،

چشم�پوشͬ قابل اینرسͬ که زمانͬ مقیاس�های در اما است. خوش�تعریف سرعتͬ دارای لانژوین معادله طبق حرکت تعریف،

رو، این از بود. خواهد X(t + dt) − X(t) = γ−١ξ(t)dt لحظه�ای جابجایی�های ξ(t) از حاصل ضربه�های اثر است،

دارد. فراوان خیز و افت و شده حداکثر ذرات سرعت

آن اصلͬ شͺل مͬ�شود. برداشته لانژوین معادله از [۴٠] دووب١ تفسیر از استفاده با تعریف�ها، در ریاضͬ دشواری�های

آشنای و تعینͬ مسایل انتقال جهت را شهودی و طبیعͬ رهیافتͬ چراکه است؛ ارزش با بسیار فیزیͺدان�ها برای البته (١٣.١)

را دیفرانسیل معادله این انتگرالͬ صورت ریاضیدان�ها طرفͬ، از مͬ�آورد. فراهم تصادفͬ حرکت�های دنیای به ،ͷانیͺم

فرآیند ͷی به نسبت انتگرالͬ که مͬ�شود شناخته dB(t′) عنوان به ξ(t′)dt′ شامل بررسͬ، مورد انتگرال مͬ�دهند. ترجیح

مͬ�گیرد. قرار بررسͬ مورد ایتو تصادفͬ محاسبات به�کارگیری با معادله دوم صورت این است. وینر

خارجͬ پتانسیل اثر تحت ذره حرکت نمونه، عنوان به شد. روبرو پیچیده�تری مسایل با مͬ�توان ریاضͬ، پایه�های این برمبنای

مورد برای کار این است. بررسͬ قابل (١٣.١) لانژوین معادله به ∂U
∂x نیروی به مربوط جمله�ی کردن اضافه با ،U(x, t)

مساله امروز به تا اما شد. انجام [٣٨ ،٣٧] ٢ͷاوهلنب و اورناشتاین ونگ، توسط ،U(x) = mω٢/٢ ͷهارمونی پتانسیل

قابلیت ایتو، تصادفͬ محاسبات است. بوده تصادفͬ دیفرانسیل معادلات برحسب غیرتعینͬ مسایل فرمول�بندیِ علاقه، مورد

دارد، را زیر فرم به معادله هرگونه بررسͬ

dX
dt

= a(X(t), t) + ĝ(X(t), t)ξ(t). (١٨.١)

گاوسͬ سفید نوفه�های مولفه�هایش که است تصادفͬ پروسه ͷی ξ(t) و ماتریسͬ تابعͬ ĝ(x, t) برداری، کمیتͬ a(x, t)

است. زمان از معین لحظه ͷی در سیستم حالت تعیین جهت لازم متغیرهای تمام دربردارنده�ی X بردار مستقلند. هم از

بروانͬ ذره ͷی برای لانژوین معادله بازیافتن جهت .X = (X١, ..., Xd)
T بعدی، d وینر فرآیند ͷی برای مثال عنوان به

باشند. ͬͺفیزی کمیت�های سایر و زاویه�ای تکانه زاویه، شامل Xمͬ�توانند مولفه�های همچنین .X = (X,V )T بعدی، ͷی

صورت به حالتͬ متغیرهای از استفاده با یون�ها) یا الͺترون�ها ) را گرمایی برانگیخته� بار حامل�های اثر مͬ�توان بنابراین،

ͬͺتریͺال مدار ͷی در شده اندازه�گیری مختلف جریان�های و ولتاژها ترتیب به Ii و Ui که گرفت؛ نظر در X = (Ui, Ii)

شناخته لانژوین معادله عنوان به ͬͺفیزی متون در عموما (١٨.١) قبیل از معادلاتͬ اش، کلͬ و مجرد ظاهر برخلاف هستند.

١ Doob

٢ Uhlenbec
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٢۶ تصادفͬ مدل�های ابزار فراهم�سازی .۴.١

( ١٨۵١٩-٨۴٧) پلانک ماکس راست: ، (١٩٧٢-١٨٨٧) فوکر آدرین چپ: سمت :٩.١ شͺل

مͬ�شوند.

پلانک فوکر- معادله ٣.۴.١

ͷی حالت احتمال چͽالͬ تابع که دادند نشان بروانͬ) حرکت مطالعه با ) اینشتین و سهام) بازار به مربوط متون (در بچلیر

آیا که است این سوال حال مͬ�کند. پیروی معادله(١.۴)، خطͬ، دیفرانسیل معادله ͷی از ،t زمان در B(t) وینر فرآیند

زمینه این در توجه قابل تلاش�های یافت؟ لانژوین حرکت معادله نظیر پیچیده�تری دینامی�ͷهای برای مشابهͬ معادله مͬ�توان

معادله هر به وابسته که شد معلوم سرانجام شد. انجام بروانͬ، حرکت مورد در اینشتین مقاله انتشار از پس سال�های در

،[۴١] دارد وجود زیر صورت به معادله ͷی ،(١٨.١) تصادفͬ دیفرانسیل̞

∂

∂t
p(x; t) = −

d∑
i=١

∂

∂xi
[ai(x, t)p(x; t)] +

١
٢

d∑
i,j=١

∂٢

∂xi∂xj
[bij(x, t)p(x; t)] . (١٩.١)

هستند ai(x; t)مولفه�های حقیقͬ، مقادیر با ai(x; t) توابع است. xمتغیرهایحالت برای pdf احتمال چͽالͬ تابع p(x; t)

ĝ(x; t)ĝ(x; t)T مولفه�های ها bi,j(x; t) ترتیب، همین به دارند. نام سوق١ ضرائب و داشت وجود (١٨.١) معادله در که

با احتمال�هایی چͽالͬ برای پلانک فوکر- تعینͬ معادله میان تمایز که است مهم بسیار هستند. پخش ضرائب که هستند

شود. آشͺار کاتوره�ای، پدیده�ی ͷی تحولات دهنده�ی توضیح تصادفͬ لانژوین معادله و حقیقͬ مقدار

عنوان به احتمالات تئوری به مربوط متون در امروزه و شد معرفͬ [۴٢] کولموگروف آندره توسط ١٩٣١ در (١٩.١) معادله

و اینشتین بعدی ͷی پخش معادله ،a(x; t) = ٠, b(x; t) = ٢D دادن قرار با مͬ�شود. شناخته کولموگروف پیشرو معادله

١ Drift Coefficients
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٢٧ خیزها و افت مدل�سازی برای جهان�شمول رهیافتͬ گاوسͬ: سفید نوفه .۵.١

١٩١٣ در که ) ٢ پلانک ماکس کنار در خود تخصصͬ دکتری دوره�ی طͬ در ،١ فوکر آدریان آمد. خواهد دست به بچلیر

در .[۴۴–۴٢] یافت دست (١٩.١) معادله برای کلͬ شͺل ͷی به دوار٣، دوقطبی�های روی بر مطالعه در یافت)، پایان

پخش معادله عام فرم ͬͺاسملوکوفس ١٩١۵ در مͬ�شود. ارجاع معادلات این به پلانک فوکر- معادلات نام با ،ͷفیزی دنیای

وارد را خارجͬ نیروهای سهم که معادله�ای [۴۵]؛ داد ارائه مͬ�شناسیم، ͬͺاسملوکوفس معادله نام به حاضر حال در که را،

در دیفرانسیلͬ معادله ریلͬ ،١٨٩١ در است. کردن صرف�نظر قابل اینرسͬ ترم که مͬ�کند کار محدوده�ای در اما مͬ�کند

به ۴،که کرامرز کلاین- معادله سرانجام، و .[۴۶] داد قرار مطالعه مورد را خارجͬ نیروهای غیاب در و سرعت فضای

خارجͬ و اینرسͬ نیروهای جمله�ی دو هر شامل است، شده نامͽذاری [۴٨] کرامرز۶ هانس و [۴٧] کلاین۵ اسͺار افتخار

آورد. فراهم x = (x, v) کامل فاز فضای در توصیفͬ توانست نهایت در و است.

فرآیند ویژگͬ�های چراکه است، کامل�تر صورتͬ لانژوین معادله است. لانژوین روش کننده�ی تکمیل (١٩.١) معادله�ی

زمانͬ، تک حالتِ متغیرهایِ احتمالِ چͽالͬ تابع تنها پلانک فوکر- معادله مͬ�کند. تعیین تماما را مطالعه مورد تصادفͬ

است. ناکارآامد ⟨X(t١)X(t٢)⟩ دوزمانه همبستگͬ�های مورد در پیش�بینͬ در معادله این مͬ�کند. توصیف را ،p(x; t)

بر خاص تمرکز با پلانک فوکر- معادله ، مͬ�کنیم خاصصحبت احتمالِ چͽالͬ تابع ͷی تحلیل̞ مورد در وقتͬ که، هرچند

تقریبی یا و دقیق روش�های باشیم، داشته تعینͬ دیفرانسیل̞ معادله ͷی اگر مͬ�دهد. ارائه چشم�گیری بسیار نتیجه مساله،

و متغیرها جداسازی توابع، ویژه بسط نظیر روش�هایی دارد؛ وجود آن حل برای استاندارد تحلیل�های از برآمده بسیاری

روش از استفاده با راحتͬ به مرزی شرایط این�ها، بر علاوه .[۴١] کوانتومͬ ͷانیͺم به مربوط پیچیده�تر روش�های یا

مͬ�شود. وارد [۴٩] تصویر

خیزها و افت مدل�سازی برای جهان�شمول رهیافتͬ گاوسͬ: سفید نوفه ۵.١

است. مهم و توجه جالب بسیار آن به وابسته (١٨.١) پلانک فوکر- معادله�ی و (١٩.١) لانژوین معادله در موجود کلیت

متغیر بر اثرگذار کمیت�های تمام که است این ایده است. بروانͬ ذرات پخش از فراتر و گسترده بسیار آن�ها کاربرد حیطه

معادله ساختار رویهمرفته تعینͬ بخش کنیم. تقسیم خیزها و افت و تعینͬ سهم دو به را X(t) مطالعه تحت ͬͺدینامی

١ Adriaan Fokker

٢ Max Planck

٣ Rotating Dipoles

۴ Klein-Kramers Equation

۵ Oskar Klein

۶ Hans Kramers
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٢٨ خیزها و افت مدل�سازی برای جهان�شمول رهیافتͬ گاوسͬ: سفید نوفه .۵.١

مͬ�شوند. وارد ξ(t) گاوسͬ سفید نوفه�(های) طریق از اساسا خیز و افت مولفه�های مͬ�کند. توصیف را لانژوین حرکت

کاربردها ١.۵.١

شده�اند ذکر [۴١] ١٩٨٩ در ریسͺن١ کتاب در دوره�ای پتانسیل�های در لانژوین حرکت معادله کاربرد از فراوانͬ نمونه�های

) ۴ جوزفسون تونل�زنͬ اتصال از عبوری جریان ابریون٣ͬ، رساناهای در بار حامل ترابرد نوسانگر٢، همزمان�سازی شامل:

علاوه لیزر. ͷی در نوفه و ۵ بسته فازی حلقه�های در نوفه شده�اند)، جدا هم از اکسید نازک لایه ͷی توسط که ابررسانا دو

پاسخ نظریه در پذیرفتاری محاسبه�ی ،[۴١ ،٣٩] است دبای۶ ͬͺتریͺدی�ال واهلش تئوری قلب که دوار بروانͬ ذره این بر

.[۴١] مͬ�کند امͺان�پذیر را خارجͬ میدان در قطبی�ها دو دوران برای خطͬ

دوم مورد .[۴٨ ،۴١] افزود کابردها به نیز را ٨ کرامرز گریز نرخ تئوری و ͷدینامی نور پراکندگͬ [٣٩] ٢٠٠۴ در ٧ کووفͬ

X(t) متغیر این�جا، در بود. گرفته شͺل گرمایی محرک�های دلیل به شیمیایی پیوندهای شͺست توضیح̧ جهت اصل در

شͺسته ملͺول قسمت دو بین فاصله دیͽر، عبارتͬ به است؛ برهمͺنش مختصات دهنده نشان بلͺه نیست، ͷکلاسی مͺان

علت به پتانسیل چاه از گریز دارای ̞ͬͺفیزی سیستم هر در گریز نرخ برای را صریحͬ فرمول�بندی تئوری این .[٣٩] شده

مغناطیس٩ͬ، مایع بلورهای در ͷتریͺال دی واهلش به مͬ�توان تئوری این فراوان کاربردی موردهای از مͬ�آورد. فراهم نوفه،

نمود. اشاره جوزفسون اتصال�های ͷدینامی و لیزر ͷفیزی ریز١٠، فرومغناطیس ذرات مغناطیسͬ واهلش

آن پیشروی روند صورت این در باشد، ͷکوچ نسبتا شیمیایی واکنش�های برای نوعͬ زمان̞ͬ مقیاس اگر دیͽر، سویی از

کنترل یا محدود واکنش̞ که رژیم این در مͬ�شود. هدایت واکنش در جفت�هایشان یافتن̞ برای ذرات نیاز مورد زمان توسط

است. حاکم گذارها نرخ و آمار بر بروانͬ حرکت اصولا مͬ�شود، نامیده [۵٠] پخش١١ͬ شده�ی

١ Risken

٢ Synchronisation

٣ Superionic Conductors

۴ Josephson Tunneling Junction

۵ Phase Locked Loops

۶ Debye Theory of Dielectric Relaxation

٧ Coffey

٨ Kramer’s Escape Rate Theory

٩ Nematic Liquid Crystals

١٠Fine Ferromagnetic Particles

١١Diffusion-Limmited or Diffusion-Controlled Reaction

٢٨
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گرمایی برانگیخته�گͬ�های علت به که نوفه�ایست [۵٢ ،۵١ ،٣۵] نیͺوویست١٢ جانسون- نوفه ،ͬͺتریͺال مدارهای در

اعمال ولتاژ نوع هر از نظر صرف مͬ�شود، تولید تعادل حالت در ͬͺتریͺال رسانای در الͺترون�ها) (عموما بار حامل�های

به .[۵٣] است گاوسͬ به ͷنزدی توزیعͬ دارای و است سفید نوفه تقریب با ایده�آل مقاومت ͷی در گرمایی نوفه شده.

از ولتاژها و جریان�ها برای لانژوین معادله مطالعه�ی باشد، گرمایی نوفه آثار کردنِ وارد به نیاز که موردی هر در ترتیب، این

است. برخوردار اهمیت

کرد. ایفا نقشͬ زمینه این در محلول�ها در ملͺول�های ٢ تابش̞ͬ واقطبیدگͬ بررسͬ با ،[۵۴] ٢٠٠٢ در خود کتاب مازو١در آر.

گردآوری زمینه این در مرجع�ها از بزرگͬ لیست و پرداخت پلیمرها پخش برای ساختگͬ مدلͬ کامل شرح به کار، این در او

نمود.

دارای زیست�شناسͬ کاربردهای در (a(X)ͬاکغیرخطͺاصط ترم با است لانژوین حرکت معادله که ) فعال٣ بروانͬ حرکت

یا زنده سلول�های در جهت�دار ترابرد نظیر خودکشش۴ͬ: حرکت̞ͬ الͽوهای توصیف مانند کاربردهایی است؛ فراوانͬ اهمیت

سهام بازار حیطه در بچلیر توسط آماری صورت به پخش معادله بار اولین این�که به توجه با .[۵۵] تجمع۵ͬ ازدحام رفتار

تحولِ شولتز۶ -ͷبل مدل . باشد داشته جدید مالͬ ریاضیات در مهمͬ نقش لانژوین معادله که نبود عجیب شد، مطرح

افزاینده٧ نوفه�ی دارای لانژوین̞ معادله برحسب مدل این .[۵۶] مͬ�دهد توضیح را خیزها و افت اثر X(t)تحت سهام قیمت

بروانͬ حرکت تغییر این و .X(t) با است متناسب بلͺه نیست ثابت (١٨.١) معادله در حاضر نوفه�ی مͬ�شود: فرمول�بندی

استفاده با و است مثبت همواره X(t) رو، این از است. سوق ترم با نمایی وینر فرآیند واقع در که مͬ�کند تولید را هندس٨ͬ

مͬ�شود. مشخص لͽاریتم٩ نرمالِ توزیع و مستقل افزاینده�ی نموهای از

١٢ Johnson-Nyquist Noise

١ Mazo

٢ Fluorescence Depolarisation

٣ Active Brownian Motion

۴ Self-Propelled

۵ Collective Swarming Behaviour

۶ Black-Scholes Model

٧ Multiplicative Noise

٨ Geometric Brownian Motion

٩ Log-Normal
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کند متغیرهای به نسبت سریع متغیرهای ٢.۵.١

محیط ͷدینامی با پیچیده برهمͺنش�های کردن وارد جای به بود. بروانͬ حرکت لانژوین، تحلیل̞ͬ مطالعات اصلͬ موضوع

محیط از حاصل آثار تمام بنابراین، داد. را (١٣.١) تصادفͬ�اش حرکت معادلات کارگیری به پیشنهاد لانژوین پیرامون،

است، توجه جالب بسیار روشͬ این مطمئنا مͬ�شوند. جمع ξ(t) گاوسͬ سفید نوفه و −γV خطͬ اصطͺاک ترم توسط

هرچند مͬ�دهد. را شده) ذکر کاربردهای (نظیر دیͽر مسایل به روش بسط اجازه�ی و کرده فراهم شهودی درکͬ چراکه

جداسازی براساس رهیافت، این برای ذهنͬ) ) ابتکاری توجیه ͷی است. پدیده�شناختͬ روشͬ پیشنهادی، روش این که

مͬ�شود. بیان ادامه در که است زمانͬ مقیاس�های

متغیر سو، ͷی از هستند. مشترک مورد ͷی در آن�ها، موضوعات در تنوع وجود با شد، اشاره آن به بالا در که سیستم�هایی

پیرامون نوفه�ای محیط با متغیرها این رفتار دیͽر، طرفͬ از .X(t)است مطالعه مورد آن�ها ͷدینامی که هستند متغیرهایی یا

مجموعه�ی ͷی از است شده تشͺیل خود گرمایی، حمام این است. شده جفت گرمایی١ حمام ͷی با ،ͬͺفیزی بیان به یا

مطالعه، مورد ͬͺدینامی متغیر با مقایسه در آن دهنده�ی تشͺیل اجزای که آزادی، درجه زیادی بسیار تعداد شامل ͬͺدینامی

مالͺیت تغییر سهم هزاران بازه این طͬ در اما شود؛ ثبت مرتبه ͷی ماه هر مͬ�تواند سهام قیمت مͬ�کنند: عمل سریع خیلͬ

این بر ذرات تمام جمع̞ͬ اثر بلͺه ندارند، توجهͬ قابل اثر X(t) کندتر متغیر بر مجزا صورت به برهمͺنش�ها این دارند.

برهمͺنش�های میان همبستگͬ دیͽر، سویی از است. (زمانͬ) میانگین آماری آثار بر تمرکز دلیل، این به مͬ�شود. وارد متغیر

بلافاصله مثال، عنوان به باشد. چشم�پوشͬ قابل ͬͺدینامی متغیر حرکت با مقایسه در تا برود بین از سرعت به باید متوالͬ

ملͺول مͬ�شوند، روبرو یͺدیͽر با دوباره که زمانͬ اما است؛ همبسته آن�ها حرکت سیال، ملͺول با بروانͬ ذره برخورد از بعد

شرایط، این است. رفته بین از کلͬ به بروانͬ ذره با آن همبستگͬ که است داشته برخورد سیال ملͺول�های دیͽر با آنقدر سیال

مͬ�کند. توجیه را لانژوین رهیافت در (δ دلتا تابع صورت به همبستگͬ یا ) سفید نوفه کارگیری به علت

عملͽرهای همچون ماهرانه�ای ابزارهای گرفتن کار به با کمͬ�تر، و دقیق�تر روش ͷی از استفاده با را موارد این مͬ�توان

[۵۴] مرجع در سیال، یا گاز در سنگین بروانͬ ذرات برای فرآیند این داد. انجام نیز [۵٨ ،۵٧] سوانسیش٢ موری- مسیر

معادله به منجر و مͬ�شوند حذف کندترها نفع به سریع متغیرهای تعینͬ، لیوویل٣ معادله از شروع با است. شده بررسͬ

اما .۴ یافت را پخش ضریب و اصطͺاک میان ͷوپیͺروسͺمی رابطه مͬ�توان حتͬ وسیله بدین مͬ�شود. لانژوین حرکت

١ Heat Bath

٢ Mori-Zwanzig Projection Operators

٣ Liouville Equation
انرژی همپاری به او رابطه این در حرکتش. معادله از مستقل آورد، دست به دیͽر معادله�ای از استفاده با را پخش ضریب و اصطͺاک میان رابطه لانژوین ۴

داشت. نیاز تعادل در
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دستیابی مسایل، از بسیاری برای حتͬ و بوده برانگیز چالش پیچیده�تر سیستم�های به آن بسط و نیستند بدیهͬ ریاضیات این

بلͺه نیست، بروانͬ حرکت توجیه برای برجسته روشͬ سوانسیش، موری- روش حقیقت، در نیست. میسر نهایی پاسخ به

همبسته غیر نوفه اول درجه در که است؛ لانژوین روش دادن عمومیت نیازمند دقیق تحلیل مͬ�دهد. نشان را آن اعتبار حدود

سیال در بروانͬ حرکت بحث در [۵۴] مرجع در مͬ�توان را مورد این در مثال�هایی مͬ�برد. سوال زیر را خطͬ اصطͺاک و

کرد. مشاهده ١ͷهارمونی فنرهای شبͺه�ی مورد در [۵٩] نیز و مرجع همین در و چͽال

توجه جالب موضوعات ٣.۵.١

ͷتفاوتتوسطی همه این وجود با شد، ذکر بالا در آن�چه نظیر گوناگونͬ پدیده�های چͽونه استکه این توجه قابل یͷسوال

متفاوت شدت به ͷوپیͺروسͺمی لحاظ از که وخیزی افت مͺانیزم�های چطور مͬ�شود. توصیف (١٨.١) تصادفͬ معادله

معادلات مغناطیسͬ، تکانه یا سخت کره بار، حامل گرمایی برانگیختگͬ لیزر، پرتو پراکننده�ی ناخالصͬ�های هستند- هم از

است؟ گاوسͬ نوفه آماری نظر از چرا به�ویژه است؟ ξ(t) ریاضیاتͬ نوفه مدل ͷی طریق از مطالعه قابل بورس- بازار در

زمان�های در پدیده�ها از وسیعͬ دسته است. مرکزی حد قضیه از ناشͬ بودن گاوسͬ که: است این آماری متخصصان پاسخ

اطلاعات به علاقه�مند که فرضکنید است. صورت این به قضیه کلͬ فرم دارند. گاوسͬ فرآیند به میل ریاضͬ لحاظ از بلند

یعنͬ، دارند؛ یͺسانͬ احتمال توزیع که هستیم δXj هم از مستقل کاتوره�ای متغیر سری ͷی مجموع آماری

X(n) =
n∑

j=١

δXj . (٢٠.١)

نرمال مجموع̧ حال مͬ�دهیم. نشان σ٢ =
⟨
δX٢

j

⟩
− µ٢ و µ = ⟨δXj⟩ با ترتیب به را آن�ها مشترک واریانس و میانگین

مͬ�گیریم، نظر در صورت این به را شده

X ′(n) =
X(n)− µn√

σ٢n
, (٢١.١)

چͽالͬ این بزرگ، های n برای که مͬ�دارد بیان چنین مرکزی حد قضیه حال، است. p′(x′;n) آن احتمال چͽالͬ تابع که

دیͽر، بیانͬ به مͬ�کند؛ میل گاوسͬ تابع سمت به احتمال

p′(x′;n) → p′(x′) =
١√
٢π
exp

(
−x

′٢

٢

)
(n→ ∞). (٢٢.١)

١ Lattice of Harmonic Springs
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مͬ�توان سو، ͷی از مͬ�کنیم. مطرح قضیه این مورد در دیدگاه دو مͬ�پردازیم. تصادفͬ فرآیندهای برای قضیه این نتایج به

نگاه این کاتوره�ای. گام طول با مرحله به مرحله خطͬ حرکت کنیم؛ تعبیر بعدی ͷی ول�گشت عنوان به را X(n) مجموع

مͬ�توان دیͽر، طرفͬ از مͬ�کند. ͷکم آن�ها ارتباط کردن پیدا به و آورده فراهم بروانͬ کلاسیͷحرکت تئوری از بهتری درک

تنها مشاهده، مقیاس در اگر هستند. نوفه�ای محیط در مقیاس١ ͷکوچ اغتشاش�های ها δXj که کرد نگاه مساله به این�طور

بود. خو�اهیم X(n) نمو مطالعه�ی نیازمند صورت این در باشد، تشخیص قابل ͷوپیͺروسͺمی رفتار این بزرگ تجمعͬ آثار

برملا نیز را آن محدودیت�های این�که ضمن هستند، تصادفͬ تئوری در گاوسͬ نوفه اهمیت دهنده�ی نشان تحلیل�ها نوع این

مͬ�کند.

ول�گشت برای مرکزی حد قضیه

کاتوره�ای طول�های که، مͬ�شود فرض است. jام گام طول δXj دیدگاه، این در مͬ�کنیم. بررسͬ را ول�گشت تصویر ابتدا

یͺسان احتمال با پیرسون، بعدی ͷی حرکت مثال، برای شده�اند. توزیع یͺنواخت و یͺدیͽر از مستقل صورت به گام�ها

در .σ٢ = l٢ و µ = ٠ داشت، خواهیم صورت این در است. δXj = −l یا δXj = +l گسسته گام�های طول دارای

صورت به θj هر که ،δXj = lcos(θj) داریم، گام تک ͷی برای دارد: پیوسته توزیعͬ x مختصه دوبعدی، پیرسون حرکت

با ول�گشت .σ٢ = l٢
⟨
cos٢(θj)

⟩
= l٢/٢ و µ = ٠ داریم، مورد این در مͬ�شود. انتخاب [٠; ٢π) بازه از یͺنواخت

دارد. نام شده بایاس حرکت ،µ ̸= ٠

،X(n) ول�گشت مͺان مختصه برای p(x;n) احتمال چͽالͬ تابع مطالعه�ی به باشد بزرگ بسیار n این�که فرض با حال

و µn میانگین دارای و بوده گاوسͬ تقریبا p(x;n) که گرفت نتیجه (٢٢.١)،مͬ�توان و (٢١.١) از مستقیما مͬ�پردازیم.

تعریف t = nτ زمانͬ مختصه ͷی بͽیریم، درنظر واقعͬ فرآیند ͷی را ول�گشت بتوان این�که برای مͬ�باشد. σ٢nواریانس

مرکزی، حد قضیه طبق درنهایت است. متوالͬ گام دو هر بین شده سپری زمان τ که مͬ�کنیم

p(x;n) ∼ ١√
۴πDt

exp

(
− (x− vt)٢

۴Dt

)
, t≫ x٢/D. (٢٣.١)

معرفͬ اندازه�گیری قابل ͬͺفیزی پارامترهای عنوان به D = σ٢/(٢τ) پخش ثابت و v = µ/τ سوق سرعت این�جا، در

مͺانͬ مختصه توزیع گام�ها، طول آماری جزئیات از مستقل است. نتیجه این جهان�شمولͬ ذکر، قابل نکته شده�اند.

مͬ�یابد افزایش زمان با خطͬ صورت به پهنا مربع و دارد وجود ⟨X(t)⟩ = vt ثابت٢ روند ͷی و است؛ گاوسͬ تقریبا

١ Small Scale Distortions

٢ Drift

٣٢
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در .v = ازای٠ به (٢٣.١) نتیجه با است معادل که یافت، دست (۶.١) معادله به اینشتین، نمونه، برای .
⟨
X٢(t)

⟩
= ٢Dt

تعریف ϕ(∆) متقارن تابع حسب بر او روش در گام�ها طول است: برده به�کار را ول�گشت رهیافت به�صورتضمنͬ، او واقع

واریانس با بایاس بدون ول�گشت y و x مختصه دو هر است. صفحه در پیرسون ول�گشت خاص�تر، مورد است. شده

طریق از چراکه ) نیستند مستقل آماری نظر از y و x راستاهای در حرکت درحالͬ�که، مͬ�دهند. نشان را σ٢
x = σ٢

y = l٢/٢

در .⟨δXjδYj⟩ = l٢ ⟨cos(θj)sin(θj)⟩ = ٠ هستند: غیرهمبسته هم به نسبت مرتبطند)، یͺدیͽر به θj چرخش زاویه

مͬ�شود، p(x, y; t) = p(x; t)p(y; t) نتیجه به منجر کاتوره�ای، بردارهای جمع برای مرکزی حد قضیه تعمیم موردی، چنین

،r =
√
x٢ + y٢ دایروی مختصه برای هستند. (٢٣.١) گاوسͬ توزیع دارای خود ،p(y; t) و p(x; t) از کدام هر که

،D = Dx + Dy = l٢/(٢τ) که یافت، دست p(r; t) = [r/(Dt)]exp[−r٢/(٢Dt)] به مͬ�توان dxdy = rdθdr

مختصات بستن کار به با ) رایلͬ که ؟؟ حدی نتیجه�ی همان با است مطابق دقیقا این و است. بعدی دو پخش ضریب

آورد. دست به (r′ = r/l و n = t/τ استاندارد

(دم توزیع١ انتهای نواحͬ در دقت عدم مͬ�شود. دقیق�تر (٢٣.١) گاوسͬ تقریب باشد، بزرگ�تر x٢/(Dt) نسبت هرچه

که مͬ�شود فرض بعد، به مرحله این از مͬ�رسد. نظر به مناسب مرکزی” حد قضیه ” نام رو این از مͬ�خورد؛ چشم به توزیع)

به ،D داشتن نگه ثابت و صفر سمت به σ٢ و τ دادن میل با مͬ�توان X(t)است. فرآیند برای دقیق عبارتͬ ، (٢٣.١) رابطه

ول�گشت ((٢١.١) رابطه در کردن بازمقیاس دلیل (به پخش̞ͬ یا مقیاسͬ حد X(t) صورت، این در یافت. دست حد این

از مستقل و یͺنواخت توزیع با گام�هایی طول برحسب ساخت نحوه�ی علت به که، داشت توجه باید مͬ�شود. X(n)خوانده

این همچنین، هستند. مستقل یͺدیͽر از زمانͬ، بازه�های همپوشانͬ عدم صورت در ،X(t٢)−X(t١) فرآیند نموهای هم،

را |t٢− t١| ≫ τ از فراتر زمان�های اختلاف بتوان فقط که شرط این به البته هستند، ٢D|t٢− tواریانس|١ با گاوسͬ نموها

فرآیند ͷی واقع ول�گشتX(n)در مقیاسͬ حد که، مͬ�دهد سوق نتیجه�گیری این سمت به را فرد نکات این داد. تشخیص

دونسͺ˼ر٢ از قضیه�ای از استفاده با را عبارت این مͬ�توان .X(t) = vt+
√
٢DB(t) است، ثابت روند با شده مقیاس وینر

نمود. اثبات ریاضͬ صورت به و فرمول�بندی دقت به

را δXj مستقل گام�های طول از رشته�ای لیاپانوف٣ الͺساندر دارد. تعمیم قابلیت مختلف روش�های به مرکزی، حد قضیه

با گام�ها، طول توزیع بالاترِ مومنت�های نکته، این به توجه با داشت. وجود آن�ها توزیع در تنوع امͺان که گرفت نظر در

[۶٠] مرجع در را رفتار این برای دقیق و لازم لیاپانوفشروط مͬ�کند. میل گاوسͬ سمت به بلͺه نمͬ�شوند، غالب jافزایش

١ Far Tails of Distribution

٢ Monroe D. Donsker

٣ Alexandr Lyapunov
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اما دارد، (٢٣.١) گاوسͬ توزیع X(t) مقیاسͬ حد مورد، این در .[۶١] شد اصلاح لیندبرگ۴ توسط ادامه در که داد ارائه

.D = D(t) و v = v(t) بود، خواهند زمان به وابسته ضرائب

تمایل گاوسͬ حد به همچنان ذات١ͬ، بستگͬ با δXj پایا رشته�ی ͷی آیا که است این شود مطرح مͬ�تواند که سوالͬ حال

بدین این باشند. آمیخته یͺدیͽر با زمان در ها δXj اگر است مثبت پاسخ است. ظریف بسیار سوالͬ این اما نه. یا دارد

ویژگͬ�هایی چه دقیقا این�که هرچند، هستند. هم از مستقل دورند، یͺدیͽر از زمانͬ لحاظ از که گام�هایی طول که، معناست

برخͬ و شهودی برخͬ دارد، وجود زمینه این در مختلفͬ مفاهیم دارد. متفاوتͬ تعاریف اند، شده ترکیب گام�ها طول این از

ͷی یه نهایتا وابسته گام�های سری ͷی جمع آیا این�که تعیین است. مناسب [۶٢] مرجع ریاضͬ دقیق بررسͬ برای مجرد؛

تضمینͬ باشد، داشته وجود گاوسͬ توزیع به گرایش این اگر حتͬ است. پیچیده بسیار نه یا مͬ�رسد گاوسͬ کاتوره�ای متغیر

ͬͺاسملوکوفس ول�گشت مربوط، بروان̞ͬ حرکت مثال دو باشد. درونͬ وابستگͬ هرگونه از X(t)عاری مقیاسͬ حد که نیست

ذره، اینرسͬ علت به هستند: همبسته شدت به ابتدا در فرآیند نموهای مورد، دو هر در هستند. لانژوین حرکت معادله و

بود. خواهد برقرار وینر فرآیند تقریب ،τ همبستگͬ زمان به نسبت بزرگ زمان�های در اما است. پایدار حرکت

کاتوره�ای نوفه برای مرکزی حد قضیه

دارد. ارتباط وینر فرآیند مشتق به گاوسͬ سفید نوفه مͬ�خورد. چشم به همواره تصادفͬ، فرآیند تئوری در وینر فرایند حضور

محیط˼ با برهمͺنش�ها از حاصل را δXj متغیرهای منظور، بدین نمود. بازبینͬ مرکزی حد قضیه حضور با را فرآیند باید حال

میان برخورد از ناشͬ تکانه�ی انتقال مͬ�توانند متغیرها این مثال، عنوان به دانست. خواهیم پیرامون دارِ خیز و افت شدت به

فقط کاتوره�ای، بخش اما باشد، نیز دیͽری پدیده�های اثر تحت مͬ�تواند مطالعه مورد کمیت کنند. مدل�سازی را ذره چند

است. δXj از حاصل

است، نوفه این اثر تحت که کمیتͬ که کنیم فرض حال هستند. تصادفͬ نوفه منشا تنها δXj متغیرهای خلاصه، صورت به

قوی بسیار خارجͬ اثر ͷی حضور یا باشد کمیت بالای اینرسͬ مͬ�تواند علت که مͬ�دهد. واکنش محرک�ها این به آرامͬ به

کرد، صحبت موثر نوفه�ی٢ از مͬ�توان و نداشته اثری تنهایی به δXj ͷی صورت، این در تغییر. کند اما

ξτ̄ (t) =
γ

τ̄

(t+τ̄)/τ∑
j=t/τ

δXj =
γ

τ̄
[X(t+ τ̄)−X(t)]. (٢۴.١)

۴ Jarl Waldemar Lindeberg

١ Inherent Dependence

٢ Effective Noise
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زمان τ̄ است. τ̄ از کوچ�ͷتر بسیار نوفه، توسط شده وارد پیاپی̞ شوک دو بین زمان یا τ که است فرضشده رابطه، این در

از حاصل آثار از کافͬ میزان آرام، جسم برای تشخیص قابل اثر ͷی دادنِ شͺل جهت تا داریم نیاز که مͬ�دهد نشان را نوعͬ

حرکت فرمول�بندی با سازگاری منظور به دارند، بستگͬ مربوطه سیستم به قطعا که شده وارد ضرایب ) کنیم جمع را نوفه�ها

است.). بروانͬ

δXj ͷوپیͺروسͺمی نوفه بر حاکم مناسب شرایط تحت نخست، مͬ�شود. بیان طریق این به مرکزی حد قضیه متن، این در

نوفه آماری جزئیات میان از سپس، است. گاوسͬ تقریبا ξτ̄ (t) موثر نوفه توزیع ترکیبی)، یا لیندبرگ لیاپانوف، شرایط )

نشان آن�را پهنای و مرکز ترتیب به که بود خواهند مربوط کمیت�های σj واریانس و µj میانگین تنها ،δXj ͷوپیͺروسͺمی

سوق جمله�ی اول، جمله .ξτ̄ (t) = ξdriftτ̄ (t) + ξfluctτ̄ (t) نمود، تقسیم بخش دو به را موثر نوفه مͬ�توان مͬ�دهند.

⟨ξτ̄ (t)⟩ = مͬ�دارد: بیان را کل نوفه میانگین تحول و است تعینͬ نوفه، این مͬ�دهد. نشان را µj تجمعͬ میانگین و بوده

و دارد صفر میانگین که مͬ�آید. بیرون σj ͷوپیͺروسͺمی خیزهای و افت دل از دوم جمله .
⟨
ξdriftτ̄ (t)

⟩
= ξdriftτ̄ (t)

ترتیب این به .
⟨
[ξτ̄ (t)]

٢⟩ − ⟨ξτ̄ (t)⟩٢ =
⟨
[ξfluctτ̄ (t)]٢

⟩
مͬ�دهد: نشان را تعینͬ سوقِ رفتار از کاتوره�ای انحراف�های

مثال، عنوان به دارد. وجود دیͽری خارجͬ تعینͬ اثر ͷی گویا که کنیم تعبیر صورت این به را سوق آثار که است منطقͬ

با برهمͺنش از دو هر که مͬ�کند تجربه را نیرو نوع دو v معلوم سرعت با بروانͬ ذره ͷی ،(١٣.١) لانژوین معادله برطبق

میانگین صورت به که است. غیرمتقارن v ̸= ٠ برای ذرات برخورد فرکانس سو، ͷی از مͬ�گیرند. نشات سیال ملͺول�های

ξ(t) جداگانه�ای نوفه طریق از ذرات برخورد بودن کاتوره�ای دیͽر، سویی از مͬ�شود. − خالص منفͬ شتاب ͷی به منجر

است. نشده بایاس که مͬ�شود وارد

نوفه�ای رشته�ی در بستگͬ زمانͬ بازه نیز ،σj ≡ σ است، پایا وخیزها افت سهم که مͬ�گیریم نظر در را حالتͬ نهایت در

بر تقریب قابل ξτ̄ نوفه براین�که است تضمینͬ شرط این است. ͷکوچ بسیار τ̄ با مقایسه در δXj ͷوپیͺروسͺمی

ξfluctτ̄ (t) = بود: خواهد صورت این به D > ٠ پخش ثابت با مقیاسͬ حد حالت، این در است. وینر فرآیند حسب

است: گاوسͬ فرآیند ͷی ξfluctτ̄ (t) دیͽر، عبارتͬ به .γτ̄−١
√
٢D [W (t+ τ̄)−W (t)]

⟨
ξfluctτ̄ (t)

⟩
= ٠,

⟨
ξfluctτ̄ (t)ξfluctτ̄ (t′)

⟩
= ٢Dγ٢

τ̄


٠, |t− t′|,(
١− |t−t′|

τ̄

)
, ٠ < |t− t′| < τ̄,

١, |t = t′|.

(٢۵.١)

(١۴.١) معادله با مستقیم مقایسه با شد. استفاده وینر فرآیند نموهای پایایی̞ و بودن مستقل ویژگ̞ͬ دو هر از مرحله در

٣۵
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سفید نوفه دقیقا مͬ�کند. رفتار گاوسͬ سفید نوفه مانند ξfluctτ̄ (t) موثر نوفه�ی اهداف، تمامͬ برای که دریافت مͬ�توان

است. شبیه τ̄ مرتبه از زمانͬ مقیاس�های در تنها بلͺه نیست

تغییر با تا هستند مجاز نیست.آن�ها گاوسͬ لزوما δXj گسسته و ͷوپیͺروسͺمی نوفه�های آماری ویژگͬ که نمود توجه باید

با به�خوبی بلند، درزمان�های آن�ها تجمعͬ آثار مرکزی، حد قضیه موجب به باشند. وابسته هم به دو به دو یا کنند تغییر j

مͬ�نماید. توجیه را تصادفͬ مدل�سازی�های در آن�ها ͬͽهمیش حضور امر این مͬ�شود. زده تقریب گاوسͬ سفید نوفه فرآیند

اولین .١٨١٢ در لاپلاس و برنولͬ توزیع روی بر ١٧٣٣ سال در مویوره١ مطالعات به بازمͬ�گردد مرکزی حد قضیه تاریخچه

مطرح موضوعات دیͽر همانند گرفت. صورت [۶٣] لیاپانوف توسط ١٩٠١ در کلͬ حالت در قضیه برای دقیق فرمول�بندی

راستا این در عمده سهم نمود. رشد به شروع یͺم و بیست قرن آغاز با نیز قضیه این مختلف زمینه�های احتمالات، تئوری در

.[۶٣] دارد تعلق کرامر۴ و لوی لیندبرگ، پولیا٣، میسس٢، به

سفید نه و گاوسͬ نه نوفه: و عادی غیر پخش ۶.١

فراهم پلانک فوکر- و لانژوین معادلات بر مبتنͬ تئوری�های برای را اساسͬ مرکزی حد قضیه و سریع متغیرهای روشحذف

سیستم�های در باید کلͬ طور به مͬ�دهد. نشان را رهیافت�ها این محدودیت�های دقیق�تر بررسͬ کمͬ طرفͬ، از مͬ�آورند.

با متفاوت رفتاری چنین داشت. را نویز و پخش ͷکلاسی تئوریهای شͺست انتظار ناخالصͬ شامل محیط�های و پیچیده

است. جزئͬ�تری طبقه�بندی نیازمند البته و مͬ�شود نامیده غیرعادی ͷدینامی است، معمول آن�چه

شد انجام دوار حلقه ͷی از استفاده با ١٩٩٣ سال در که ساده�ای آزمایش دوار۵ حلقه تعادل حالت از دور سیستم�های

حرکت تئوری توسط زمان آن تا آن�چه از بود متفاوت بسیار که داد نشان را پخش فرآیند نوعͬ [۶۵ ،۶۴] (١٠.١ (تصویر

حلقه مͬ�شود. خارج O حفره�های طریق از و شده حلقه وارد I روزنه�های طریق از آب بود. شده بررسͬ اینشتین بروانͬ

مͬ�کنند). دوران هم با بیرونͬ و درونͬ دیواره�های ) مͬ�کند دوران به شروع صلب جسم مانند و مͬ�شود آب از پر کاملا

متلاطم٧ گرداب�های شͺل�گیری حلقه روی بر شده تعبیه دوربینͬ مͬ�کند. ایجاد متلاطم۶ یͷجریان حلقه درون سیال پمپاژ

١ de Moivre

٢ Mises

٣ Polya

۴ Cramer

۵ The rotating Annulus

۶ Turbulent Flow

٣۶



٣٧ سفید نه و گاوسͬ نه نوفه: و عادی غیر پخش .۶.١

ضبط دوربین توسط که دوار حلقه درون شده تشͺیل گرداب�های میانͬ: تصویر دوار. حلقه چپ: تصویر :١٠.١ شͺل
.[۶۵ ،۶۴] دوار حلقه دورن ذرات مسیر دهنده�ی نشان نوعͬ مدارهای راست: تصویر است. شده

آن�را مشاهده و سیال به شده تزریق متفاوت ذرات مسیر ردیابی امͺان ترتیب این به و مͬ�نماید ضبط را دوار حلقه درون

نامنظم گام�های توسط ذره مسیرهای مͬ�دهد، رخ تعادل به ͷنزدی سیالات در که پخش معمول حالت در مͬ�آورد. فراهم

برای حاصل مسیرهای اما .(۵.١ (تصویر باشند همͽن اما بی�نظم مسیرها مͬ�شود باعث که مͬ�شوند مشخص کوتاهͬ اما

و بارز ویژگͬ دو با متفاوت مدارهای نوعͬ است، تعادل حالت از دور بسیار که متلاطم به�شدت دوار حلقه ͷی در ذرات

معمول غیر صورتͬ به و ١ افتاده�اند دام به گرداب�ها درون ذرات گاهͬ که مͬ�شود مشاهده واقع در مͬ�دهند. نشان را مهم

بسیار مسیر قدم ͷی با و برداشته بلندی گام�های ذرات گاهͬ یا و اند. نموده سپری ͷکوچ ناحیه ͷی در را طولانͬ زمانͬ

داده�اند. انجام بلندی پروازهای دیͽر بیانͬ به یا نموده طͬ حلقه) محیط تمام اندازه به مواردی در حتͬ ) بلندی

.[۶۶] مͬ�خزد زیرلایه�اش روی بر که مͬ�دهد نشان را زیستͬ سلول تک ͷی مسیر (١١.١) تصویر سلول�ها مهاجرت

پدیده�هایی هستند. حرکت در زمان از بازه�ای در شده که هم عمرشان در مرتبه ͷی برای حتͬ انسان بدن سلول�ها تمام تقریبا

بر که هستند معروفͬ موارد جمله از متاستاز۵ تومور تشͺیل سلول�های و بدن۴ ایمنͬ سیستم زخم٣، التیام زایی٢، رویان چون

به ممͺن (۵.١ (تصویر بروانͬ ذره ͷی با (١١.١) سلول�ها این مهاحرت مسیر مقایسه با استوارند. سلول�ها مهاجرت اساس

٧ Turbulent Eddies

١ Trapping

٢ Embryogenesis

٣ Wound-Healing

۴ Immune Defense

۵ The Formation of Tumor Metastases

٣٧



٣٨ سفید نه و گاوسͬ نه نوفه: و عادی غیر پخش .۶.١

را حرکتش جهت و شͺل بارها خود مسیر طول در سلول زیرلایه�اش. روی بر سلول حرکت مسیر چپ: تصویر :١١.١ شͺل
تمام نمودار راست: تصویر مͬ�دهد. نشان را مسیرش انتهای و ابتدا در کنتراست فاز تصاویر درونͬ تصویر مͬ�دهد. تغییر

.[۶۶] است متفاوت سلول نوع دو حرکت مسیر برای زمان به نسبت جابجایی مربع میانگین لͽاریتمͬ

روی بر ،[۶۶] مͬ�پردازیم آن به اکنون که آزمایشͬ یافت. این�جا در را دوار حلقه مورد همانند بنیادی تفاوتͬ بتوان دشواری

طبق .٣(NHE) و ٢(NHE+) است: گرفته صورت (MDCK−F ) کلیوی١ اپیتیͺال تبدیل�یافته سلول�های از گونه دو

سمت ،١١.١) شͺل اما است، زمان با متناسب جابجایی مربع میانگین بلند، زمان�های در بروانͬ ذره برای (٧.١) رابطه

بازده با (NHE) سلول�های نخست، مͬ�کنند. رفتار پیش�بینͬ این با متفاوت سلول نوع دو هر که مͬ�دهد نشان راست)

MSD که دید مͬ�توان مͬ�شود. زمان�ها همه در MSDکمتری به منجر که مͬ�کنند حرکت (+NHE)ها به نسبت کمتری

بیشترین به جابجایی مربع میانگین I میانͬ ناحیه در مͬ�دهد. بروز ͬͺدینامی ناحیه سه در را گذاری سلول، گونه دو هر برای

کاهش نمودار شیب مͬ�شود، خودش میانگین مربع شعاع از بیش سلول مسافت مربع وقتͬ و مͬ�رسد خود افزایش مقدار

دارند. بروانͬ ذره از متفاوت رفتاری سلول دو هر رو این از مͬ�یابد.

ترابرد لیزری، پرینت و فوتوکپی دستگاه�های کارکرد اساس آمورف رساناهای نیم در زمان حسب بر جریان تغییرات

نمͬ�توان که شد مشحص ،١٩٧٠ اوایل در است. ͬͺتریͺمیدان�ال تحت و آمورف۵ نیم�رساناهای در حفره�ها۴ یا الͺترون�ها

مساله .(١٢.١ (تصویر نمود توصیف اینشتین توسطس شده پخشمعرفͬ معادله از استفاده با را بار حامل�های این جابجایی

١ Transformed Renal Epithelial Madin Darby Canine Kidney

٢ Wild-Type

٣ NHE-Deficient

۴ Transport of Electrons or Holes

۵ Amorphous Semiconductors
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مͬ�دهد. تشͺیل را کپی دستگاه اصلͬ هسته که آمورف نازک لایه�های در شده اندازه�گیری I(t) نوری جریان :١٢.١ شͺل
از تبعیت یعنͬ است. بروانͬ ذره برای شده انجام پیش�بینͬ�های اساس بر انتظار مورد رفتار نشان�دهنده گسسته آبی خط
توجیه زمان برای پهن انتهای با توزیع ͷی از استفاده با را فرآیند تا برانگیخت را مونترال و شر که (۴.١) پخش معادله

هستند. لͽاریتمͬ محور دو هر .[۶٧] کنند

در جرکت طͬ در حامل�ها که دریافتند آن�ها مشخصشد. و بررسͬ بیشتر مونترال٢ الیووت و شر١ هاروی توسط ١٩٧۵ در

مͬ�دهد. نجات دام این از را آن�ها گرمایی خیزهای و افت و مͬ�افتند دام به ماده در موضعͬ نقص�های توسط آمورف محیط

بلͺه نمͬ�کنند پیروی گاوسͬ توزیع ͷی از مͬ�کنند، سپری دام�ها این در حامل�ها که زمانͬ بازه�های که معناست بدان این

کندتر حالت این در ذرات ترتیب، این به هستند. انتها ناحیه در پهنͬ توزیع دارای دید خواهیم بعد فصل در که همان�گونه

مͬ�شوند. پخش بروانͬ ذره از

کمیت رفتار براساس X(t) غیرعادی پخش فرآیند مشخصه�یابی روش متداول�ترین شد، مشاهده تاکنون که همان�طور

است، جابجایی مربع میانگین

⟨
X٢(t)

⟩
≃ t٢H . (٢۶.١)

نتیجه عادی ͷکلاسی پخش فرآیند ͷی برای کمیت این بلند، بسیار زمان�های در و خارجͬ قیدهای یا و نیروها غیاب در

بستگͬ بنابراین برمͬ�آید. لانژوین و ͬͺاسملوکوفس اینشتین، معادلات از که همان�طور ، H = ١/٢ با مͬ�دهد را (٢۶.١)

رفتار بخش، این در شده ذکر موارد جمله از تجربی مشاهدات از بسیاری در اما است. عادی٣ پخش شاخصه ͷی خطͬ،

٠ < H < ١/٢ هارست نمای با فرآیندهایی نمͬ�دهد. نشان را زمان با خطͬ رابطه ذرات برای جابجایی مربع میانگین

١ Harvey Scher

٢ Elliot Montroll

٣ Normal Diffusion
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۴٠ سفید نه و گاوسͬ نه نوفه: و عادی غیر پخش .۶.١

حدی مورد ،H = ١ حالت و مͬ�شود خوانده فراپخش٢ عنوان به H > ١/٢ مورد مͬ�شوند. شناخته زیرپخش١ عنوان به

است. موج�گونه٣ یا ͷبالیستی

حامل�ها شارش از مͬ�خورد؛ چشم به پدیده�ها از وسیعͬ طیف در ،(٢۶.١) معادله�ی در شده معرفͬ رفتار با پخش نوع این

ͷدینامی ،[۶٩] زیستͬ سلول�های در زیرمیͺرونͬ ردیاب�های پخشͬ حرکت تا گرفته [۶٨ ،۶٧] آمورف نیمه�رساناهای در

بازارهای ͷدینامی و [٧٠] زیرزمینͬ آب�های در شیمیایی ردیاب�های پراکندگͬ ،[۶۴] آشوبضعیف شارهای در ریز ذرات

.[٧۵–٧٢ ،٣] پدیده�هاست ͷدینامی در رفتار این حضور از نمونه�هایی تنها [٧١] سرمایه�گذاری

بلͺه نمͬ�شوند. توصیف (٢۶.١) رابطه براساس منحصرا و نیستند جهان�شمول غیرعادی پخش فرآیندهای کلͬ حالت در

متمایز یͺدیͽر از کاملا خود ذات در که شوند توانͬ غیرخطͬ رفتار این به منجر مختلفͬ ͬͺفیزی مͺانیزم�های است ممͺن

به خلاصه به�طور جا این در است. شده مطرح غیرعادی پخش توصیف جهت در مختلفͬ دیدگاه�های و رهیافت�ها باشند.

و حرکت پیوسته، زمان ول�گشت لوی، پروازهای از مͬ�توان رهیافت�ها این جمله از مͬ�پردازیم. آن�ها از مورد چند معرفͬ

برد. نام شده بازمقیاس بروانͬ حرکت و کسری بروانͬ نوفه�ی

که مͬ�پردازد سیستم�هایی به پیوسته۴ زمان ول�گشت است. زمانͬ مقیاس وجود برمبنای عادی پخش سمتِ به مسیر

نوعͬ زمان̞ͬ مقیاس مفهوم که وقتͬ است. کاتوره�ای معرضاتفاقات در شدیدا آن�ها در درونͬ واهلش زمان�های مقیاس�های

رخ حالتͬ در است ممͺن شرایط این شود. بازنگری دوباره باید نیز مرکزی حد قضیه اعتبار نباشد، تعریف قابل نوفه برای

انتظاری مقدار حدی، بسیار حالت در شود. انجام فراوان دام�های و سدها شامل ناهمͽن بسیار محیطͬ در پخش که دهد

مͬ�شود. ارگودیسیتͬ شͺست و پیری زیرپخش، همچون پدیده�هایی به منجر که بود خواهد بی�نهایت واهلش زمان

بودن محدود نیازمند مرکزی حد قضیه کنند. اختیار بزرگͬ حدی مقادیر مͬ�توانند نوفه خیزهای و افت مناسب، شرایط تحت

تبعات از غیرگاوسͬ سمتحد به شدن همͽرا شرط، این نشدن ارضا صورت در است. σ٢ نوفه از حاصل اثر واریانس مقدار

به�شدت حرکت مͬ�شوند. مشخص پهن۶ انتهای دارای آمار بوسیله لوی۵ پروازهای نام با حاصل پخش بود. خواهد آن

حرکت�های واقع در لوی٧، گام�های مانند آن ͷنزدی حرکت�های یا حالت این کاربرد حیطه است. فراپخشͬ و ناپیوسته

١ Subdiffusion

٢ Supperdiffusion

٣ Ballistic or Wavelike

۴ Continuous time random walks

۵ Levy Flights

۶ Heavy Tailed

٧ Levy Wlaks
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است. ١ آشفته به�شدت محیط�های یا فراکتالͬ محیط�های در ͬͺدینامی

مطالعات برای است؛ رساله این حیطه از خارج آن انواع کامل ذکر و است متنوع بسیار غیرعادی پخش فرآیندهای طیف

به مͬ�توان ،۴ ... ناخالصͬ مدل�های و فراکتال�ها روی پخش شده٣، مسدود حرکت خودمتقاطع٢، گام�های شامل بیشتر

و مͬ�پردازیم غیرعادی پخش در پرکاربرد مدل�های برخͬ معرفͬ به آینده فصل در نمود. مراجعه [٧۶–٧٢ ،٣] مراجع

مͬ�شود. معرفͬ است، کسری ریاضیات حیطه به شدن وارد به منجر ،که آن�ها فرمول�بندی

١ Turbulant

٢ Self Avoiding Walk

٣ Obstructed Motion

۴ Quenched Disorder
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دوم فصل

غیرعادی پخش مدل�های

در است. متفاوت مͬ�رود انتظار بروانͬ حرکت از آن�چه با عموما بی�نظم، محیط�های در پخش فرآیند در شده مشاهده الͽوی

مͺانیزم�های مͬ�شود. شناخته پخشغیرعادی عنوان با رفتار این که دارد توانͬ رابطه�ی زمان با جابجایی�ها دوم مومنت واقع،

بهتری شناخت مͬ�توان مͺانیزم�ها، این آماری ویژگͬ�های دقیق شناخت با مͬ�شوند. توانͬ رفتار این به منجر مختلفͬ ͬͺفیزی

ول�گشت از عبارتند توصیفپخشغیرعادی جهت شده معرفͬ مدل�های مهمترین جمله از داشت. پخشغیرعادی فرآیند از

فرآیندهای جمله از که (SBM) شده بازمقیاس بروانͬ حرکت و گاوسͬ غیر فرآیندی عنوان به (CTRW ) پیوسته زمان

به آماری، سیستم�های ویژگͬ�های و مفاهیم از برخͬ معرفͬ از پس فصل این در است. غیرعادی پخش توصیف در گاوسͬ

مͬ�پردازیم. شده ذکر مدل دو مطالعه�ی

غیرعادی پخش آمار ١.٢

لوی توزیع ١.١.٢

قانون و مویوره لاپلاس- برنولͬ، قضیه نتیجه خود که است مرکزی حد قضیه وجود علت به نرمال توزیع اساسͬ اهمیت

در کردند. ظهور یافته تعمیم نرمال توزیع�های او از بعد و یافت تعمیم لوی پاول توسط بعدا مفاهیم این است. بزرگ١ اعداد

دست گدنکو لوی- یافته�ی تعمیم مرکزی حد قضیه و لوی توزیع�های مورد در بیشتری جزئیات مͬ�توان [٧٧–٧٩] مراجع

١ The Law of Large Numbers
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۴٣ غیرعادی پخش آمار .١.٢

عدد ،c٢ و c١ ثابت دو ازای به اگر پایدار١است توزیعͬ F توزیع ͷی ،[٧٧] لوی توسط شده انجام کارهای طبق بر یافت.

زیر، رابطه در X کمیت که قسمͬ به باشد داشته وجود cثابت مثبت

c١X١ + c٢X٢ = cX (١.٢)

بیانͬ به کند. پیروی F توزیع از ،((iid) دارند یͺنواخت توزیع و بوده مستقل (که X٢ و X١ تصادفͬ متغیرهای همانند

،φ(z) اگر دیͽر

φ(z) ≡
⟨
eiXz

⟩
=

∫ ∞

−∞
eiXzdF (X), (٢.٢)

باشد: برقرار زیر رابطه اگر است پایدار F صورت این در باشد، F توزیع مشخصه تابع

φ(c١z)φ(c٢z) = φ(cz). (٣.٢)

F مشترک توزیع با (iid) تصادفͬ متغیرهای X,X١, X٢, ..., Xn کنید فرض شد. ارائه [٢١] فلر٢ توسط دقیق�تر تعریف

باشد: برقرار زیر رابطه که به�طوری باشند، داشته وجود γn و cn > ٠ ثابت�های اگر است پایدار F صورت این در باشند.

Yn ≡ ΣiXi ↔ cnX + γn (۴.٢)

طبق مشخصه تابع نهایت، در مͬ�کنند. دنبال ،F را، یͺسانͬ توزیع سمت دو هر تصادفͬ متغیرهای که معناست این به که

مͬ�کند، ارضا را زیر تابع̞ͬ رابطه (٣.٢) رابطه

φn(z) = φ(cnz)e
iγnz (۵.٢)

است، صورت این به پاسخ و دارد دقیق حل که

ψ(z) = log(φ(z)) = iγz − c|z|α
{
١+ iβ

z

|z|
ω(z, α)

}
(۶.٢)

١ Stable

٢ Feller
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۴۴ غیرعادی پخش آمار .١.٢

هستند) c > ٠ ١−و < β ≤ ١ ،٠ < α ≤ ٢ باشد، داشته حقیقͬ مقدار هر مͬ�تواند γ ) هستند ثابت مقادیر α, β, γ, c و

و

ω(z, α) =


tan(πα٢ ), if α ̸= ١,

٢
π log(|z|), if α = ١.

(٧.٢)

رابطه در cn بهنجارش ضریب که داد نشان مͬ�توان (۶.٢) رابطه به�کارگیری با دارد. نام لوی١ مشخصه نمای یا شاخص α

مͬ�آید. به�دست مرکزی حد قضیه از که گاوسͬ نرمال توزیع با است معادل α = ٢ حدی مقدار .n١/α با است برابر (٣.٢)

پارامترهای c و γ رو این از Xاست. برای مقیاسͬ ضریب c و مͬ�دهد انتقال را توزیع γ است. متقارن توزیع β = ازای٠ به

مͬ�کند، ارضا را زیر رابطه مشخصه تابع آن�ها، از کردن صرف�نظر با و نیستند اساسͬ

|φ(z)| = e−|z|α α ̸= ١. (٨.٢)

نوشت، مͬ�توان بنابراین

ψ = −|z|αexp
{
i
πβ

٢ sign(z)

}
(٩.٢)

مͬ�باشد، ناحیه این به محدود که β اصلͬ پارامتر با

|β| ≤


α, if ٠ < α < ١,

٢− α, if ١ < α < ٢.
(١٠.٢)

مͬ�شود، تعریف (٩.٢) رابطه طریق از و φ(z) بر فوریه تبدیل اعمال با ،pdffα,β(x)

fα,β(x) =
١
π
Re

∫ ∞

٠
exp

(
−ixz − zαexp

{
i
πβ

٢

})
. (١١.٢)

١ Lévy Index or Characteristic Exponent
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۴۵ غیرعادی پخش آمار .١.٢

رو، این از

fα,β(x) = fα,−β(−x) (١٢.٢)

نتیجه، در و

fα,٠(x) = fα,٠(−x) (١٣.٢)

است. متقارن x به نسبت

.Yn = Σn
i=١Xi داریم X١, X٢, ... (iid) متغیرهای برای مͬ�کنیم فرض گدنکو. لوی- یافته تعمیم مرکزی حد قضیه

واریانسش اگر به�ویژه است. پایدار F شود، همͽرا F توزیع ͷی به n → ∞ حد در مناسب بهنجارش با Yn توزیع اگر

توانͬ شͺل به پایدار لوی توزیع مجانبی رفتار مͬ�کند. تبعیت مرکزی حد قضیه از و بود خواهد گاوسͬ F باشد، محدود

است، معکوس

fα,β(x) ∼
Aα,β

|x|١+α
, α < ٢. (١۴.٢)

واگراست، واریانس ،٠ < α < ٢ با پایدار لوی�های تمام برای

⟨
x٢
⟩
→ ∞. (١۵.٢)

هستند، متناهͬ ٠ ≤ δ < α ≤ ٢ هر ازای به x مطلق مقادیر برای کسری مومنت�های مقابل، در

⟨
|x|δ
⟩
<∞. (١۶.٢)
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۴۶ غیرعادی پخش آمار .١.٢

ارگودیسیتͬ ٢.١.٢

آورد: به�دست زمانͬ و هنگردی به�ترتیب طریق دو از مͬ�توان را (MSD) جابجایی مربع میانگین پخش فرآیند ͷی برای

⟨
x٢(t)

⟩
≡ ١

N

∑N
i=١ [xi(t)− xi(t٠)]

٢

⟨
δ٢(∆)

⟩
≡ ١

N

∑N
i=١

{
١

t−∆

∫ t−∆

٠ [xi(t
′ +∆)− xi(t

′)]
٢
dt′
} . (١٧.٢)

ارگودی١ͷخوانده یͷسیستم ،ͷشبه�ارگودی فرضیه برطبق مͬ�کند. ایفا را t مشاهده تاخیری∆نقشزمان زمان زمانͬ، میانگین در

ͷارگودی سیستم�های برای برسد. فاز فضای نقطه هر به دلخواه به�طور بتواند محدود زمان در مسیری هر اگر مͬ�شود

باشیم: داشته طولانͬ زمان�های برای باید دیͽر، عبارتͬ به مͬ�باشند، یͺدیͽر معادل هنگردی و زمانͬ میانگین�های

⟨
x٢(∆)

⟩
∼
⟨
δ٢(∆)

⟩
. (١٨.٢)

وقتͬ دیͽر بیانͬ به یا گیرند، شͺل تقارن شͺست با فاز گذارهای از بعد مͬ�توانند ارگودیسیتͬ، شͺست دارای سیستم�هایی

کرد. وارد را ارگودیسیت٣ͬ ضعیف شͺست اصطلاح بوچاد٢ نگیرد. قرار سیستم اختیار در فاز فضای از بخش�هایی که

بر غیرعادی پخش با سیستم�های مͬ�شود. تعیین شونده، واگرا توانͬ به�صورت زمان̞ͬ توزیع تابع توسط سیستم ͷدینامی

هستند. دست این از نمونه�ای پیوسته، زمان تصادفͬ ولͽشت مدل طبق

حتͬ مشاهده�پذیرها، زمانͬ میانگین که است این مͬ�شود، مشاهده ضعیف ͷغیرارگودی فرآیندهای در که دیͽری ویژگͬ

مقدار حول که بود خواهد متفاوت دیͽر نمونه�ی به نمونه�ای از و است تصادفͬ کمیتͬ بلند، بسیار مشاهده�ی زمان برای

و شده نامیده EB ارگودیسیتͬ شͺست پارامتر مͬ�دهد، نشان را پراکندگͬ�ها این که معیاری دارد. خیز و افت خود میانگین

مͬ�شود، تعریف صورت این به

EB(∆) =

⟨(
δ٢(∆)

)٢⟩
−
⟨
δ٢(∆)

⟩٢

⟨
δ٢(∆)

⟩٢ =
⟨
ξ٢(∆)

⟩
− ١. (١٩.٢)

١ Ergodic

٢ Bouchaud

٣ Weak Ergodicity Breaking
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۴٧ غیرعادی پخش آمار .١.٢

t/∆به با خطͬ به�صورت کمیت →t/∆این ٠ حد در براونͬ حرکت برای است.
⟨
ξ٢(∆)

⟩
= δ٢(∆)⟨

δ٢(∆)
⟩ رابطه این در که

،[٨١ ،٨٠] مͬ�کند میل صفر

EBBM(∆) = ۴∆/(٣t). (٢٠.٢)

عبور اولین زمان ٣.١.٢

به سیستم آماری اطلاعات وقتͬ . [٢١] است پخش پدیده در مهم آماری ویژگͬ�های جمله از (FPT) عبور١ اولین زمان

فرآیند نوع تعیین برای که است کمیت�هایی جمله از عبور، اولین زمان آماری ویژگͬ بررسͬ باشد، اختیار در کافͬ اندازه

تصادفͬ حرکت ) پخش فرآیند در ذره که مͬ�شود گفته Ta زمان به عبور اولین زمان واقع در مͬ�شود. انجام غیرعادی پخش

در است، تصادفͬ فرآیند که آنجا از برسد. aخاص مقدار یا نقطه ͷی به صفر) مقدار از ) حرکت از بعد بار اولین برای خود)

به�ویژه باشد پخش فرآیند نوع تشخیص در مهم شاخصه ͷی مͬ�تواند و مͬ�گیرد قرار بررسͬ مورد Ta احتمال چͽالͬ اصل

به�صورت را Ta مͬ�توان راحتͬ به ذره�ای٣، تک ردیابی آزمایش�های در خاص. پتانسیل ͷی به مقید٢ سیستم�های برای

در که همان�طور کرد. اندازه�گیری مͬ�کند، طͬ را حرکتش شروع نقطه از معین فاصله ͷی ذره که وقتͬ زمانͬ، مومنت�های

آماری تکرار از که مبدا از فاصله به نسبت میانگین عبور اولین زمان برای مقیاس�بندی است، شده داده نشان [٨٢] مرجع

است. مربوط پخش فرآیند مشخصات از ͬͺی است، آمده به�دست آزمایشͬ چنین

بازتاب اصل و عبور اولین زمان

کار که داد نشان ساده، حیله ͷی با آندره۴ ١٨٨٧ در اما باشد، مشͺل نظر به آن احتمال چͽالͬ یا Ta یافتن است ممͺن

طریق از عبور اولین زمان توزیع به رسیدن متداول�تر روش هرچند مͬ�شود. نامیده بازتاب اصل حیله این نیست. سختͬ

.[٨٣] مͬ�شود انجام پلانک فوکر- معادله

.(١.٢) تصویر مͬ�کند عبور a مقدار از بار اولین برای τ زمان در که مͬ�گیریم نظر در را وینر فرآیند ͷی مثال، عنوان به

١ First Passage Time

٢ Confined Systems

٣ Single Particle Tracking Experiments

۴ D. André
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۴٨ غیرعادی پخش آمار .١.٢

نیز دیͽری مسیر همچنین مͬ�رسد. a مقدار به بار اولین برای t = τ زمان در که وینر فرآیند برای نمونه مسیر :١.٢ شͺل
افق محور به نسبت اولͬ مسیر بازتاب ادامه در و است، اول مسیر مانند دقیقا مͬ�رسد a به وقتͬ تا که است شده داده نشان

است. a نقطه در

زمان تا نیز دوم مسیر یافت. دیͽری مسیر ،a ارتفاع در افق خط به نسبت مسیر این بازتاب با ،a از آن عبور از بعد مͬ�توان

آن�جا از حال، است. شده داده نشان خط�چین به�صورت شͺل در که مͬ�کند تغییر زمان این بعد اما است، اولͬ همانند τ

این است. یͺسان مسیر دو هر احتمال رفتن)، پایین که است محتمل اندازه همان رفتن بالا ) است متقارن وینر فرآیند که

دوم مسیر کنیم، منعکس نقطه�ای هر از را متقارن تصادفͬ فرآیند ͷی مسیر اگر که مͬ�کند بیان و است بازتاب اصل همان

دارد. را اولͬ وقوع احتمال همان دقیقا نیز

در که بͽیرید نظر در را وینری فرآیند بیابیم. را عبور اولین زمان برای احتمال چͽالͬ تا مͬ�کنیم استفاده را اصل این حال

به نموده طͬ که مسیری به بسته زمان مدت این در است. داشته جریان T مدت برای و شروع ٠ مقدار از t = ٠ زمان

،(١.٢) تصویر بررسͬ با باشد. a مساوی یا MTبزرگ�تر که مͬ�کنیم محاسبه را احتمالͬ حال MTمͬ�رسد. بیشینه�ی ͷی

بزرگ�تر نهایی�اش مقدار که نمونه مسیر هر برای بنابراین است. a مساوی یا بزرگ�تر فرآیند دو هر بیشینه که مͬ�شود مشاهده

که، گرفت نتیجه مͬ�توان رو این از .MT ≥ a آن برای که دارد وجود مسیر دو است، a از

Prob(MT ≥ a) = ٢× Prob(W (T ) ≥ a). (٢١.٢)

بنابراین، مͬ�دانیم. Wرا (T ) برای احتمال چͽالͬ چراکه است، ساده باشد a از Wبزرگ�تر (T ) این�که احتمال محاسبه حال

Prob(MT ≥ a) = ٢× Prob(W (T ) ≥ a) =
٢√
٢πT

∫ ∞

a

e−x٢)/٢T )dx. (٢٢.٢)

است. محاسبه قابل عددی روش�های از استفاده با قطعا اما ندارد تحلیلͬ جواب انتگرال این
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۴٩ غیرعادی پخش آمار .١.٢

زمان که بدانیم است نیاز صرفا منظور این به یافت. را a از عبور اولین زمان احتمال چͽالͬ مͬ�توان بالا، نتایج به توجه با

MT یعنͬ T زمان در وینر فرآیند بیشینه اگر تنها و اگر است T مساوی یا کمتر برسد، a به بتواند که وینر فرآیند برای لازم

نتیجه، در باشد. a از بزرگ�تر

Prob(Ta ≤ T ) = Prob(MT ≥ a) =
٢√
٢πT

∫ ∞

a

e−x٢)/٢T )dx. (٢٣.٢)

است، f(T ) ،Ta برای احتمال چͽالͬ و است، Ta برای F (T ) توزیع تابع Ta ≤ T احتمال بنابراین،

f(T ) =
dF (T )

dT
=

d

dT

[√
٢
πT

∫ ∞

a

e−x٢)/٢T )dx

]
. (٢۴.٢)

مͬ�پردازیم. آن�ها به بیشتر ادامه در که غیرعادی پخش فرآیندهای مورد در عبور اولین زمان یافتن برای پایه�است روش این و

گذشته تحولات اثر ۴.١.٢

با .[٨۴] مͬ�کنیم مشاهده آن خاموش و نور گسیل حالت بین را تابشͬ کوانتوم١ͬ نقطه یͷتک زدن ͷچشم که فرضکنید

خاموش�هایی و روشن مͬ�توان مͬ�دهد، نشان را خاموش و روشن حالت�های میان سریع گذارهای آزمایش این این�که وجود

t با رخدادها این دوره ،t بلند کافͬ اندازه به مشاهده�ی زمان گذشت از بعد نمود. مشاهده نیز بلند بسیار زمان�های با

نفوذ در یا [٨۵] زنده٢ سلول�های پلاسمای غشاهای در پتاسیم شبͺه�های حرکت در مشابهͬ اتفاق .[٨۴] مͬ�یابد افزایش

بلندتر. و بلند سͺون دوره�های مͬ�شود: دیده [٨۶] وابسته٣ متقابل اکتین مش در زیرمیͺرونͬ ردیاب�های

در اما .f(|t١ − t٢|) آن�هاست تفاضل از تابعͬ t = t٢ و t = t١ زمان دو میان زمانͬ همبستگͬ پایا، سیستم�های در

این در .[٨٧] باشد f(t٢/t١) صورت به مͬ�تواند مثلا دارد، پیچیده�تر شͺلͬ زمانͬ وابستگͬ این غیرپایا، سیستم�های

برخوردار بالایی اهمیت از سیستم گذشته این�جا، در کرد. انتخاب دلخواه صورت به را زمانͬ مبدا نمͬ�توان غیرپایا، شرایط

شروع لحظه و سیستم آماده�سازی اولیه لحظه�ی بین ta زمان̞ͬ بازه به صریح وابستگͬ ͬͺفیزی مشاهده�پذیرهای که چرا است؛

خواهد متفاوت بسیار [٠, t] زمانͬ بازه روی بر سیستم برای مشخص کمیت ͷی اندازه�گیری نتیجه، در دارند. داده�ها ثبت

١ Quantum Dot

٢ Potassium Channels in the Plasma Membrane of Living Cells

٣ Submicron Tracers in a Cross-Linked Actin Mesh
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۵٠ شده بازمقیاس بروانͬ حرکت .٢.٢

خواهد معرفͬ ادامه در که زیرپخشͬ پیوسته�ی زمان ول�گشت ͷی در مثال، عنوان به .[ta, t + ta] بازه برای نتیجه با بود

مشاهده با بود. خواهد روبرو بزرگ�تری و بزرگ انتظارهای زمان با جدید، گام ͷی برداشتن برای ذره زمان، گذشت با شد،

سیستم بر حاکم آمار صورت، این در است. افتاده دام به بزرگͬ دام�های در بلند بسیار زمان�های در که دید خواهیم ذره،

ویژگͬ�های از ͬͺی عنوان به پدیده این بار اولین شود. صرف�نظر بازه این در ذره ͷدینامی از که است حالتͬ با متفاوت کاملا

حرکت زمان اندازه�گیری مانند: کرد تنظیم را ta مͬ�توان آزمایش�ها بعضͬ در شد. مطرح [٨٨] شیشه�ای١ سیستم�های اساسͬ

آغاز حامل�ها به نوری پالس توسط ضربه�ای کردن وارد با دینامیͷسیستم آن�جا در که پلیمری نیم�رساناهای در بار حامل�های

به نمͬ�توان همیشه زیستͬ سلول�های در ردیاب�ها حرکت در نمونه، برای ندارد؛ وجود امͺان این همواره اما .[٨٩] مͬ�شود

بدانیم. را ta اثر تابع̞ͬ فرم که است مهم بسیار حالت این در نمود. تعیین را ta دقت

بازمقیاسشده بروانͬ حرکت ٢.٢

که است گرفته صورت غیرعادی پخش کردن مدل برای زیادی تلاش�های پخش، یافته تعمیم معادلات از استفاده با تاکنون

درک نیازمند همچنان شده، مختلفپیشنهاد مدل�های علͬ�رغم آورند. فراهم مذبور فرآیند برای ریاضیاتͬ توصیفͬ توانسته�اند

مͬ�شوند، مشخص لانژوین معادله به توجه با که گاوسͬ، مدل�های میان این در هستیم. آن�ها کننده ایجاد مͺانیزم عمیق�تر

(FBM) نس٢ ون مندلبروت- کسری بروانͬ حرکت جمله، از مͬ�کنند. ایفا بسزایی نقش غیرعادی پخش تحلیل در

کوواریانس با است کسری گاوسͬ نوفه دهنده نشان ζfgn(t) مͬ�کند؛ پیروی ẋ = ζfgn(t) لانژوین معادله از که است

نشان مثبت و منفͬ برد بلند همبستگͬ فراپخش، و زیر ترتیب به برای که ⟨ζfgn(t١)ζfgn(t٢)⟩ ≃ α(α−١)|t١− t٢|α−٢

٣ͷالاستی ویسͺو محیط�های در حرکت مساله بررسͬ جهت آن، وابسته کسری لانژوین معادله حرکت و FBM مͬ�دهد.

.[٩٠] مͬ�روند به�کار

بازمقیاس بروانͬ حرکت مدل داریم، توجه آن بر بیشتر بخش این در که پخشغیرعادی برای گاوسͬ مدل�های از دوم نوع اما

مͬ�آید، به�دست x(t) بروانͬ حرکت در زمان کردن بازمقیاس با به�سادگͬ مدل این .[٩۴–٩١] است (SBM) شده۴

t→ t∗ = tα, ٠ < α < ٢. (٢۵.٢)

١ Glassy Systems

٢ Mandelbrot–van Ness Fractional Brownianmotion

٣ Viscoelastic

۴ Scaled Brownian Motion
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۵١ شده بازمقیاس بروانͬ حرکت .٢.٢

همبستگͬ، تابع و صفر میانگین با گاوسͬ فرآیندی ،x∗(t) ≡ x(t∗) بروانͬ شده بازمقیاس حرکت

⟨x(t∗)x(s∗)⟩ = t∗ ∧ s∗ = tα ∧ sα = ⟨x∗(t)x∗(s)⟩ (٢۶.٢)

مͬ�شود: تعریف نیز η(t) سفید نوفه از استفاده با X∗(t) مͬ�باشد. مقدار دو میان کمینه دهنده نشان ∧ است؛

x∗(t) =

∫ t

٠

√
٢K(u)η(u)du, (٢٧.٢)

مͬ�کند. ارضا را ⟨η(t)η(s)⟩ = δ(t− s) رابطه η(t) و است زمان به وابسته ضریب K(t) = αK∗
αt

(α−١) رابطه این در

است، صورت این به (٢٧.٢) به مربوط دیفرانسیل معادله فرم

dx∗(t)

dt
=
√

٢K(t)η(t). (٢٨.٢)

مͬ�کند. ارضا را (٢۶.١) رابطه x∗(t)واریانس که داد نشان مͬ�توان

مارکوف١ گاوسͬ فرآیند ͷی بروانͬ، حرکت مانند درست (SBM) داراست. را بروانͬ حرکت اساسͬ خواص (SBM)

مͬ�کند. حفظ را مارکوفͬ خصلت نتیجه در و زمانͬ ترتیب ،α > ٠ با t → tα کردن بازمقیاس t > ٠ برای چراکه است

را (SBM) بودن مارکوف مͬ�توان مربوط، کولموگروف چاپمن- معادله بررسͬ با و احتمال توزیع تابع از استفاده با نیز

داریم، b > ٠ برای است. α/٢ مقیاسͬ نمای با خودمتشابه فرآیندی (SBM) نمود. تحقیق

⟨x∗(bt)x∗(bs)⟩ = ⟨x([bt]α)x([bs]α)⟩ = bα ⟨x∗(t)x∗(s)⟩ , (٢٩.٢)

نشان مͬ�توان همین�طور است. شده استفاده x(bt) = b١/٢x(t) بروانͬ حرکت در خودمتشابهͬ ویژگͬ از رابطه این در که

مسیرهای هستند. هم از مستقل معمولͬ بروانͬ حرکت همانند ناهمپوشان، بازه�های روی بر (SBM) نموهای که داد

حرکت x∗(t) ،H = ٠٫ ٧۵ برای مͬ�شود. دیده (٢.٢) تصویر در شده، بازمقیاس بروانͬ حرکت نمونه�ی شده شبیه�سازی

مͬ�دهد. نشان را شده کند حرکت H = ٠٫ ٢۵ برای و بروانͬ شده�ی تسریع

١ Markov
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۵٢ شده بازمقیاس بروانͬ حرکت .٢.٢

.[٩١] H = ٠٫ ٢۵ و H = ٠٫ ٧۵ نمای دو برای شده مقیاس باز بروانͬ حرکت مسیر :٢.٢ شͺل

است، صورت این به شده بازمقیاس بروانͬ حرکت بر حاکم پخش معادله

∂P∗(x, t)

∂t
= αK∗

αt
(α−١) ∂

٢P∗(x, t)

∂x٢ = K(t)
∂٢P∗(x, t)

∂x٢ (٣٠.٢)

پاسخ، دارای P∗(x, ٠) = δ(x)دیراک دلتای تابع اولیه شرط تحت معادله این

P (x, t∗) =
١√

۴K∗
απt∗

exp

[
− x٢

۴K∗
αt∗

]
=

١√
۴K∗

απt
α
exp

[
−x٢

۴K∗
αt

α

]
≡ P∗(x, t). (٣١.٢)

بنابراین، است، خودمتشابه x→ bα/٢x و t→ bt بازمقیاسͬ رابطه تحت (٣١.٢) رابطه در pdf است.

P∗(b
α/٢x, bt) = bα/٢P∗(x, t). (٣٢.٢)

دارد. مشابهͬ pdf نیز FBM که داد نشان مͬ�توان
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۵٣ شده بازمقیاس بروانͬ حرکت .٢.٢

α = H+١ داریم بازمقیاسشده بروانͬ حرکت برای که ،f(t) ∼ t−α عبور اولین زمان توزیع α نمای تخمین :٣.٢ شͺل
.[٩١]

SBM پخش فرآیند در FPT رفتار

عبور اولین زمان تعیین تصادفͬ فرآیندهای در توجه مورد مساله�های از ͬͺی شد، بیان (٣.١.٢) بخش در قبلا که همان�گونه

تنها است. متفاوت فرآیند ͷی مختلف نمودهای برای و است تصادفͬ کمیت ͷی FPT است. معین مقدار ͷی از آن�ها

مورد در بحث به بخش این در کرد. تعیین دقت به بروانͬ حرکت جمله از فرآیندها از معدودی تعداد برای را FPT مͬ�توان

مͬ�پردازیم. شده بازمقیاس بروانͬ حرکت برای FPT

برای Ta زمان مͬ�کنیم. پیدا را FPT برای توزیع تابع ،(٣.١.٢) بخش در شده بیان روش به�کارگیری با ،SBM مورد در

را a مقدار حداقل زمان این در M(t) = max٠≤s≤tx∗(s) اگر بود خواهد t برابر a مقدار به x∗(t) رسیدن بار اولین

،t > ٠ برای رو این از باشد. داشته

P {M(t) ≥ a} = P {Ta ≤ t} = ٢P {X∗(t) ≥ a}

=
١√
K∗

απt∗

∫ ∞

a

exp

[
− x٢

۴t∗

]
dx

=
١√
K∗

απ

∫ ∞

a/
√
t∗

exp

[
−y

٢

۴

]
dy. (٣٣.٢)

مͬ�آید، به�دست عبور اولین زمان برای توزیع تابع ،s = a٢t∗/x
٢ متغیر تغییر با

F (t) = P {Ta ≤ t} =
a

٢
√
K∗

απ

∫ t∗

٠
s−٣/٢exp

[
−a

٢

۴s

]
ds. (٣۴.٢)
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۵۴ شده بازمقیاس بروانͬ حرکت .٢.٢

داشت، خواهیم را Ta برای f(t) توزیع چͽالͬ ترتیب، بدین

f(t) =
dF (t)

dt
=

Ha√
K∗

απt
H+١

exp

[
− a٢

۴t٢H

]
. (٣۵.٢)

به�صورت f(t) ،t → ∞ کردن میل با آمد. خواهد به�دست معمولͬ بروانͬ حرکت به مربوط نتیجه ،H = ١/٢ برای

نمونه ١٠٠٠ برای FPT حاصل نتایج تصویر این مͬ�شود. دیده (٣.٢) تصویر در رفتار این مͬ�کند. افت t−(H+١)

خوبی توافق نمونه�ها کم تعداد وجود Hبا = ٠٫ ۴±٠٫ ١٢ تخمینͬ مقدار مͬ�دهد. نشان Hرا = ٠٫ ۴ برای شده شبیه�سازی

دارد. شده محاسبه مقدار با

SBM پخش فرآیند در ارگودیسیتͬ

دیفرانسیل معادله از دید، مͬ�توان که به�طوری دارد. وجود ͷارگودی غیر رفتار انتظار ،SBM بودن غیرپایا به توجه با

مͬ�آید، به�دست هنگردی میانگین از متفاوت صورت این MSDبه برای زمانͬ میانگین (١٧.٢) برطبق (٢٨.٢)

⟨
δ٢(∆)

⟩
=

٢K∗
αt

α+١

(α+ ١) ×

[
١−

(
∆
t

)١+α −
(
١− ∆

t

)١+α
]

t−∆
(٣۶.٢)

مͬ�آوریم، به�دست را زیر خطͬ رفتار ،t≫ ∆ حد در که

⟨
δ٢(∆)

⟩
∼ ٢K∗

α

∆

t١−α
. (٣٧.٢)

شده، بیان ([٨٠] ) مرجع در که مͬ�دهد نشان را فرآیند بودن ͷغیرارگودی نتیجه، این

⟨
δ٢(∆)

⟩
̸= ⟨x٢(∆)⟩. (٣٨.٢)

رابطه حدی صورت برای ∆
t ≃ ١+ ε بسط از استفاده با مͬ�کند، میل t مشاهده زمان یا اندازه�گیری زمان سمت ∆به وقتͬ

مͬ�رسیم، زیر نتیجه به بالا،

⟨
δ٢(∆)

⟩
∼ ٢K∗

αt
α − αK∗

α

t١−α
(t−∆) +

α(α− ١)K∗
α

٣t٢−α
(t−∆)٢ (٣٩.٢)
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۵۵ شده بازمقیاس بروانͬ حرکت .٢.٢

شبیه�سازی از حاصل (راست) α = ٣/٢ و (چپ) α = ١/٢ MSDبرای هنگردی و زمانͬ میانگین مقایسه :۴.٢ شͺل
است. شده رسم نیز مختلف مسیر چندین MSDبرای .[٩۴] تحلیلͬ نتیجه و

فراپخش و (α = ١/٢) زیرپخش حالت دو برای SBM مختلف مسیرهای برای شبیه�سازی نتایج (۴.٢) شͺل در

ضعیف بسیار پراکندگͬ این�جا در دیͽر نکته دارند. تحلیلͬ نتیجه با خوبی بسیار توافق که مͬ�شود دیده (α = ٣/٢)

تمییز برای که است اهمیت با ویژگͬ ͷی این است. میانگین مسیر به نسبت نتیجه در و یͺدیͽر به نسبت مجزا مسیرهای

.[٩٧ ،٩۶] CTRW از FBM تشخیص برای مثال، عنوان به مͬ�رود؛ به�کار فرآیندها دادن

برای MSD زمانͬ میانگین شد، بیان (٢.١.٢) بخش در که همان�طور SBM برای ارگودیسیتͬ شͺست پارامتر

حاصل نمونه�های برای انحرافات این (۴.٢) شͺل در دارند. تفاوت میانگین مقدار با و یͺدیͽر با مختلف مسیرهای

مختلف مدل�های شناخت در ارگودیسیتͬ شͺست پارامتر آماری اطلاعات مͬ�شوند. مشاهده SBM برای شبیه�سازی از

حد در بروانͬ حرکت همانند نیز SBM برای پارامتر این CTRW برخلاف است. فراوانͬ اهمیت دارای غیرعادی پخش

، δ٢(∆)⟨
δ٢(∆)

⟩ را، آن�ها میانگین مقدار به زمانͬ میانگین�های نسبت به مربوط توزیع (٣.۴) شͺل مͬ�کند. میل صفر →t/∆به ٠

∆�های به�ازای را گاوسͬ حالا به نسبت تقارن خوردن برهم و بیشتر پهن�شدگͬ مͬ�توان مͬ�دهد. نشان SBM فرآیند برای

نمود. مشاهده بزرگ�تر

هستیم، زمانͬ میانگین چهارم مومنت یافتن نیازمند رابطه صورت در SBM برای ارگودیسیتͬ شͺست پارامتر محاسبه�ی در

⟨(
δ٢(∆)

)٢⟩
=

١
t−∆

t−∆∫
٠

dt١

t−∆∫
٠

dt٢

⟨
(x٢(t١ +∆)− x(t١))

٢(x٢(t٢ +∆)− x(t٢))
٢
⟩
. (۴٠.٢)
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۵۶ شده بازمقیاس بروانͬ حرکت .٢.٢
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پهن�تر توزیع بزرگ�تر ∆�های برای که نمود مشاهده مͬ�توان مختلف. نماهای برای δ٢(∆)⟨
δ٢(∆)

⟩ برای ϕ(ξ) توزیع :۵.٢ شͺل

مشاهده توزیع تقارن عدم همچنان اما مͬ�یابد کاهش توزیع پهنای بزرگ αهای برای مͬ�رود. بین از توزیع این تقارن و شده
.[٩۵] است N = ١٠٣ میانگین�گیری برای رفته بͺار نمونه�های تعداد و t = ١٠۴ شͺل این در مشاهده زمان مͬ�شود.

۵۶



۵٧ شده بازمقیاس بروانͬ حرکت .٢.٢

صورت، به مͬ�توان را (۴٠.٢) در انتگرال�ده [٩٨] ١ͷوی قضیه بردن به�کار با

⟨
(x(t١ +∆)− x(t١))

٢(x(t٢ +∆)− x(t٢))
٢
⟩
=⟨

(x(t١ +∆)− x(t١))
٢
⟩⟨

(x(t٢ +∆)− x(t٢))
٢
⟩
+ ٢ ⟨(x(t١ +∆)− x(t١))(x(t٢ +∆)− x(t٢))⟩٢ .

(۴١.٢)

EB به مربوط عبارت صورت برای زیر رابطه�ی به نتیجه در ؛
⟨
δ٢(∆)

⟩٢
با است معادل عبارت این در اول جمله نوشت.

مͬ�رسیم، N یعنͬ (١٩.٢) در

N (∆) =

⟨(
δ٢(∆)

)٢⟩
−
⟨
δ٢(∆)

⟩٢

=
٢

(t−∆)٢

∫ t−∆

٠
dt١

∫ t−∆

٠
dt٢ ⟨(x(t١ +∆)− x(t١))(x(t٢ +∆)− x(t٢))⟩٢ . (۴٢.٢)

داشت، خواهیم ⟨x(t١)x(t٢)⟩ =
⟨
x(min[t١, t٢([٢

⟩
یعنͬ ،SBM برای کوواریانس رابطه از استفاده با و

N (∆) =

⟨(
δ٢(∆)

)٢⟩
−
⟨
δ٢(∆)

⟩٢

=
۴

(t−∆)٢

∫ t−∆

٠
dt١

∫ t−∆

t١

dt٢ ⟨(x(t١ +∆)− x(t١))(x(t٢ +∆)− x(t٢))⟩٢ . (۴٣.٢)

داشت، خواهیم t١ < t٢ فرض همچنین و SBM برای کوواریانس عبارت از استفاده با دوباره

N (∆) =
۴

(t−∆)٢

∫ t−∆

٠
dt١

∫ t−∆

t١

dt٢

[⟨
(x٢(t١ +∆)

⟩
− ⟨x(t١ +∆)x(t٢)⟩

]٢
. (۴۴.٢)

رسید، خواهیم N برای عبارت این به ،τ ′ = t٢ − t١ متغیر تغییر اعمال با

N (∆) =
۴

(t−∆)٢

∫ t−∆

٠
dt١

∫ t−∆−t١

٠
dτ ′
[⟨

(x٢(t١ +∆)
⟩
− ⟨x(t١ +∆)x(t١ + τ ′)⟩

]٢
. (۴۵.٢)

١ Wick-Isserlis Theorem
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۵٨ شده بازمقیاس بروانͬ حرکت .٢.٢

داشت، خواهیم کوواریانس رابطه اساس بر و مͬ�کنیم جابجا را انتگرال دو ترتیب مرحله این در

N (∆) =
۴

(t−∆)٢

∫ ∆

٠
dτ ′
∫ t−∆−τ ′

٠
dt١

[⟨
x٢(t١ +∆)

⟩
−
⟨
x٢(t١ + τ ′)

⟩]٢
. (۴۶.٢)

میانگین رابطه�ی از مͬ�توان انتگرال داخل مقدار برای مͬ�کنیم. معرفͬ را y′ = τ ′/∆ و x′ = t١/∆ جدید متغیرهای حال

داشت، خواهیم ترتیب بدین کرد. استفاده
⟨
x٢(t)

⟩
= ٢Kαt

α یعنͬ SBM برای هنگردی

N (∆) =
١۶K٢

α∆
٢α+٢

(t−∆)٢

∫ ١

٠
dy′
∫ t/∆−١−y′

٠
dx′
[
(x′ + ٢(١α − ٢(x′ + ١)α(x′ + y′)α + (x′ + y′)٢α

]
.

(۴٧.٢)

مͬ�کنیم، تقسیم مجزا ناحیه�ی دو به را x′ متغیر روی بر انتگرال�گیری ناحیه�ی انتگرال، محاسبه�ی جهت

∫ ١

٠
dy′
∫ t/∆−٢

٠
dx′ +

∫ ١

٠
dy′
∫ t/∆−١−y′

t/∆−٢
dx′ =

∫ t/∆−٢

٠
dx′
∫ ١

٠
dy′ +

∫ t/∆−١

t/∆−٢
dx′
∫ t/∆−١−x′

٠
dy′.

(۴٨.٢)

مͬ�شود، حاصل صورت این به (١٩.٢) رابطه�ی در EB صورت در موجود عبارت نهایتا و

N (∆, τ) =
١۶K٢

α∆
٢α+٢

(t−∆)٢

[
(τ − ٢(١α+١

٢α+ ١ +
(٣α+ ١)(τ − ٢(١α+٢

٢(α+ ٢)٢(١α+ ١)
− ٢τα+١(τ − ١)α+١

(α+ ٢(١
(۴٩.٢)

+
τ٢α+٢

٢(α+ ٢)(١α+ ١) −
(٢α٢ + α+ ١)

٢(α+ ٢)٢(١α+ ١)
+

٢
α+ ١

∫ τ−١

٠
dx′ (x′)α+١(x′ + ١)α

]
,

.

نمود، بیان ناکامل بتای تابع برحسب مͬ�توان را عبارت این در با�قͬ�مانده انتگرال

I١(τ) =

∫ τ−١

٠
dx′ (x′)α+١(x′ + ١)α = (−١)−αB[−τ + ١, ٢+ α, ١+ α]. (۵٠.٢)

شد. معرفͬ (١٧.٢) رابطه�ی در که است زمانͬ میانگین مربع واقع در (١٩.٢) رابطه�ی مخرج در موجود عبارت همچنین

بود، خواهد صورت این به نتیجه که است محاسبه قابل به�سادگͬ رو این از

D(∆, τ) =

[
٢Kα∆

α+١

(α+ ١)(t−∆)
(τα+١ − ١− (τ − ١)α+١)

]٢
(۵١.٢)

۵٨



۵٩ شده بازمقیاس بروانͬ حرکت .٢.٢

بررسͬ مورد متفاوت نماهای ازای به مختلف حدی حالات در را ارگودیسیتͬ شͺست پارامتر برای حاصل عبارت اکنون

بروانͬ حرکت به مربوط عبارت سمت به ∆/t ≪ ١ برای و α = ١ ازای به EB مورد، اولین عنوان به مͬ�دهیم. قرار

است. ͷارگودی حد این در بروانͬ حرکت همچون SBM که مͬ�دهد نشان و مͬ�کند میل (٢٠.٢)

،[٩٩] زیر بسط از استفاده با بازه، این در نتیجه ٠ < α < ١/٢ بازه

∫
xp(x+ ١)qdx =

xp+١(x+ ١)q
p+ q + ١ +

q

p+ q + ١

∫
xp(x+ ١)q−١dx, (۵٢.٢)

از (۵٠.٢ ) انتگرال بر عبارت این اعمال مرتبه سه با مͬ�آید. به�دست EB برای حاصل کلͬ عبارت در (۵٠.٢) رابطه�ی از

مͬ�رسیم، زیر دقیق عبارت به نتیجه در مͬ�شود. همͽرا انتگرال τ → ∞ حد در و مͬ�شود کاسته انتگرال�ده توان

I١(τ) =
(τ − ١)α+٢τα

٢(α+ ١) +
α(τ − ١)α+٢τα−١

٢(α+ ٢)(١α+ ١) +
α(α− ١)(τ − ١)α+٢τα−٢

۴α(α+ ٢)(١α+ ١)

+
α(α− ١)(α− ٢)

۴α(α+ ٢)(١α+ ١)

∫ τ−١

٠
(x′)α+١(x′ + ١)α−٣dx′. (۵٣.٢)

را باقͬ�مانده انتگرال و ،(τ − ١) → ∞ داد، میل بی�نهایت سمت به را انتگرال بالای حد مͬ�توان ،∆/t ≪ ١ حد در

نمود، بیان کامل بتای تابع برحسب

∫ ∞

٠
(x′)α+١(x′ + ١)α−٣dx′ = B(α+ ٢, ١− ٢α).

ارگودیسیتͬ، شͺست پارامتر برای مقیاسͬ رابطه�ی ͷی به طریق بدین .

EB(α,∆) ≈ ۴C(α)(∆/t)٢α, (۵۴.٢)

ضریب، با

C(α) =
(١− α)(٢− α)B(α+ ٢, ١− ٢α)− (٢α٢ + α+ ١)

٢(α+ ٢)٢(١α+ ١)
. (۵۵.٢)

که (۶.٢) شͺل طبق است. برقرار α ̸= ٠, ١/٢ مقادیر و صفر ͷنزدی های (∆/t) برای مقیاسͬ رابطه�ی این مͬ�رسیم.

پارامتر ٠ < α١/٢ بازه�ی در که دید مͬ�توان مͬ�دهد، نشان ارگودیسیتͬ شͺست پارامتر برای را شبیه�سازی و تئوری نتایج

۵٩



۶٠ شده بازمقیاس بروانͬ حرکت .٢.٢

æ

ææ
æææææ

æ

æ

æ

æ

æ

æ
æ
æ
æ
æææ
æ

æ

æ
æ
æ æ æ

æ
æ

æ æ
æ æ
æ

æ

æ æ æ
æ
æ
æ æ
æ æ
æ æ

àààà
à

à

à

à
àà
àà
ààà

àà

à à
à à à

à
à
à à à à

à
à
à à
à à
à à à

à à
à à

ìì
ìì

ì
ì

ìììììììì
ì
ìì
ì
ì
ì
ìì
ìì
ì
ì
ìì
ìì
ì
ììì

ìì
ì

ì
ììì

D=100,101,102

A

-1 0 1 2

102

101

100

Α-1

E
B
HD
L�

E
B

B
M
HD
L

B

D=100,101,102

-1 0 1 2

102

101

100

Β=Α-1

E
B
HD
L�

E
B

B
M
HD
L

نشان نقاط توسط شبیه�سازی از حاصل نتایج .α حسب بر SBM برای ارگودیستͬ شͺست پارامتر چپ) :۶.٢ شͺل
برای مختلف رنگ�های هستند. (۵١.٢) و (۴٩.٢) معادلات از حاصل تحلیلͬ نتیجه رنگͬ کامل خطوط است. شده داده
نشان بزرگ�تر رنگ سیاه دوایر با α = ١/٢ αو = ٠ حالت .∆ = ١٠٠, ١٠١, ١٠٢ رفته�اند بͺار مختلف ∆�های نمایش
نتایج راست) Nاست. = ١٠٣ نما هر برای رفته بͺار نمونه�ی مسیرهای تعداد و t = ١٠۴ مشاهده زمانͬ بازه شده�اند. داده
در خط�چین هستند. (۴٩.٢) رابطه دقیق حل دهنده�ی نشان رنگ آبی و سبز قرمز، منحنͬ�های .EB حدی و دقیق تحلیلͬ
([٩٣] ) مرجع از حاصل نتایج ٠ < α < ١/٢ ناحیه در خط�چین منحنͬ و (۵۶.٢) نتیجه با است معادل α < ١/٢ ناحیه
ͬͺمش نقاط شده�اند. رسم ثابت تاخیری زمان برای (۵۴.٢) رابطه طبق ٠ < α < ١/٢ بازه در رنگ بنفش خطوط هستند.

.[٩۵] است شده حاصل متمتیͺا، از استفاده با (۴٩.٢) رابطه انتگرال محاسبه از بزرگ،

وجود EB t/∆برای مانند مقیاسجهان�شمولͬ این�جا در بروانͬ، حرکت برخلاف و ∆است. به نسبت حساسͬ تابع EB

ندارد.

داشت خواهیم (۵١.٢) در EB مخرج به مربوط عبارت برای ،ͷکوچ t/∆�های حد در و بازه این در α > ١/٢ بازه

بعد و (۵٣.٢) در (۵٢.٢) رابطه�ی مرتبه دو اعمال با بزرگ، τ حد در صورت، به مربوط عبارت درحالیͺه D(τ)؛ ∼ ۴τ٢α

داریم، EB برای نهایت در .N (τ) ∼ ١۶α٢τ٢α−٢)٣]/١α− ١)] مͬ�آید به�دست جمله سه اولین شدن حذف از

lim
∆/t→٠

EB(∆) ≈ ۴
٣

α٢

٢α− ١
∆

t
. (۵۶.٢)

رابطه شود. اعمال τ ≫ ١ حد سپس گیرد انجام α حول بسط باید ابتدا کرد، عمل احتیاط با باید α = ١/٢ ͷنزدی

α نمای به وابسته ضریبی با اما است خطͬ ∆/T به نسبت بروانͬ حرکت مورد همانند SBM که مͬ�دهد نشان (۵۶.٢)

.α٢)/٢α− به�صورت(١

۶٠



۶١ شده بازمقیاس بروانͬ حرکت .٢.٢

١ آهسته” به�شدت شده�ی بازمقیاس بروانͬ ”حرکت عنوان به که α = ٠ نمای در EB پارامتر بررسͬ جهت α = ٠ بازه

در مͬ�دهیم. بسط ͷکوچ �αهای برای xα = eαlog(x) ͷکم با را (۵١.٢) و (۴٩.٢) رابطه�های ،[١٠٠] مͬ�شود شناخته

داده بسط α توان�های براساس را انتگرال�ده ابتدا است، شده داده نشان (۵٠.٢) در که رابطه این در موجود انتگرال مورد

ساده α مرتبه�ی از جمله دو اولین نتیجه، در مͬ�کنیم. محاسبه
∫ t−∆

٠ dt بازه�ی در را حاصل تابع روی بر انتگرال سپس

∆/t≪ ١ͷکوچ ∆�های در حاصل نتیجه�ی بسط و مخرج و صورت در α٢ مرتبه�ی با جملات کردن تقسیم با مͬ�شوند.

رسید، خواهیم زیر عبارت به

lim
∆/t→٠

EBUSBM(∆) ≈ ۴(π٢/۶− ١)
(log[t/∆] + ٢(١

. (۵٧.٢)

زمانͬ میانگین MSDو مقیاسͬ بستگͬ از ناشͬ که دارد ∆/t به لͽاریتمͬ بستگͬ EB مورد این در که مͬ�شود مشاهده

است. پخشͬ و تاخیری زمان MSDبه

ͬͺنزدی در را (۵١.٢) و (۴٩.٢) عبارات ،α = ٠ حالت همانند مͬ�پردازیم. α = ١/٢ مورد به حال α = ١/٢ بازه

تابع انتگرال سپس داده، بسط (α − ١/٢) توان�های اساس بر را انتگرال�ده ابتدا منظور بدین مͬ�دهیم. بسط α = ١/٢

∆/t→ ٠ حد در (α−١/٢)٠ مرتبه�ی از مخرج و غالبصورت جملات �مͬ�نماییم. محاسبه [٠, t−∆]بازه�ی بر را حاصل

نتیجه�ی،

lim
∆/t→٠

EBα=١/٢(∆) =
∆

٣t [log(T/∆) + ٢ log(٢)− ۵/۶]. (۵٨.٢)

توجه با مͬ�شود. ظاهر EB t/∆برای به لͽاریتمͬ وابستگͬ بروانͬ، حرکت با مقایسه در که مͬ�شود مشاهده دربردارند. را

(نقاط هستند ͷنزدی (۴٩.٢) رابطه از حاصل مقادیر به بسیار (۵٨.٢) نتیجه�ی که دید مͬ�توان ،(۶.٢) در الف شͺل به

ایفا چشمͽیرتری نقش (۵٨.٢) نتیجه�ی در موجود ثابت t/∆جملات میانͬ مقادیر برای .(α = ١/٢ در رنگ سیاه بزرگ

مͬ�شود. مشاهده (۶.٢) در الف شͺل در که مͬ�کنند

به�صورت ٠ < α < ١/٢ نماهای برای مشاهده زمان به نسبت را EB شبیه�سازی از حاصل مقیاسͬ رفتار (٧.٢) شͺل

(۵۶.٢) و (۵۴.٢) تئوری از حاصل نتایج رنگ سیاه خطوط مͬ�دهد. نشان ١/tبه�صورت α < ١/٢ نماهای برای t٢α/١و

هستند.

١ Ultraslow Scaled Brownian Motion

۶١



۶٢ شده بازمقیاس بروانͬ حرکت .٢.٢

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

100

103 104 105 106

EB
(∆

)

t

∆=10

 α = 0.01
 		    0.2
 		    0.4
 		    0.6
 		    0.7
 		    0.8
 		    1.5
 		     2 

نتایج نقاط و (۴٩.٢) معادله�ی تحلیلͬ نتایج کامل خطوط .t مشاهده زمان برحسب SBM برای EB پارامتر :٧.٢ شͺل
.[٩۵] N = ١٠٣ و ∆ = ١٠ مͬ�دهند.پارامترها: نمایش را شبیه�سازی

مقید بازمقیاسشده بروانͬ حرکت

حرکت مثال، عنوان به است. فضایی قیدهای یا خارجͬ نیروهای به آن پاسخ تصادفͬ، فرآیند ͷی مهم ͬͺفیزی ویژگͬ�های از

این مͬ�شود، ردیابی نوری انبرک�های ͷکم با ذرات حرکت وقتͬ یا دارند فضایی محدودیت که سلول�ها بدنه روی بر ذرات

نمونه ͷی عنوان به ͷهارمونی پتانسیل اثر بررسͬ به این�جا در مͬ�کند. وارد ذرات به هوک١ͬ بازگرداننده نیروی ͷی انبرک

مقید SBM رفتار بر حاکم تصادفͬ دیفرانسیل معادله مͬ�پردازیم. ثابت) k (با V (x) ∝ ١
٢kx

٢ کاربردی و مهم

dx(t)

dt
= −kx(t) +

√
٢αK∗

αt
α−١ × η(t) (۵٩.٢)

فرض با مقید حالت این در کوواریانس مͬ�دهد. نشان را صفر میانگین با گاوسͬ سفید نوفه η(t) نیز جا این در است.

مͬ�آید، به�دست کومر تابع برحسب t١ < t٢

⟨x(t١)x(t٢)⟩ = ٢K∗
αt

α
١ e

−k(t١+t٢)M(α, α+ ١, ٢kt١). (۶٠.٢)

مͬ�آید، به�دست مقید حالت MSDبرای هنگردی میانگین نتایج، این اساس بر

⟨
x٢(t)

⟩
= ٢K∗

αt
αe−٢ktM(α, α+ ١, ٢kt). (۶١.٢)

١ Hookean Restoring Force

۶٢



۶٣ شده بازمقیاس بروانͬ حرکت .٢.٢

نتیجه و شبیه�سازی حاصل (راست) α = ٣/٢ و (چپ) α = ١/٢ برای MSD هنگردی و زمانͬ میانگین :٨.٢ شͺل
.[٩۴] k ثابت از مختلف شدت دو برای ͷهارمونی پتانسیل تحت مقید SBM برای تحلیلͬ

مقیاسͬ، رابطه بلند زمان�های برای و مͬ�دهد نشان را آزاد ذره زیرپخشͬ رفتار t≪ ١/kͷکوچ زمانͬ بازه�های در طبق که

⟨
x٢(t)

⟩
∼ αK∗

αk
−١tα−١ (۶٢.٢)

فراپخش برای درحالیͺه مͬ�کند، میل صفر به توانͬ MSDبه�صورت ،(٠ < α < زیرپخش(١ حالت برای مͬ�شود. حاصل

مͬ�کند. رشد نامحدود به�صورت (١ < α < ٢)

بود، خواهد صورت این به کومر توابع اساس بر مقید حالت در SBM MSDبرای زمانͬ میانگین اما

< δ٢(∆) > =
٢Kα

(١+ α)
(t−∆)αe−٢k(t−∆) ×M(α+ ١, α+ ٢, ٢k(t−∆))

+
٢Kα

(١+ α)(t−∆)

[
t١+αe−٢ktM(α+ ١, α+ ٢, ٢kt)

−∆١+αe−٢k∆M(α+ ١, α+ ٢, ٢k∆)
]

− ۴Kα

(١+ α)
(t−∆)αe−٢kt+k∆ ×M(α+ ١, α+ ٢, ٢k(t−∆)) (۶٣.٢)

بزرگ، مقادیر برای کومر تابع بسط از استفاده با

M(α, α+ ١, z) ∼ α
exp(z)

z
, (۶۴.٢)

۶٣



۶۴ پیوسته زمان ول�گشت .٣.٢

آورد، خواهیم دست به را ([٩۴] ) مرجع نتیجه t≫ ∆ حد برای

< δ٢(∆) >∼ Kα

k

[
tα −∆α

t−∆
+ (t−∆)α−١)١− ٢e−k∆)

]
. (۶۵.٢)

MSD زمانͬ میانگین حالیͺه در مقید، حالت SBM فرآیند در که مͬ�شود مشاهده مͬ�دهد. نشان را تخت ناحیه ͷی که

میانگین�های (٨.٢) شͺل غیرارگودیͷاست. فرآیندی نتیجه در و مͬ�رسد اشباع حالت به هنگردی میانگین دارد، توانͬ رفتار

مͬ�دهد. نشان را شبیه�سازی نیز و تئوری نتایج از MSDحاصل زمانͬ و هنگردی

پیوسته زمان ول�گشت ٣.٢

موقعیت مͬ�شود. تعریف ͷوپیͺروسͺمی ول�گشت ایده مبنای بر پیداست، آن نام از که همان�طور پیوسته زمان ول�گشت

δXn = شده�اند توزیع یͺدیͽر از مستقل و یͺنواخت به�صورت که است تصادفͬ گام�های طول مجموع X(n) ذره مͺانͬ

مقیاسͬ، حد مطالعه در مهم نکته است. λ(δx) گام�ها طول میان مشترک احتمال چͽالͬ تابع .n ≥ ١،X(n)−X(n−١)

شود. δXn مرتبه از نوفه اثر تا است نیاز مورد زمان دهنده نشان این و است، τ ͷوپیͺروسͺمی زمانͬ مقیاس ͷی معرفͬ

حلال ملͺول�های با برخورد مثال عنوان به ) نمͬ�شود وارد تعینͬ و ثابت نرخ ͷی با نوفه اثرات سیستم�ها از بسیاری در اما

تصادفͬ). توزیع دارای پراکننده�ی نقاط با شده منتشر امواج برخورد یا

تصادفͬ طول ول�گشت، گام هر در است. شده طراحͬ زمانͬ مقیاس این بودن تصادفͬ توضیح برای مشخصا CTRW

از که دارند مستقلͬ و یͺنواخت توزیع خود تصادفͬ زمان�های این دارد. همراه به δTn تصادفͬ انتظار زمان ͷی δXj گام

تعینͬ رابطه طریق از زمانͬ مختصه معمولͬ، ول�گشت�های برای مͬ�آیند. بیرون ψ(δt)مشترک احتمال چͽالͬ تابع ͷی دل

که آزمایشͽاه در مشاهده زمان همان یا واقعͬ زمان CTRW برای مقابل، در است. ارتباط در گام�ها تعداد با t = nτ

اساسͬ تمایز که دانست باید است. T (n) =
∑n

j=١ δTj تصادفͬ انتظارهای زمان مجموع مͬ�شود، ثبت آزماشͽر توسط

دارد. وجود مͬ�شود، شناخته نیز تصادفͬ فرآیند درونͬ زمان نام با که X(n) گام�ها تعداد و ،T (n) زمان این میان

توجیه را ول�گشت رهیافت از استفاده موارد بسیاری در نوفه، زمانͬ مقیاس بودن تصادفͬ جدیدِ مفهوم این درحالͬ�که

به�طور نه. یا است ارزشمند دیدگاه ͷی این آیا که است این سوال اکنون مͬ�کند. پیچیده را مساله تحلیل اما مͬ�نماید،

بی�اهمیت میانگین حول خیزهای و افت ،⟨δTj⟩ میانگین انتظار زمان بلندی به زمان�هایی در که است این بر انتظار شهودی،

است. τ = ⟨δTj⟩ثابت مقیاس با معمولͬ ول�گشت حد معادل CTRW حدی نتیجه دیͽر، عبارتͬ به باشند.

پیچیدگͬ�های وجود با شود؟ بی�نهایت ⟨δTj⟩ اگر مͬ�شود چه که است این مͬ�شود، مطرح آماری�دان ͷی برای که سوالͬ اما

۶۴



۶۵ پیوسته زمان ول�گشت .٣.٢

یا باشد، داشته وجود واهلش زمان�های مقیاس برای بالایی حد که نیست مشخص نوعͬ، نوفه�ای سیستم ͷی در موجود

احتمالِ چͽالͬ باشد. ͷکوچ مقیاسمشاهده با مقابله مقیاسدر این اگر حتͬ تعریفکرد میانگین مقیاس ͷی بتوان این�که

،δt≫ τ برای زیر مجانبی رفتار با هستند پهن١ انتهای با توابع بی�نهایت، میانگین انتظار زمان مطالعه برای انتظار، زمان

ψ(δt) ∼ Bατ
α(δt)−١−α, ٠ < α < ١. (۶۶.٢)

با ⟨(δTj)q⟩ ممان�های تمام است. نوعͬ ͷوپیͺروسͺمی زمانͬ مقیاس τ متن باقͬ در و Bα = ١/|Γ(−α)| آن در که

و CTRW فرآیندهای از دسته این بررسͬ به ادامه در مͬ�شود. نیز میانگین مقدار شامل این که مͬ�شوند واگرا q ≥ α

مͬ�پردازیم. درگیر مقیاسͬ حدهای

زمان در پرواز ١.٣.٢

دارای زمانͬ مقیاس�های کننده ایجاد مͺانیزم این�که برای مͬ�پردازیم. CTRW پدیده�شناختͬ جنبه به بخشمختصرا این در

این غیر مورد به ابتدا است بهتر دریابیم به�درستͬ مͬ�شود، موجب را متعارف ولͽشت رفتار از انحراف که را پهن توزیع

کنیم. توجه حالت

که مͬ�گیریم درنظر مستقل و یͺنواخت توزیع با δTj انتظار زمان�های احتمال چͽالͬ را ψ(δt) ساده، مثال ͷی عنوان به

گسسته مͬ�توانند انتظار زمان�های هستند. متناهͬ ω =
⟨
(δTj)

٢⟩ − τ٢ واریانس و τ = ⟨δTj⟩ میانگین مقدار دو هر

توزیع با δTj تصادفͬ متغیرهای مجموع T (n) آزمایشͽاه در مشاهده زمان که آن�جا از پوآسونͬ. یا باشد، غیرتصادفͬ و

بود. خواهد گاوسͬ T (n) توزیع بزرگ های n برای بنابراین است. برقرار مرکزی حد قضیه است، مستقل و یͺنواخت

مجذور ریشه به�صورت میانگین، حول خیزها و افت اما .⟨δT (n)⟩ = τn مͬ�یابد، افزایش n با خطͬ به�صورت میانگین

و مͬ�باشد بی�اثر بزرگ n برای خیزها و افت مورد، این در درواقع مͬ�یابد. افزایش
√⟨

T ٢(n)
⟩
− τ٢n٢ = ω

√
n زمان

کرد. استفاده δTj = τ یا T (n) = τnتقریب از مͬ�توان

اعتبار محدوده از خارج که (۶۶.٢) شͺل به دارند پهن انتهای که توزیعͬ با انتظارهایی زمان بررسͬ به برمͬ�گردیم حال

زمان است. نوعͬ زمانͬ مقیاس ͷی صرفا τ و مͬ�شود واگرا آن�ها میانگین مقدار و متوسط زیرا است. مرکزی حد قضیه

ͷی از یا کاملا آن�ها به مربوط توزیع نیز و تصادفͬ متغیرهای چنین باشند. مثبت مقادیر به محدود باید δTj انتظارهای

١ Heavy-Tailed
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۶۶ پیوسته زمان تصادفͬ ولͽشت برای پخش معادله .۴.٢

از دوره�هایی برای مͺان، فضای در پیوسته� حرکت .CTRW پیوسته زمان ول�گشت در ذرات حرکت مسیر :٩.٢ شͺل
آهسته�تر بروانͬ ذره حالت به نسبت را حرکت شرایط، این مͬ�شود. متوقف مͬ�کنند، پیروی بی�مقیاس توزیع از که زمان
دوبه�دو اما مͬ�شوند؛ ظاهر زمانͬ مقیاس�های همه در بنابراین دارند، پهن انتهای که توزیعͬ با انتظار زمان�های مͬ�کند.

هستند. مستقل

پرداختند. پهن توزیع با skewed− تصادفͬ متغیرهای بررسͬ به [٧٩] کولموگروف و گندنکو٢ هستند. ١ skewedجهت

که مشخصشد مͬ�شود. معرفͬ حدی حالت در T (s) فرآیند برای داخلͬ زمان سنجش جهت s = nτ شبه�پیوسته پارامتر

جزئیات با لوی پروازهای ادامه در )T (s) = L+
α (s) است، α پایای جهته ͷی لوی حرکت ͷی شده، ظاهر مقیاسͬ حد

مثبت. راستای در است لوی پرواز CTRW فرآیند در مشاهده زمان دیͽر، عبارتͬ به یا . خواهندشد) معرفͬ بیشتر

(٩.٢) شͺل از که همان�طور دارند. متقارن مورد با زیادی اشتراک�های مͬ�دهند، رخ این�جا در که جهته�ای ͷی پروازهای

مشخص طولانͬ انتظارهای زمان با CTRW مسیرهای است، بلند جابجایی�های دارای لوی پروازهای درحالͬ�که پیداست؛

مͬ�شوند.

پیوسته زمان تصادفͬ ولͽشت برای پخش معادله ۴.٢

،CTRW در قدیمͬ مدل�های مقابل در است. منظم تصادفͬ ولͽشت تعمیم ،CTRW پیوسته زمان تصادفͬ ولͽشت مدل

در مͬ�کند. پیروی ψ(x, t) احتمال توزیع تابع از و بوده مستقل یͺدیͽر از قدم هر برای t انتظار زمان�های و x قدم�ها طول

درغیر و ψ(x, t) = λ(x)w(t) مͬ�شود: جدا صورت این به ψ باشند یͺدیͽر از مستقل انتظار زمان و قدم�ها طول که حالتͬ

زمان به نیاز مشخص، طول با قدمͬ برداشتن که معنا این به ,ψ(x؛ t) = p(x|t)w(t) = p(t|x)λ(x) داریم صورت این

طول واریانس و T میانگین انتظار زمان مشخصه�ی کمیت دو اساس بر CTRW مختلف رژیم�های دارد. معینͬ انتظار

١ one-sided or totally skewed

٢ Gnedenko
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۶٧ پیوسته زمان تصادفͬ ولͽشت برای پخش معادله .۴.٢

مͬ�شوند: تعریف صورت این به کمیت دو این مͬ�شوند. تعیین
∑٢ قدم�ها

λ(x) =
∫∞
٠ dtψ(x, t)

w(t) =
∫∞
−∞ dxψ(x, t).

(۶٧.٢)

عادی پخش نتیجه در و است برقرار مرکزی حد قضیه طولانͬ، زمان حد در مشخصه، کمیت دو این محدود مقادیر برای

فرآیند کرد. خواهیم بررسͬ را قدم�ها طول واریانس و انتظار مشخصه زمان برای مختلف امͺان چند ادامه در داریم.

،[١٠۴] کرد توصیف زیر معادله�ی شاه طریق از مͬ�توان را CTRW

η(x, t) =

∫ ∞

−∞
dx′
∫ ∞

٠
dt′η′(x′, t′)ψ(x− x′, t− t′) + δ(x)δ(t). (۶٨.٢)

،t′ زمان در x′ مͺان به رسیدن احتمال به را ،η(x, t) ، t زمان در x مͺان به رسیدن pdf احتمال چͽالͬ تابع رابطه این

W (x, t) احتمال چͽالͬ تابع نتیجه در است. اولیه شرایط دهنده نشان عبارت این در دوم جمله مͬ�دهد. ارتباط ،η′(x′, t′)

بود: خواهد صورت این به t زمان در r مͺان در بودن برای

W (r, t) =

∫ t

٠
dt′η′(x, t′)Ψ(t− t′) (۶٩.٢)

این�جا: در که بعد. به آن از نکردن حرکت و t′ زمان در x به رسیدن احتمال عبارتͬ، به یا

Ψ(t) = ١−
∫ t

٠
dt′w(t′) (٧٠.٢)

پیروی زیر جبری رابطه Wاز (x, t)برای pdf فوریه، لاپلاس- فضای در است. (٠, t) زمانͬ بازه�ی در برنداشتن گام احتمال

،[١٠۴] مͬ�کند

W (k, u) =
١− w(u)

u

W٠(k)

١− ψ(k, u)
(٧١.٢)

است. اولیه مͺان فوریه (k)W٠تبدیل که
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۶٨ پیوسته زمان تصادفͬ ولͽشت برای پخش معادله .۴.٢

طولانͬ استراحت�های ١.۴.٢

محدود گام�ها طول واریانس اما واگرا، T انتظار مشخصه زمان اگر مͬ�کند توصیف را زیرپخش که کسری پخش معادله :

تعمیم پخش طولان١ͬضریب استراحت�های عنوان با که مͬ�شود خوانده کسری زمان تصادفͬ ولͽشت مربوط فرآیند شود،

بسته فرم است. [Kα] = cm٢s−α بعد دارای که Kα ≡ σ٢/τα مͬ�شود تعریف صورت این به این�جا Kαدر یافته

:[١١۵] مͬ�شود داده نشان فاکس توابع طریق از (؟؟) معادله جواب�های

W (x, t) =
١√

۴πKαtα
H٢,٠

١,٢

[
x٢

۴Kαtα
|(١−α/٢,α)
(٠,١),( ١

٢ ,١)

]
(٨۵.٢)

احتمال با خود، مسیر در ذره که مͬ�بینیم پس مͬ�شود. میرا عادی پخش حالت از کندتر تابع، این طولانͬ زمان�های حد در

در محدود زمانͬ بازه در مشاهده فرآیند برای امر این کرد. خواهد تجربه را طولانͬ بسیار انتظارهای زمان غیرصفر،

به تمایل ولͽشت در ذرات از هنگردی بنابراین افتد. دام به نقاطͬ در عملͬ لحاظ از ذره که مͬ�کند ایجاب شبیه�سازی�ها،

غیرایستا رشد CTRW ریاضͬ، بیان به دارند. قرار سͺون حال در آن�ها در زیادی ذرات که دارند منجمدی حالت�های

ضعیف شͺست CTRW دارد. بستگͬ آن انجام زمان به اندازه�گیری ͷی نتیجه واقع در مͬ�دهد، نشان پیری فرآیند و دارد

بروز متفاوتͬ رفتار جابجایی مربع همانند کمیت�ها هنگردی و زمانͬ میانگین که معنا این به مͬ�دهد. نشان را ارگودیسیتͬ

گام�ها طول واریانس زمانͬ میانگین که درمͬ�یابیم گیرد، قرار بررسͬ مورد CTRW مسیرهای از مجموعه�ای اگر مͬ�دهند:

پخش ضریب دارد. زمان با غیرخطͬ مقیاسͬ رفتار آن هنگردی میانگین که صورتͬ در مͬ�کند تغییر خطͬ به�صورت زمان با

ضعیف شͺست دارای سیستم�های در کلͬ، حالت در است. تصادفͬ متغیری مسیرها، هنگرد میان در اول، مورد از حاصل

مͬ�دهند. نشان آن�ها هنگردی میانگین حول را پهنͬ توزیع کمیت�ها زمانͬ میانگین ارگودیسیتͬ،

لوی پروازهای بلند: قدم�های ٢.۴.٢

مͬ�کند پیروی پواسونͬ توزیع از که مͬ�باشد محدود T انتظار مشخصه زمان که دارد وجود شرایطͬ قبلͬ، حالت مقابل در

یا مͬ�شود٢، شناخته لوی پروازهای عنوان با مͬ�شودو مدل لوی توزیع از استفاده با که مͬ�شود واگرا قدم�ها طول واریانس و

عبارتͬ: به

λ(k) = exp (−σµ|k|µ) ∼ ١− σµ|k|µ. (٨۶.٢)

٢ L’evy Flights
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۶٩ پیوسته زمان تصادفͬ ولͽشت برای پخش معادله .۴.٢

نظر از مسیر دو هر که حالͬ در .µ = ١٫ ۵ شاخص با لوی گشت و (چپ) براونͬ حرکت در مسیر مقایسه :١٠.٢ شͺل
توسط را کوتاه گام�های با گرفته شͺل خوشه�های است، فراکتالͬ بعد دارای لوی گشت مسیر هستند، متشابه خود آماری

مͬ�کند. متصل یͺدیͽر به بلند قدم�های

صورت این به مجانبی رفتار |x| ≫ σ حد در ،١ < µ < ٢ برای

λ(x) = Aµσ
−µ|x|−١−µ. (٨٧.٢)

لاپلاس فضای در انتشارگر ،(٧١.٢) در (٨۶.٢) دادن قرار با است. مارکوفͬ فرآیند ،T بودن محدود دلیل به مͬ�دهد. نشان

مͬ�شود: حاصل زیر کسری دیفرانسیل معادله رابطه، این در فوریه و لاپلاس تبدیل عکس اعمال با که مͬ�آید به�دست فوریه

∂W

∂t
= Kµ

−∞D
µ
xW (x, t) (٨٨.٢)

با: است برابر مورد این در یافته تعمیم پخش ثابت مͬ�شود. معرفͬ بعد فصل در −∞D
µ
x وایل کسری مشتق عملͽر

مͬ�آوریم: به�دست را انتشارگر فوریه، تبدیل با دارد. [Kα] = cmαs−١ بعد که Kµ ≡ σµ/τ

W (k, t) = exp (−Kµt|k|µ) (٨٩.٢)

شͺل در مͬ�رود. به�کار لوی پروازهای کردن مدل برای و است لوی مرکزی و متقارن توزیع مشخصه تابع حاصل، نتیجه

نشان گام تعداد همان با لوی پرواز با مقایسه در محدود گام�های با (سمتچپ) ولͽشتتصادفͬ در یͷذره مسیر (٢.۴.٢)

احتمال با مͬ�توانند بلند گام�های قدم�ها، طول احتمال توزیع تابع مجانبی خصلت دلیل به لوی، پرواز در است. شده داده

باعث مͬ�شود، دیده (٨٧.٢) در که قدم�ها، طول pdf مقیاسͬ خصلت دهند. رخ گاوسͬ توزیع تابع حالت به نسبت بیشتری

۶٩



٧٠ پیوسته زمان تصادفͬ ولͽشت برای پخش معادله .۴.٢

طولͬ مقیاس�های همه با بلند گام�های توسط موضعͬ حرکت�های دیͽر عبارتͬ به مͬ�شود. لوی پرواز در ١ͬͽخوش ویژگͬ

مسیر مقابل در داد. نسبت [١١٧ ،١١۶] df = µ فراکتالͬ بعد لوی پروازهای مسیر به مͬ�توان حقیقت در مͬ�شوند؛ قطع

دارند. قرار مرتبه ͷی در تقریبا گام�ها همه و مͬ�کند پر کاملا را بعدی دو فضای تمام ،
∑٢

<∞ با چپ سمت

،١١٨] آورد به�دست را (٨٨.٢) کسری دیفرانسیل معادله جواب�های تحلیلͬ به�صورت مͬ�توان فاکس، توابع از استفاده با

:[١١٩

W (x, t) =
١
µ|x|

H١,١
٢,٢

[
|x|

(Kµt)١/µ
|(١,١/µ),(١,

١
٢ )

(١,١),(١, ١٢ )

]
(٩٠.٢)

از که همان�طور مͬ�شود. حاصل گاوسͬ ͷکلاسی پاسخ�های µ→ ٢ حد در و است لوی پایدار قانون نمایش بسته فرم این

:[١٢١ ،١٢٠] مͬ�شود استنباط لوی پروازهای نوعͬ توانͬ مجانبی رفتار مͬ�رود، انتظار (٩٠.٢)

W (r, t) ∼ Kµt

|x|١+µ
, µ < ٢ (٩١.٢)

مͬ�شود: واگرا جابجایی�ها مربع میانگین ویژگͬ، این وجود به�دلیل

⟨
x٢(t)

⟩
→ ∞. (٩٢.٢)

انتشار سرعت ذرات این برای چراکه است، ساز مشͺل هستند، جرم�دار ذرات که ͬͺفیزی سیستم�های برای نتیجه این

مͬ�سازد. غیرممͺن را آنͬ نامتناهͬ گام�های که دارد وجود محدودی

١ Clustering Nature
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٧١ پیوسته زمان تصادفͬ ولͽشت برای پخش معادله .۴.٢

بلند گام�های و طولانͬ استراحت�های میان رقابت ٣.۴.٢

مساله این با برخورد راه ͷی شدیم. مواجه قدم�ها طول واریانس شدن واگرا مشͺل با قبلͬ مورد در شد، اشاره که همان�طور

:[١٢١] است تعریف این از استفاده دیͽر رویͺرد است؛ آن واریانس Wبه�جای (x, t) برای pdf پهنای محاسبه

⟨
x٢(t)

⟩
L
∼
∫ L٢t

١/µ

L١t١/µ
dxx٢W (x, t) ∼ t٢/µ (٩٣.٢)

در مͬ�شود. ∼ t٢/µ رفتار به منجر این و مͬ�شود گرفته درنظر گسترش حال در فرضͬ جعبه ͷی در ذره آن طبق بر که

بازه�ی جعبه دیواره�های هستند. زمان به وابسته انتگرال قطع�های١ (٩٣.٢)

∆(t) = (L١ − L٢)
١/µ (٩۴.٢)

فرضمͬ�توان این با است. گرفته قرار ناحیه این در احتمال از محدودی مقدار مͬ�یابد. افزایش زمان با که مͬ�دهند پوشش را

واگرا دو هر
∑٢ و T و مͬ�کنند پیروی برد بلند توزیع�های تابع از آن قدم�های طول و انتظار زمان که کرد تصور را ولͽشتͬ

مͬ�رسیم: زیر کسری دیفرانسیل معادله به و مͬ�شوند

∂W

∂t
=٠ D

١−α
t Kµ

α∇µW (x, t). (٩۵.٢)

را
⟨
x٢(t)

⟩
L
کمیت بار این مͬ�شود. معرفͬ که است رییز کسری µ∇عملͽر رابطه این در .Kµ

α ≡ σµ/τα پخش ثابت با

مͬ�دهد: نشان زمانͬ رفتار این�گونه و مͬ�شود نامیده مجازی جابجایی مربع میانگین که مͬ�کنیم تعریف

⟨
x٢(t)

⟩
L
∼ t٢α/µ (٩۶.٢)

مͬ�دهد. رخ فراپخش یا زیرپخش µ و α مقادیر به توجه با که

١ Cut-Offs

٧١



سوم فصل

کسری ریاضیات

مͬ�شود، حاصل انتگرال و مشتق عملͽرهای برای متداول تعریف�های از که است ریاضیات از �حوزه�ای کسری ریاضیات

جهت مͬ�شود. حاصل صحیح مقادیر برای تابع این تعریف از صحیح، غیر مقادیر ازای به که توانͬ تابع همانند درست

ͷی ازای به توانͬ تابع آموخته�ایم، دبیرستان در آن�چه طبق بͽیرید. درنظر را توانͬ تابع ͬͺفیزی مفهوم مطلب، شدن واضح

نظر به ساده اول نگاه در تعبیر این است. خودش در صحیح عدد ͷی مͺرر ضرب دادن نشان برای نمادی صحیح، عدد

عبارت درحالͬ�که شد. خواهیم مواجه مشͺل با بͽیریم، نظر در غیرصحیح عددی ازای به را نمایی تابع اگر اما مͬ�رسد،

مرتبه�ی π یا ٣٫ ۴ ضرب کرد؛ بیان را xπͬحت یا x٣٫۴ ͬͺفیزی معنای مͬ�توان چͽونه است، درک قابل کاملا x٣ = x.x.x

سری�ها بسط توسط که دارد معینͬ مقدار ای x هر ازای به عبارت این که چند هر نیست درک قابل خودش در عدد ͷی

که چند هر مͬ�کنیم. بررسͬ را انتگرال و مشتق شیوه، همین به حال است. تعیین و بررسͬ قابل حساب ماشین حتͬ و

کاملا عملͽرها این شرایط به اگر نمود. بیان را آن�ها معنای به�خوبی مͬ�توان هنوز اما دارند، متفاوتͬ و پیچیده�تر ماهیت

برای مͬ�توان تابع)، پیوستگͬ (مانند آن�ها روی بر شرط چند اعمال با بود. نخواهد دشوار تعمیم�شان ایده�ی باشیم، مسلط

صحیح غیر n اگر که، شود مطرح مͬ�تواند پرسش این دوباره اما داشت. را ضرب مرتبه n تفسیر همان هم انتگرال مرتبه n

که دید خواهیم اما است، دشوار کاری ͬͺفیزی معنای تبیین که شود تصور است ممͺن هم مورد این در مͬ�شود. چه باشد

مͬ�آیند به�دست معمولͬ ریاضیات در آن�ها متناظر تعریفعملͽرهای دل از نیز کسری �مرتبه�ی از انتگرال و مشتق عملͽرهای

مͬ�خورند. �به�چشم مسایل و معادله�ها از بسیاری در و

٧٢



٧٣ کسری محاسبات منشاء .١.٣

.(١٨٠٩–١٨٨٢) فرانسوی ریاضیدان لیوویل، جوزف :١.٣ شͺل

کسری محاسبات منشاء ١.٣

هم�زمان تقریبا آن مفاهیم به علاقه�مندی نیست. جدید مفهومͬ وجه هیچ به صحیح غیر مرتبه از انتگرال�گیری و مشتق�گیری

هوپیتال٢ و لایبنیتز١ میان یادداشت�های در ایده این طوری�که به مͬ�خورد. چشم به ͷکلاسی محاسبات شدن شناخته با

در اگر مͬ�شود چه که مͬ�کند سوال لایبنیتز از هوپیتال است، شده ارسال ١۶٩۵ سال در که نامه این در مͬ�شود. مطرح

صورت، به که تابع ͷی nام مرتبه�ی مشتق تعریف

Dnf(x)

Dxn
(١.٣)

حاصل آن از مفیدی نتایج روزی که است آشͺاری تناقض این که مͬ�دهد پاسخ لایبنیتز باشد. n = ١
٢ مͬ�شود، بیان

امروزه هرچند و شد. متولد کسری ریاضیات مͺاتبه�ها این با ترتیب این به و پرداخت. زمینه این در محاسباتͬ به و مͬ�شود

ابتدا در بیشتر ͷکمابیشسیستماتی مطالعه�های نمͬ�شود. مشاهده تناقضͬ اما مͬ�بینیم را ریاضیات این از فراوانͬ کاربردهای

لاکرویͺس٧ ،(١٧٧٢) لاگرانژ۶ فوریه۵، ،[١٣٠] (١٧٣٠) اویلر۴ ،[١٢٩] (١٨٣٢) لیوویل٣ توسط نوزدهم قرن نیمه�ی و

١ Leibniz

٢ L’Hopital

٣ Liouville

۴ Euler

۵ Fourier

۶ Lagrange

٧ Lacroix
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٧۴ کسری محاسبات منشاء .١.٣

.(١٨۶۶–١٨٢۶) آلمانͬ ریاضیدان و فیزیͺدان ریمان، برنارد جرج :٢.٣ شͺل

حیطه این در افرادی نیز اخیر سال�های در حتͬ گرفت، صورت (١٨۶۴) هولمͽرن٢ و [١٣١] (١٨۴٧) ریمان١ ،(١٨١٩)

بوده�اند. سهیم

بر عملͽر آوردن وارد با را بسطͬ چنین q مرتبه مشتق و داد بسط نمایی توابع برحسب را توابع که بود شخصͬ اولین لیوویل

ͷی شامل کرد ارائه متفاوتͬ تعریف ریمان است. مثبت صحیح عدد ͷی q گویا که به�گونه�ای کرد، تعریف یͺایͷجملات

اولین کراگ۴ و گروانوالد٣ ظاهرا بود. دارا را صحیح غیر نمای با توانͬ سری�های مورد در کاربرد قابلیت که معین انتگرال

آشفته لیوویل رهیافت بر موجود محدودیت�های از که گروانوالد کردند. تبدیل یͺپارچه فرمͬ به را لیوویل و ریمان نتایج بار

برای معین انتگرال فرمول به و کرد تعریف کسری۵ تفاضل ͷی حد صورت به را مشتق شروع، نقطه عنوان به بود، شده

ریمان معین انتگرال که داد نشان صحیح، مرتبه مشتق برای کوشͬ انتگرال فرمول از شروع با کراگ رسید. ام q مرتبه مشتق

محدود پایین حد هیچ لیوویل تعریف در صورتͬ�که در است؛ محدود پایین حد ͷی دارای که شود تفسیر این�گونه باید

است. بی�نهایت منفͬ پایین حد این�که با است معادل این و نمͬ�شود ظاهر مشخصͬ

در این�ها اولین بود. شده آغاز نیز مختلف مسائل در کسری محاسبه�های به�کارگیری تئوری، تعاریف این موازات به

مشتق ͷی به انتگرالͬ تبدیل ͷی طریق از تاتوکرون٧ برای انتگرالͬ معادله حل آن در که شد انجام آبل۶ توسط ١٨٢٣

١ Riemann

٢ Holmgren

٣ Grunwald

۴ Krug

۵ The limit of a difference quotient

۶ Abel

٧ Tautochrone

٧۴



٧۵ کسری محاسبات منشاء .١.٣

در مشخص مسائلͬ حل برای که (١٨٩٢،١٨٩٣و١٩٢٠) هوویساید١ عملیاتͬ محاسبه�های بود. ممͺن ١/٢ مرتبه از

در را کسری مشتق�گیری وی بود؛ کلͬ مرتبه با مشتق کاربرد در بعدی گام مهم�ترین یافت، گسترش الͺترومغناطیس تئوری

قرن در داد. قرار استفاده مورد کشسانͭ مسائل در را مفهوم این (١٩٣۶) گمانت٢ برد. بͺار انتقال خطوط تئوری بررسͬ

هاردی۴ ،(١٩١٧) وایل٣ است. گرفته صورت کسری محاسبات کاربرد در هم و تئوری در هم عمده�ای تلاش�های اخیر،

خاص توابع انتگرال-مشتق�های طبیعͬ اما ویژه حدی تا خواص از برخͬ (١٩۵٣) کاتنر۶ و (١٩۴٠) کوبر۵ ،(١٩١٧)

آزمودند. را لیفشیتز٨ و ٧ͷلبس کلاس�های به متعلق

سال چند تا اما دارد، قرن سه اندازه�ی به قدمتͬ معمولͬ جبر همانند کسری انتگرال و ديفرانسيل حساب که این وجود با

(و مشتقات که است این در بحث این زیبایی است. نداشته زیادی محبوبیت مهندسͬ و علمͬ جامعه�ی میان در گذشته،

و حافظه نظیر ویژگͬ�هایی مͬ�توانند این�رو از نیستند؛ نقطه�ای) (یا موضعͬ کمیت) (یا خاصیت ͷی کسری انتگرالهای)

گویاتری زبان و کنند مͬ توصیف بهتر را طبیعت واقعیت عملͽرها این که گفت بتوان شاید و کنند وارد را غیرموضعیت

حوزه�های از برخͬ در اخیر سال چندین در تنها و است بوده ریاضیدان�ها توجه مورد بیشتر حیطه این تاکنون هستند. آن برای

است، گرفتن صورت حال در آن کاربردهای و حیطه این در که پیشرفت�هایی با است. شده وارد اقتصاد و علوم مهندسͬ،

باشند. آن از بخشͬ تنها معمولͬ ریاضیات که دهد شͺل را کاملͬ حوزه�ی آینده در که دارد وجود امͺان این

معمولͬ مشتق مثال، عنوان به مͬ�پردازیم. نمونه ͷی بیان به طبیعت کامل توصیف در علم این قدرت دادن نشان برای

بسیار فضای ͷی در انباشت و اتلاف نرخ تفاضل عبارتͬ به یا است؛ انباشت یا اتلاف نرخ دهنده�ی نشان d
dt زمان به نسبت

گونه�ای به اندازد دام به را بررسͬ مورد ذرات که باشد داشته وجود سدی ͷکوچ فضای این در اگر حال محدود. و ͷکوچ

مشتق دیͽر نباشد، ممͺن ناحیه آن به ذرات ورود که باشد داشته وجود ممنوعه�ای نواحͬ یا شوند، متوقف آن�جا در مدتͬ که

که است α ∈ IR مرتبه�ی با dα

dtα کسری مشتق این صورت این در نمͬ�رساند. را انباشت یا اتلاف نرخ مفهوم d
dt معمولͬ

دهد. نشان را اتلاف یا انباشت نرخ زیر٩ فرا/ مͬ�تواند

١ Heaviside

٢ Gemant

٣ Weyl

۴ Hardy

۵ Kober

۶ Kuttner

٧ Lebesgue

٨ Lipschitz

٩ Super/Sub Rate

٧۵



٧۶ غیرموضعیت و کسری معادلات .٢.٣

غیرموضعیت و کسری معادلات ٢.٣

براونͬ، حرکت فوریه، گرمای شارش نیوتون، ماکسول، شرودینگر، معادلات شامل مهندسͬ، و ͷفیزی مسائل از بسیاری

درنظر زیر به�صورت ͬͺدینامی تحول معادلات برای اولیه شرط مسائل به�صورت مͬ�توان را و... ͬͺبیوفیزی سیستم�های

گرفت:

d

dt
f(t) = Bf(t) (٢.٣)

پایه�ای مفاهیم دربردارنده�ی تحول، ͷکلاسی معادله این است. باناخ فضای در عملͽر B و زمان نشانگر t ∈ IR که

عنوان به مͬ�تواند بلͺه باشد، زمان روی ͷی مرتبه از معادله این که نیست نیازی است. تقارن و موضعیت بازگشت�پذیری،

باشد: g تابع برای موج معادله مثال

∂٢g

∂t٢
= c٢

∂٢g

∂x٢ . (٣.٣)

این در مͬ�گیریم. درنظر را واحد، در موازی ظرفیت و متوالͬ خودالقایی دارای اتلاف، بدون انتقال خطوط نمونه، عنوان به

داشت: خواهیم را زیر موج معادله ،C٢ = (LC)−١ و است واحد یاخته هر در ولتاژ اختلاف ،g(x, t) = v(x, t) صورت،

∂٢
ttv = (LC)−٢∂١

xxv. (۴.٣)

معادله تعمیم است. بعدی زمان�های در f(t) مشاهده�پذیر یا حالت یافتن پیش�رو، مساله ،f(٠) = f٠ اولیه، مقدار به بسته

دربردارد: را زیر نتیجه کسری، دیفرانسیل معادلات به تحول

dα

dtα
f(t) = Bf(t) (۵.٣)
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٧٧ غیرموضعیت و کسری معادلات .٢.٣

.ͷوپیͺروسͺمی و ͷوپیͺماکروس دید از جاده در خودروها حرکت نمای :٣.٣ شͺل

پایستگͬ و تقارن غیرموضعͬ، رفتار مورد در بنیادی سوالات مشتقات، مختلط) حتͬ (یا کسری مرتبه به توجه با این�جا، در

سازی آل ایده ͷی بازگشت�پذیری باشند. برگشت�ناپذیر ͬͺفیزی تحولاتسیستم تمام که فرضکنیم مͬ�شود. مطرح ذهن در

تاثیر کسری مشتق مرتبه دارد. پیرامونش محیط و گذشته از سیستم بودن مجزا میزان به بستگͬ آن کاربرد و اعتبار است؛

عملͽری که معناست بدین و مͬ�شود حاصل کسری انتگرال اساس بر کسری مشتق مͬ�کند. طبقه�بندی و تعیین را گذشته

مرتبه (یا کسری مشتقات در واحد مرتبه برای دارد. سیستم قبل زمان�های اطلاعات به نیاز و بوده ناموضعیت خصلت با

نیاز مورد حال زمان اطلاعات فقط آن بررسͬ برای که مفهوم این به دارد، را تاثیر کمترین سیستم حافظه�ی (ͷی صحیح

تعریف در امر این که دی خواهیم است. سیستم حافظه�ی یا گذشته بالای تاثیر دهنده�ی نشان α ͷکوچ مقادیر است.

بیشتر قبلͬ زمان�های جملات وزن باشد، کوچ�ͷتر مشتق�گیری مرتبه هرچقدر است، شده وارد نیز لتینکوف گروانوالد-

مͬ�شود.

ͬͺفیزی فرآیندهای و کسری محاسبات میان ارتباط کمͬ ذهنͬ آزمایش ͷی طرح با قسمت، این در ذهنͬ آزمایش ͷی

را خودروها ͷترافی حرکت کنیم، نگاه شهر ͷی جاده�های به هواپیما ͷی داخل از اگر داد. خواهیم تفصیل را پخش ازجمله

منحنͬ ناظر، ͷی عنوان به بنابراین مͬ�کند. حرکت مستقیم یͷخط روی بر خودرو هر گویا که طوری کرد، خواهیم مشاهده

ͷی به�صورت را آن که مͬ�آوریم به�دست جابجایی برای ͷی مرتبه از صحیح مشتق گرفتن با به�سادگͬ را خودرو ͷی سرعت

مسیر دو در حرکت حال در خودروهای سرعت منحنͬ موازی، مستقیم خط دو (٣.٣) شͺل در یافت. خواهیم راست خط

مͬ�شود. دیده ͷوپیͺماکروس مقیاس در چنان�که مͬ�دهند، نشان را جاده پایین و بالا به رو

ناهمواری�های و موانع از عبور برای که مͬ�بینیم مͬ�کنیم؛ مشاهده را خودرو همین پیوسته�ی حرکت نزدی�ͷتر، نمایی از اما

نشان را مساله این (٣.٣) تصویر در داخلͬ منحنͬ مͬ�کند. حرکت (زیͽزاگͬ) نامستقیم مسیری در جاده، در موجود

پیوسته مسیر ͷی اما نیستند، یͺدیͽر با موازی خط دو دیͽر مسیر، دو در متحرک خودروهای سرعت منحنͬ مͬ�دهد.

d١+α

dt١+α یا مͬ�دهد را خودروها سرعت واقعͬ تصویر dx
dt که مͬ�شود مطرح سوال این این�جا، در مͬ�کنند. دنبال را مشتق�ناپذیر

صورت به ذهنͬ آزمایش این در که سرعت بعد مساله حال است. خودرو ͬͽزیͽزی حرکت واقعͬ نمایش ،٠ < α < ١ با

٧٧



٧٨ غیرموضعیت و کسری معادلات .٢.٣

نشان dx
dt مͬ�شناسیم، زمان از که معمولͬ مفهوم در است. دیͽر سوالͬ موضوع است، شده وارد جابجایی کسری مشتق

بین که را کسری مشتق این بتوان شاید است. دشوار d١٫٢٣x
dt١٫٢٣

معنای درک اما است، شتاب بیان�گر d٢x
dt٢

و سرعت دهنده

آزمایش در که زیͽزاگͬ حرکت الͽوی کرد. تعبیر یافته تبدیل زمانͬ مقیاس در سرعت عنوان به است، شتاب و سرعت

کسری محاسبات و فراکتالͬ بعد رابطه مشتق�ناپذیر. و پیوسته تابع ͷی مͬ�شود، خوانده فراکتالͬ منحنͬ شد، مطرح ذهنͬ

توضیح برای استدلالͬ شد، مطرح بالا در که ͬͺوپیͺماکروس دیدگاه است. حاضر عصر در گسترده�ای مطالعات زمینه

برای ابزاری مͬ�تواند کسری محاسبات آیا این�که مͬ�دهد. صحیح مرتبه با محاسبات در طبیعت، در تکینگͬ و ناپیوستگͬ

معرفͬ اجمالͬ به�صورت را کسری انتگرال و مشتق فصل، این در است. مهم سوالͬ باشد، تکینگͬ و ناپیوستگͬ توصیف

ͷی کانوولوشن خود ،٠Jα
t f(t) کسری انتگرال که مͬ�شود تعریف کسری انتگرال طریق از کسری مشتق نمود. خواهیم

ϕα(t) و متحرک خودروهای سرعت f(t) ما، ذهنͬ آزمایش در فرضکنید است. f(t) تابع و ،ϕα(t) = tα−١

Γ(α) توانͬ، تابع

مͬ�شود: هوویساید تابع با معادل توانͬ تابع α −→ ١ حد در باشد. زمانͬ بازه�های جریان دهنده�ی نشان

ϕα(t) = H(t) =


١, t > ٠

٠, t < ٠.
(۶.٣)

نیز این�گونه مͬ�توان را شرایط این ماند. خواهند واحد همواره زمانͬ بازه�های زمان، گذشت با که است دارا را مفهوم این و

تغییر بدون زمانͬ بازه�های لحظه هر در بنابراین است. صفر آن�ها سرعت و هستند یͺنواخت زمانͬ فاصله�های که کرد تعبیر

مͬ�آوریم: به�دست صورت این به را مͺانͬ فاصله حالت این در بود. خواهند

٠D
−١
t f(t) =

∫ t

٠
f(t). (٧.٣)

مͬ�توان بالا، بحث به توجه با مͬ�باشد. زمان همͽن جریان دارای سیستم این است. طول تخمین معمولͬ روش همان که

جابجایی سرعت، کسری انتگرال عبارتͬ به یا توانͬ تابع ͷی و سرعت کانوولوشن باشد، α < ١ وقتͬ که گرفت نتیجه

زمان جریان یا است، متغیر سرعت دارای و نیست واحد همواره زمانͬ بازه�ی خاص، مورد این در بنابراین مͬ�دهد. را مͺانͬ

زمان جریان در ناهمͽنͬ ذرات حرکت گویا ناهمͽنͬ، دارای سیستم�های در که گفت این�طور بتوان شاید نیست. یͺنواخت

دارد.
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٧٩ خاص توابع .٣.٣

خاص توابع ٣.٣

ساده�ی اما مهم بسیار ریاضͬ تابع�های و تعاریف از برخͬ بررسͬ و معرفͬ با کسری، محاسبات به�کارگیری و مفاهیم درک

تابع لاپلاس، تبدیل بتا، تابع گاما، تابع از عبارتند جمله این از مͬ�شود. مشخص�تر ، ریاضیات از حوزه این در حاضر

انتگرالهایی و مشتق انواع همچنین، است. شده فراهم مفاهیم این از مختصری معرفͬ ادامه در که ، ... و لفلر میتاگ-

مͬ�شوند. پرداخته کسری مرتبه با دیفرانسیل انتگرال- معادلات بررسͬ به و شده معرفͬ کسری

گاما تابع ١.٣.٣

تابع، این ساده�ی تعبیر است. خورده گره کسری ریاضیات با اساسا گاما١، تابع شد، خواهد آشͺار ادامه در که همان�گونه

مͬ�شود: داده زیر رابطه�ی توسط تابع این تعریف است. حقیقͬ مقادیر همه�ی برای فاکتوریل٢ تابع تعمیم

Γ(z) =

∫ ∞

٠
e−uuz−١du, z ∈ IR (٨.٣)

کمیتͬ، هر برای تابع مقدار مͬ�شود دیده (٩.٣) رابطه�ی در چنان�که نخست، است. نهفته آن ویژگͬ�های در تابع این زیبایی

نظر: مورد عدد از کمتر واحد ͷی ازای به تابع مقدار در کمیت خود حاصل�ضرب با است برابر

Γ(z + ١) = zΓ(z), z ∈ IN+, Γ(z + ١) = (z)! (٩.٣)

فاکتوریل تابع تعریف عددهایصحیح، برای تعریف این نتیجه�ی مͬ�شود. اثبات جزء به جزء انتگرال از استفاده با رابطه این

آن پیرامون و صفر برای را گاما تابع (۴.٣) مشͺل .Γ(١) = ١ داد نشان مͬ�توان فوق انتگرال محاسبه�ی با همچنین است.

غیرصحیح مقادیر در هنوز اما مͬ�کند میل بی�نهایت به تابع مقدار منفͬ صحیح عددهای در که کنید توجه مͬ�دهد. نشان

خواهیم بعدی بخش�های در که کرد، تعریف نیز را ϕ(t) تابع مͬ�توان گاما تابع از استفاده با همچنین مͬ�شود. تعریف منفͬ

مͬ�شود. تعریف (٣٠.٣) رابطه�ی با ϕ(t) دارد. فراونͬ کاربرد کسری انتگرال مختلف شͺل�های دادن نشان در که دید

ϕα(t) =
tα−١
+

Γ(α)
. (١٠.٣)

١ َGamma function

٢ َFactorial function
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٨٠ خاص توابع .٣.٣

گاما تابع :۴.٣ شͺل

داشت، خواهیم دوجمله�ای١ ضرائب تعمیم برای تابع، این ͷکم با نیز

 z

ν

 =
z!

ν!(z − ν)!
=

Γ(١+ z)

Γ(١+ ν)Γ(١+ z + ν)
. (١١.٣)

بتا تابع ٢.٣.٣

تابع این جواب است. برخوردار بالایی اهمیت از کسری محاسبه�های در اول، نوع اویلر انتگرال دیͽر عبارتͬ به یا بتا٢ تابع

به جمله�ای�هایی چند جمله از توابع از بسیاری انتگرال/مشتق به شبیه که مͬ�شود، تعریف چندگانه گامای تابع طریق از تنها نه

اساس بر را آن جواب و بتا انتگرال (١٢.٣) معادله�ی است. شد) خواهد معرفͬ ادامه (در لفلر میتاگ- توابع و ta صورت

مͬ�دهد. نشان گاما تابع

B(p, q) =

∫ ١

٠
(١− u)(p− ١)uq−١du =

Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
= B(q, p); p, q ∈ IR+. (١٢.٣)

١ Binomial Coefficients

٢ Beta function

٨٠



٨١ خاص توابع .٣.٣

کانوولوشن و لاپلاس تبدیل ٣.٣.٣

با .[١١١ ،١١٠] دارد کاربرد پیچیده دیفرانسیل معادله�های جواب یافتن در که است تابعͬ تبدیل نوعͬ لاپلاس١ تبدیل

فضایی به را مساله مختلف، مرتبه�های از مشتق�هایی با دیفرانسیل معادله ͷی کردن حل به�جای مͬ�توان تبدیل این از استفاده

مͬ�شود: بیان شͺل بدین تبدیل این دارند. وجود آن در جبری صورت به خود جواب�ها که برد

L[f(t)] :=
∫ ∞

٠
e−stf(t)dt = f̃(s). (١٣.٣)

که است این شرط این ارضای لازمه�ی باشد. همͽرا (١٣.٣) انتگرال که دارد وجود f(t) تابع لاپلاس تبدیل صورتͬ در

نباشد. e−st نمایی تابع نزول نرخ از سریع�تر f(t) تابع رشد نرخ

رابطه�ی، از استفاده با تابع دو کانوولوشن فراوان. کاربردهای با است عبارتͬ نیز تابع دو لاپلاسکانوولوشن تبدیل همچنین

f(t) ∗ g(t) :=
∫ t

٠
f(t− τ)g(τ)dτ = g(t) ∗ f(t) (١۴.٣)

لاپلاس تبدیل حاصل�ضرب تنها نتیجه (s)لاپلاس فضای در اما است، پیچیده�ای کار آن تعیین t فضای در و مͬ�آید به�دست

مͬ�شود. دیده (١۵.٣) رابطه�ی در چنان�که مͬ�شود، تابع دو

L[f(t) ∗ g(t)] := f̃(s)g̃(s). (١۵.٣)

f(t) تابع برای n صحیح مرتبه�ی با مشتق لاپلاس تبدیل داشت، اشاره آن به باید که لاپلاس تبدیل دیͽر مهم ویژگͬ ͷی

است. شده (١۶.٣)داده در که است

L[f (n)(t)] = sn ´f(s)−
n−١∑
k=٠

sn−k−١fk(٠) = snf̃(s)−
n−١∑
k=٠

skfn−k−(٠)١. (١۶.٣)

١ Laplace Transformation

٨١



٨٢ خاص توابع .٣.٣

.αمختلف مقادیر ازای به متغیره، تک لفلر میتاگ- تابع :۵.٣ شͺل

لفلر میتاگ- تابع ۴.٣.٣

ویژگͬ�هایساختاری مͬ�گیرد. قرار استفاده مورد ریاضیاتکسری در صورتگسترده�ای به استکه تابعͬ لفلر١ میتاگ- تابع

که همان�طور مͬ�شود. شناخته وی نام با رو این از ،[١٣٢] شد معرفͬ لفلر میتاگ- توسط ١٩٠٣ در بار اولین تابع این

معادله�های در را مشابهͬ نقش هم تابع این مͬ�شود، ظاهر صحیح مرتبه�ی با دیفرانسیل معادله�ی جواب�های در نمایی تابع

تابع این نامحدود) مجموعه�های از ͬͺخاص(ی بسیار فرم ͷی نیز نمایی تابع مͬ�کند. ایفا غیرصحیح مرتبه�ی با دیفرانسیل

مͬ�شود. داده (١٧.٣) رابطه�ی توسط تابع استاندارد شͺل است. پرکاربرد

Eα(z) =

∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + ١) , α > ٠. (١٧.٣)

مͬ�دهد. نشان α مختلف مقدارهای برای را لفلر میتاگ- تابع (۵.٣) شͺل .α = ١ حالت با است معادل نمایی تابع

نمونه، عنوان به هستند، تابع این از خاصͬ حالت شده شناخته و معروف توابع از بسیاری

E٢(−z٢) = cos(z), E١/٢(z
١
٢ ) = ez

(
١+ erf(z

١
٢ )
)
. (١٨.٣)

خطا٢، تابع بͺارگیری با دوم رابطه

erf(z) =
٢√
π

∫ z

٠
e−t٢dt. (١٩.٣)

١ The Mittag- Leffler Function

٢ Error Function
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٨٣ خاص توابع .٣.٣

: [١٣٣] مͬ�شود تعریف شͺل این به نیز متغیر دو با لفلر میتاگ- تابع کلͬ�تر صورت همچنین است. شده بیان

Eα,β(z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + β)
, α > ٠, β > ٠. (٢٠.٣)

به مͬ�توان جمله از هستند. آن خاص حالت زیادی، ساده�ی توابع که است نمایی تابع از پرکاربردی تعمیم نیز تابع شͺل این

موارد،

E١,٢(z) =
ez − ١
z

, E٢,٢(z
٢) =

sinh(z)

z
, (٢١.٣)

نمود. اشاره

هندسͬ فوق توابع ۵.٣.٣

صورت، به دربردارند خاص حالت عنوان به را توابع از بسیاری تعریف که هندس١ͬ فوق توابع

pFq (ai; bi; z) =
Πq

j=١Γ(bj)

Πp
i=١Γ(ai)

Σ∞
n=٠

Γ(ai + n)

Γ(bj + n)

zn

n!
, (٢٢.٣)

مͬ�کند، پیروی زیر رابطه از تابع این مشتق است.

(
d

dz
)pFq (ai; bi; z) =

Πp
i=١Γ(ai)

Πq
j=١Γ(bj)

pFq (ai + ١; bi + ١; z) . (٢٣.٣)

هستند. توابع این از خاصͬ صورت ،[١١۵ ،٩۴] کومر٣ توابع به معروف ١F١(a; b; z) ... هندس٢ͬ فوق سری�های

١ Hypergeometric Functions

٢ Confluent Hypergeometric Series

٣ Kummer function
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٨۴ کسری عملͽرهای استخراج و تعریف .۴.٣

کسری عملͽرهای استخراج و تعریف ۴.٣

ترتیب این به مͬ�دهد. نشان کسری انتگرال و مشتق عملͽرهای معرفͬ در را گامͬ به گام روال کسری ریاضیات تاریخچه�ی

به بخش، این در هستند. خود به منحصر کاربردهای و ویژگͬ�ها دارای که شده�اند وارد مختلفͬ عملͽرهای زمان، طͬ در

تعریف شͺل اصلͬ�ترین عنوان یه لیوویل ریمان- انتگرال آن�ها، جمله از مͬ�پردازیم؛ عملͽرها این مهم�ترین از برخͬ معرفͬ

هستند. لتنیͺوف گروانوالد- و کاپوتو لیوویل، ریمان- مشتق�های و کسری انتگرال

کسری انتگرال عملͽر ١.۴.٣

است، صحیح مرتبه�ی انتگرال و مشتق بر تعمیمͬ کسری١، انتگرال و مشتق عملͽرهای مفهوم که شد عنوان مقدمه در

با تعمیم این دوم، مورد برای است. صحیح آرگومان با نمایی تابع تعمیم کسری نمایی تابع که طریقͬ همان به درست

مانعͬ هیچ ندارد، مفهوم خودش در ناصحیحͬ تعداد به عدد ͷی ضرب حالͬ�که در مͬ�گیرد. انجام تابع نمایش از استفاده

مͬ�توان را کسری انتگرال نمایش رایج صورت ترتیب، همین به ندارد. وجود تابع در غیرصحیح آرگومان دادن قرار سر بر

است. شده شناخته لیوویل٢ ریمان- رهیافت نام با رهیافت این آورد. به�دست تابع ͷی مͺرر انتگرال�های عمومͬ شͺل از

است. f(t) تابع n مرتبه�ی انتگرال آوردن دست به برای ٣ کوشͬ به منسوب فرمول دهنده�ی نشان (٢۴.٣) رابطه�ی

∫
...

∫ t

٠
f(τ)dτ =

١
(n− ١)!

∫ t

٠
(t− τ)n−١f(τ)dτ. (٢۴.٣)

مͬ�کنیم. معرفͬ آمده، (٢۵.٣) در که صورتͬ به را Jn عملͽر مختصرنویسͬ، جهت

Jnf(t) := fn(t) =
١

(n− ١)!

∫ t

٠
(t− τ)n−١f(τ)dτ, (٢۵.٣)

صحیح مقداری باید حتما (٢۴.٣) رابطه�ی در n شود. استفاده Jn به�جای D−n نمادگذاری از که است رایج معمولا اما

بسط که گاما تابع اما نمͬ�شود. تعریف غیرصحیح مقدارهای برای که است فاکتوریل تابع وجود سبب به این و باشد داشته

انتگرال تعریف در فاکتوریل به�جای (٩.٣) رابطه�ی به توجه با مͬ�تواند است، حقیقͬ عددهای همه برای فاکتوریل تحلیلͬ

١ Fractional Integral and Derivative Operator

٢ Riemann Liouville

٣ Cauchy
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٨۵ کسری عملͽرهای استخراج و تعریف .۴.٣

بنویسیم. (٢۶.٣) به�صورت حقیقͬ عددهای همه�ی برای را (٢۵.٣) رابطه�ی مͬ�توان جایͽزینͬ این با بنابراین، گیرد. قرار

Jαf(t) := fα(t) =
١

Γ(α)

∫ t

٠
(t− τ)α−١f(τ)dτ (٢۶.٣)

ویژگͬ�ها

بارز آن�ها اهمیت کسری انتگرال�های و مشتق�ها با معادله�هایی حل هنگام در که دارد ویژگͬ�هایی کسری انتگرال تعریف این

مͬ�گیریم، نظر در همانͬ عملͽر عنوان به را α = ٠ مرتبه�ی انتگرال ابتدا بود. خواهد

J٠f(t) = f(t). (٢٧.٣)

صورتͬ همان به و آمده، به�دست آن�ها از تعریف این که اصل�هایی و آن، تعریف اساس بر انتگرال ماهیت به توجه با همچنین

صحیح، اعداد برای رابطه�ی١ که

JnJm = Jm+n = JmJn, m, n ∈ IN (٢٨.٣)

مͬ�شود، ارضا نیز غیرصحیح مرتبه�های برای است، برقرار

JαJβ = Jβ+α = JβJα, α, β ∈ IR. (٢٩.٣)

به است، f(t) تابع بودن عل٢ّͬ شود، ارضا آن مشابه ویژگͬ�های سایر و ویژگͬ این درستͬ برقراری برای باید که شرطͬ

باشد. صفر t ≤ ٠ برای باید f(t) تابع مقدار دیͽر عبارتͬ

١ Semigroup Property

٢ causality
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٨۶ کسری عملͽرهای استخراج و تعریف .۴.٣

مͬ�شود، مشخص (٣٠.٣) در ϕα تابع معرفͬ با لیوویل ریمان- انتگرال دیͽر ویژگͬ

ϕα =
tα−١

Γ(α)
⇒ ϕα(t) ∗ f(t) =

١
Γ(α)

∫ t

٠
(t− τ)α−١

+ f(τ) (٣٠.٣)

در کانولووشن تعریف از است�. علٌͬ تابع ͷی (٣٠.٣) و است t ≤ ٠ مقدارهای برای تابع بودن صفر دهنده�ی نشان t+ که

رسید، زیر نتیجه به مͬ�توان (١۴.٣) رابطه�ی

Jαf(t) = ϕα(t) ∗ f(t) =
١

Γ(α)

∫ t

٠
(t− τ)α−١f(τ)dτ (٣١.٣)

مͬ�توان که دادیم نشان (٣٠.٣) رابطه�ی در آورد. خواهیم به�دست را لیوویل ریمان- کسری انتگرال لاپلاس تبدیل این�جا در

مͬ�باشد: صورت این به tα−١ لاپلاس تبدیل کرد. بیان f(t) و ϕα تابع، دو کانولووشن به�صورت را کسری انتگرال

L[tα−١] = Γ(α)s−α (٣٢.٣)

،(١۴.٣) در کانولووشن لاپلاس تبدیل نیز و مͬ�شود، دیده (٣٠.٣) در که کانولووشن و کسری انتگرال رابطه�ی به توجه با

آمد، خواهد به�دست کسری انتگرال لاپلاس تبدیل

L[Jα] = s−αf̃(s). (٣٣.٣)

محاسبه µ > −١ ،ν > ٠ برای را Jνxµ انتگرال کسری، انتگرال از نمونه�ای عنوان به کسری انتگرال برای مثالͬ

تعریف: به توجه با مͬ�کنیم.

Jνxµ =
١

Γ(ν)

∫ x

٠
(x− t)

ν−١
t
µ

dt

=
١

Γ(ν)

∫ x

٠

(
١− t

x

)ν−١
xν−١t

µ

dt

=
١

Γ(ν)

∫ ١

٠
(١− u)

ν−١
xν−١(xu)

µ

xdu, (u =
t

x
)

=
١

Γ(ν)
xν+µ

∫ ١

٠
(١− u)

ν−١
u

µ

du
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٨٧ کسری عملͽرهای استخراج و تعریف .۴.٣

مرتبه از انتگرالͬ اول، مرحله در لیوویل. ریمان- روش به�کارگیری با α = ٢٫ ٣ مرتبه مشتق از ͷشماتی نمایی :۶.٣ شͺل
مͬ�شود. محاسبه ٣ مرتبه از صحیحͬ مشتق سپس مͬ�شود، انجام ν = ٣− ٢٫ ٣ = ٠٫ ٧

=
١

Γ(ν)
xν+µB(µ+ ١, ν)

=
Γ(µ+ ١)

Γ(µ+ ν + ١)x
ν+µ. (٣۴.٣)

است. توانͬ تابع ͷی توانͬ، تابع کسری انتگرال که مͬ�شود مشاهده

کسری مشتق�های ٢.۴.٣

کاپوتو و ریمان-لیوویل مشتق عملͽرهای

انتخاب m − ١ < α < m شرط با را m صحیح عدد حال بͽیرید. درنظر را α ∈ IR ،α =
١
٢ مرتبه�ی از مشتقͬ

که اول روش در مشتق�گیری انجام روند دارد. وجود مشتق�گیری تعریف برای راه دو عددها، این از استفاده با مͬ�کنیم.

است. شده داده نشان (۶.٣) شͺل در دارد نام ریمان-لیوویل١

Dαf(x) = Dm[Jνf(x)], m = [α] + ١. (٣۵.٣)

مرتبه�ی انتگرال که است این ،m مناسب، صحیح عدد کردن پیدا از بعد مرحله اولین است. ساده بسیار روند این توضیح

m = ٣ مرتبه�ی مشتق دوم، مرحله�ی در سپس است. α = ٢٫ ٣ شͺل این در آوریم؛ به�دست را تابع m−αی = ν = ٠٫ ٧

١ Riemann-Louiville Fractional Differentiation
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٨٨ کسری عملͽرهای استخراج و تعریف .۴.٣

در روش این ریاضͬ نمایش رسیدیم. نظر مورد تابع �αی مرتبه�ی مشتق به ترتیب این به مͬ�نماییم. محاسبه را حاصل تابع

است: شده بیان زیر رابطه�ی

Dαf(t) :=


dm

dtm

[
١

Γ(m− α)

∫ t

٠
f(τ)

(t− τ)α+١−m
dτ

]
, m− ١ < α < m,

dm

dtm
f(t), α = m.

(٣۶.٣)

تابع ٠ < α < ١ مرتبه از کسری مشتق مͬ�خواهیم که کنید فرض لیوویل ریمان- کسری مشتق انجام برای مثالͬ

بنایراین، بود. mخواهد = صورت١ این در کنیم. محاسبه را f(x) = xµ

Dαf(x) = D(١)
[
J (١−α)f(x)

]
= D(١)

[
J (١−α)xµ

]
= D(١)

[
Γ(µ+ ١)

Γ((µ− α+ ١) + ١)x
µ−α+١

]
= (µ− α+ ١) Γ(µ+ ١)

(µ− α+ ١)Γ(µ− α+ ١)x
µ−α

=
Γ(µ+ ١)

Γ(µ− α+ ١)x
µ−α. (٣٧.٣)

عدد مشتق انتظار، برخلاف بالا تعریف طبق که مͬ�بینیم است. شده استفاده (٣۴.٣) نتیجه از سوم به دوم خط از رسیدن در

که محدودیتͬ است. کسری عملͽرهای مهم ویژگͬ�های از ͬͺی این است. توانͬ تابعͬ بلͺه نیست، صفر ،(µ = ٠) ثابت

است. بازه�ها سر در آن تکینگͬ است، وارد لیوویل ریمان- تعریف بر

مرحله�ی دو همان از نیز کاپوتو روش مͬ�شود. دیده (٧.٣) تصویر در ͬͺشماتی به�صورت نیز دارد نام کاپوتو١ که دوم روش

وارونه را آن�ها ترتیب که تفاوت این با مͬ�گیرید، بهره نتیجه همان به رسیدن برای لیوویل ریمان- روش در استفاده مورد

مͬ�کند.

cDαf(x) = Jm−ν [Dmf(x)], m = [α] + ١. (٣٨.٣)

مرتبه�ی از کسری انتگرال�گیری سپس ،m صحیح مرتبه�ی از مشتقͬ ابتدا واقع، در است. کاپوتو عملͽر دهنده نشان c

١ Fractional Differentiation Caputo
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مرتبه از صحیحͬ مشتق اول، مرحله در کاپوتو. روش به�کارگیری با α = ٢٫ ٣ مرتبه مشتق از ͷشماتی نمایی :٧.٣ شͺل
مͬ�شود. انجام ٣− ٢٫ ٣ = ٠٫ ٧ مرتبه از انتگرالͬ سپس محاسبه، ٣

داشت: خواهیم تعریف این طبق مͬ�دهد. انجام −mرا α

cDαf(t) :=


١

Γ(m− α)

[∫ t

٠
fm(τ)

(t− τ)α+١−m
dτ

]
, m− ١ < α < m,

dm

dtm
f(t), α = m.

(٣٩.٣)

کرد، وارد را ثابت عدد مشتق بودن صفر شرط کسری، مشتق عملͽر برای خود تعریف در کاپوتو

c
bD

α
t x

٠ = ٠, (۴٠.٣)

کاپوتو تعریف که داد نشان مͬ�توان به�سادگͬ است. درک قابل بیشتر لیوویل ریمان- مشتق برای همانند حالت به نسبت که

است. شده حذف آن بازه�ی سر تکینگͬ که است لیوویل ریمان- تعریف همان

c
bD

α
t f(t) =b D

α
t

[
f(t)− Σn−١

k=٠
f (k)(b)

k!
(t− b)k

]
. (۴١.٣)

که مشتق نوع این با مͬ�دهند. نشان را مشتق�گیری در نظر مورد بازه�ی انتهای و ابتدا ترتیب به ،b و t شاخص�های این�جا در

بازه انتهای و متغیر شروع نقطه اگر بالعکس مͬ�شود. گفته چپ مشتق متغیر، بازه انتهای و است مشخص بازه شروع نقطه

دارد. نام راست مشتق باشد، مشخص

٨٩



٩٠ کسری عملͽرهای استخراج و تعریف .۴.٣

ویژگͬ�ها

عملͽر این لاپلاس تبدیل کسری، انتگرال عملͽر ویژگͬ�های بخش در مͬ�کنیم. معرفͬ را عملͽر دو این لاپلاس تبدیل ابتدا

این آمد. خواهد به�دست ریمان-لیوویل کسری مشتق عملͽر لاپلاس تبدیل تعریف، این از استفاده با .(٣٣.٣) شد بیان

نوشت، صورت این به مͬ�توان را عملͽر

Dαf(t) = g(m)(t), , g(t) = J (m−α)f(t), m− ١ ≤ α < m. (۴٢.٣)

داشت، خواهیم ،(٣٣.٣) کسری انتگرال لاپلاس تبدیل رابطه�ی نیز و (١۶.٣) تعریف از استفاده با

L[Dαf(t)] = smg̃(s)−
m−١∑
k=٠

skg(m−k−١)(٠) = sαf̃(s)−
m−١∑
k=٠

skD(α−k−١)f(٠). (۴٣.٣)

مشتق عملͽر برای است. f(t) تابع کسری مشتق وجود جمله، n− ١ تا k همه�ی برای لازم اولیه شرط که مͬ�شود مشاهده

مͬ�کنیم، شروع صوررت این به مشتق نوشتن با کاپوتو، کسری

cDαf(t) = Jm−αg(t), g(t) = f (m)(t), m− ١ ≤ α < m. (۴۴.٣)

داشت، خواهیم لاپلاس تبدیل برای ،(٣٣.٣) از استفاده با حال

L[cDαf(t)] = s−(m−α)g̃(s) = sα = sαf̃(s)−
m−١∑
k=٠

sα−k−١f (k)(٠). (۴۵.٣)

بر مͬ�شود؛ وارد sα−k−١ در یعنͬ آن ضریب عبارت در بلͺه نمͬ�شود، ظاهر f(t) تابع مشتق در α مرتبه�ی رابطه، این در

(... ،f (٢)،f (١)،f(t) نمونه (برای صحیح مرتبه�ی با مشتق�هایی بنابراین، لیوویل. ریمان- تعریف در آن جایͽاه خلاف

دارند. راحت�تری و مناسب�تر ͬͺفیزی تفسیر و تعبیر که مͬ�روند به�کار اولیه شرایط به�عنوان

که شد اشاره قبلا است. ریمان-لیوویل تعریف از کننده�تر محدود بسیار کسری مشتق برای کاپوتو تعریف شرایط، برخͬ در

اولیه�ی تابع که مادامͬ ریمان-لیوویل، تعریف برای باشد. داشته صفر مقدار t ≤ ٠ در یعنͬ باشد، علّͬ تابعͬ باید f(t) تابع

از و مͬ�باشد برقرار نیز α > ٠ مرتبه�ی از دیͽر صحیح عددهای تمام برای ضرورت ͷی عنوان به کند، ارضا را شرط این t

باید تنها نه مͬ�شود، گرفته مشتق بار m ،f(t) تابع از که آن�جا از کاپوتو، تعریف در اما آمد. نخواهد پیش مشͺلͬ رو این

محدود شرط این ریاضیات دنیای در شود. ارضا نیز f (١) = f (٢), ..., f (m) = ٠ شرط باید که باشیم، داشته را f(٠) = ٠

٩٠
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پاسخ دارد. ضرورتͬ چه تعریفͬ چنین که مͬ�کند مطرح را سوال این و مͬ�کند، ضعیف را آن کاپوتو تعریف بر وارد کننده�ی

شرایط داشتن با مͬ�توان ریاضͬ، نظر از مͬ�شود. آشͺار غیرصحیح مرتبه�ی از دیفرانسیل معادلات حل هنگام به سوال این

با مشتقͬ حالت، این در اولیه شرایط اما آورد. به�دست را معادلات این جواب ریمان-لیوویل تعریف از استفاده با اولیه

صفر تعریف این در ثابت ͷی کسری مشتق شد، داده نشان (٣٧.٣) در قبلا که همانطور همچنین، است. کسری مرتبه�ی

مͬ�آید، به�دست زیر رابطه�ی از و نیست

DαC =
Ct−α

Γ(١− α)
. (۴۶.٣)

ͷفیزی دنیای تفسیرهای با درحالͬ�که مͬ�کند. ایجاد اساسͬ مشͺلات ریمان-لیوویل تعریف ویژگͬ�های ،ͬͺفیزی نظر از اما

فراتر ما ریاضͬ ابزار واقع در نداریم. کسری معادلات در دنیا از زیادی عملͬ درک هستیم، آشنا صحیح مرتبه�ی معادلات در

عملͬ که آنچه و دارد امͺان که آنچه میان ارتباطͬ مͬ�توانیم ما کاپوتو، تعریف در اما گذاشته�اند. قدم ما درک مرزهای از

اولیه شرایط از که مͬ�آورد فراهم را امͺان این داشت، تعریفخود در که جابجایی ͷی با کاپوتو مشتق عملͽر بیابیم. است،

کاپوتوی کسری مشتق شد، بیان که همان�گونه این بر علاوه گردد. استفاده کسری دیفرانسیل معادلات در صحیح مرتبه�ی با

است. کاربردی�تر ریمان-لیوویل عملͽر به نسبت کاپوتو عملͽر که داد نشان مͬ�توان سادگͬ به دارد. صفر مقدار ثابت عدد

لتنیͺوف گروانوالد- دیفرانسیل انتگرال- عملͽر

گروانوالد- نام به دیͽر کسری عملͽر شد، لیوویل ریمان- عملͽر به منجر پیاپی انتگرال�های انجام با که رهیافتͬ برخلاف

مͬ�کنیم، شروع مشتق عملͽر بنیادین تعریف از جهت، این به مͬ�شود. وارد مشتق�گیری رویͺرد با لتنیͺوف١،

f (١)(x) = lim
h→٠

f(x+ h)− f(x)

h
(۴٧.٣)

مͬ�رسیم، تابع دوم مشتق تعریف به رابطه، این دوباره�ی اعمال با

f (٢)(x) = lim
h→٠

f (١)(x+ h)− f (١)(x)

h

١ Grunwald-Letnikov Differ-Integral
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٩٢ کسری عملͽرهای استخراج و تعریف .۴.٣

= lim
h٠→١

limh٠→٢
f(x+ h١ + h٢)− f(x+ h١)

h٢
− limh٠→٢

f(x+ h٢)− f(x)

h

h٢
. (۴٨.٣)

شد، خواهد ساده صورت این به بالا عبارت ،h = h١ = h٢ عبارتͬ به ،h یͺسان مقدار انتحاب با

f (٢)(x) = lim
h→٠

f(x+ ٢h)− ٢f(x+ h) + f(x)

h٢ . (۴٩.٣)

مͬ�شود، معرفͬ Dn عملͽر ام، n مرتبه�ی مشتق دادن نشان برای

Dnf(x) = lim
h→٠

١
hn

n∑
m=٠

(nm)f(x−mh). (۵٠.٣)

جمله�ای دو ضریب که شرط این به البته داد، تعمیم نیز n به�جای α ∈ IR غیرصحیح مقدارهای به را عبارت این مͬ�توان

نیست) صحیح مقدار دیͽر (که سری بالای حد همچنین کرد. بیان (١١.٣) گاما تابع برحسب فاکتوریل تابع به�جای را

به نتیجه در هستند.). مشتق�گیری پایین و بالا حدود ترتیب به a و t این�جا در ) مͬ�کند میل بینهایت به t− a

h
به�صورت

مͬ�رسیم، لتنیͺوف گروانوالد- کسری مشتق یافته�ی تعمیم تعریف

GLDαf(x) = lim
h→٠

١
hn

t− a

h∑
m=٠

(−١)m Γ(α+ ١)
m!Γ(α−m+ ١)f(x−mh). (۵١.٣)

مͬ�دهد. نشان به�خوبی را عملͽر بودن غیرموضعͬ ویژگͬ صورتیͷسری به کسری مشتق برای لتنیͺوف تعریفگرانوالد-

هستیم. همسایه نقاط تمام در تابع مقادیر نیازمند مشتق محاسبه برای این�جا در صحیح، مرتبه مشتق�های برخلاف

مͬ�توان نیز شدند، تعریف کسری مشتق عملͽرهای لیوویل، ریمان- کسری انتگرال تعریف از استفاده با که همان�گونه

طبیعͬ�تر صورت کرد. استفاده لتنیͺوف گروانوالد- کسری انتگرال بیان برای را لتنیͺوف گروانوالد- کسری مشتق تعریف

عنوان به را (١١.۵) رابطه�ی بخواهیم اگر شود. تعریف ،−α منفͬ، مرتبه�ی از مشتقͬ که است این رابطه این تعریف برای

تعریف فاکتوریل تابع از استفاده با (−n
m ) که است این بود خواهیم مواجه آن با که مهمͬ مشͺل کنیم، نگاه مرجع تعریف

داشت، خواهیم دهیم، بسط را جمله�ای دو این اگر نمͬ�شود.

 −n

m

 =
−n(−n− ١)(−n− ٢)(−n− ٣)...(−n−m+ ١)

m!
(۵٢.٣)
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٩٣ کسری عملͽرهای استخراج و تعریف .۴.٣

نوشت، صورت این به� را بالا رابطه مͬ�توان

 −n

m

 = (−١)mn(n+ ١)(n+ ٢)(n+ ٣)...(n+m− ١)
m!

= (−١)m (n+m− ١)!
(n− ١)!m!

. (۵٣.٣)

 −n

m

 = (−١)mn(n+ ١)(n+ ٢)(n+ ٣)...(n+m− ١)
m!

= (−١)m (n+m− ١)!
(n− ١)!m!

. (۵۴.٣)

رو، این از داد. تعمیم منفͬ حقیقͬ عددهای برای را (۵۴.٣) در فاکتوریل تابع مͬ�توان گاما تابع از استفاده با

 −α

m

 = (−١)mΓ(α+m)

Γ(α)m!
. (۵۵.٣)

مͬ�رسیم. لتنیͺوف گروانوالد- کسری انتگرال به و نمود α−بازنویسͬ برای را (۵١.٣) مͬ�توان (۵۵.٣) بردن به�کار با اکنون

GLD−αf(x) = lim
h→٠

hα

t− a

h∑
m=٠

Γ(α+m)

m!Γ(α)
f(x−mh). (۵۶.٣)

و لیوویل و ریمان توسط ترتیب به که است، شده ارایه کسری ریاضیات در عملͽرها بیان برای فرمول�بندی نوع دو کنون، تا

مͬ�آورد ذهن به را سوال این مفهوم ͷی برای متفاوت فرمول�بندی چند بیان شده�اند. پیشنهاد لتنیͺوف و گروانوالد همچنین

این دقیق ریاضͬ اثبات که هرچند است. مثبت سوال این به کوتاه پاسخ معادلند. یͺدیͽر با مختلف شͺل�های این آیا که

است. شده پرداخته موضوع این با بیشتری تفصیل با [١٣۴،١٢٢] مرجع�های در و دارد زیادی وقت صرف به نیاز موضوع

مختلف تعریف�های و داد بسط سری به�صورت امͺان صورت در را توابع مͬ�توان زمینه، این در راه�کار ͷی عنوان به اما

لیوویل ریمان- تعریف عملͽرها، این ساختار به توجه با کرد. مقایسه هم با را نتیجه و نمود اعمال آن�ها بر را کسری مشتق

در و مͬ�رود. به�کار ( xa, ex, sin(x)t... (نظیر ساده توابع تحلیلͬ جواب�های یافتن برای توابع، کسری مشتق و انتگرال

جهت راه سریع�ترین و راحت�ترین بنابراین، است. مناسب عددی بررسͬ�های برای لتنیͺوف گروانوالد- تعریف مقابل،

است. روش دو از حاصل عددی و تحلیلͬ نتایج مقایسه�ی تعریف، دو این بودن معادل بررسͬ
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٩۴ کسری عملͽرهای استخراج و تعریف .۴.٣

کسری انتگرالͬ معادله�های ٣.۴.٣

اول نوع

مͬ�دهد، نشان (۵٧.٣) رابطه� که است شͺلͬ به کسری انتگرال معادله�های نوع اولین

١
Γ(α)

∫ t

٠

u(τ)

(t− τ)١−α
dτ = f(t), ٠ < α < ١ (۵٧.٣)

نوشت، نیز زیر شͺل به را رابطه این مͬ�توان که

Jαu(t) = f(t). (۵٨.٣)

است، شͺل این به و مͬ�آید به�دست به�سادگͬ معادله�ها نوع این جواب

u(t) = Dαf(t). (۵٩.٣)

همیشه که داشت توجه باید اما برسد، ذهن به کاپوتو کسری مشتق از استفاده انتگرالͬ، معادله�ی این حل برای است ممͺن

خواهد داده نشان لاپلاس تبدیل از استفاده با ادامه در نمͬ�باشد. برقرار cDαJαf(t) = f(t) رابطه�ی شرایطͬ هر تحت و

در شد. خواهد ظاهر بالا پاسخ در نیز دیͽر جمله�ی ͷی رود، به�کار (؟؟) معادله�ی حل برای کاپوتو عملͽر اگر که شد

مͬ�کنند، پیدا را زیر فرم اول نوع انتگرالͬ معادله�های لاپلاس، فضای

Jαu(t) = ϕα(t) ∗ u(t) =⇒ L[ϕα(t) ∗ u(t)] =
ũ(s)

sα
(۶٠.٣)

کرد، بازنویسͬ صورت دو به را (۶٠.٣) نتیجه�ی مͬ�توان جبری، نظر از

ũ(s) = sαf̃(s) =⇒ s

[
f̃(s)

s١−α

]
(۶١.٣)

یا

ũ(s) = sαf̃(s) =⇒ ١
s١−α

[sf̃(s)− f(٠)] + f(٠)
s١−α

. (۶٢.٣)
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٩۵ کسری عملͽرهای استخراج و تعریف .۴.٣

مͬ�رسیم، زیر رابطه�ی به زمان، فضای به اول شͺل برگرداندن با

u(t) =
١

Γ(١− α)

d

dt

∫ t

٠

f(τ)

(t− τ)α
dτ = f(t), (۶٣.٣)

شͺل زمان فضای به تبدیل اعمال با لیوویل. ریمان- عملͽر به�کارگیری با معادله حل از حاصل جواب با است معادل که

مͬ�شود، حاصل زیر نتیجه�ی نیز دوم،

u(t) =
١

Γ(١− α)

∫ t

٠

f (١)(τ)

(t− τ)α
dτ = f(t) + f(٠) t−α

Γ(١− α)
(۶۴.٣)

t = ٠ در تابع مقدار به وابسته جمله�ی ͷی شد، اشاره نیز قبلا که همان�گونه اما است، کاپوتو مشتق عبارت این اول جمله�ی

است. شده ظاهر

دوم نوع

هستند، صورت این به دوم نوع انتگرالͬ معادله�های

u(t) +
λ

Γ(α)

∫ t

٠

u(τ)

(t− τ)١−α
dτ = f(t) =⇒ (١+ λJα)u(t) = f(t) (۶۵.٣)

است، صورت این به (۶۵.٣) پاسخ

u(t) = (١− λJα)−١f(t) = (١−
∞∑
n=١

(−λ)nJαn)f(t) = f(t) + (

∞∑
n=١

(−λ)nΦαn) ∗ f(t). (۶۶.٣)

که، داد نشان مͬ�توان (١٧.٣) از استفاده با

Eα(−λtα) =
∞∑
k=٠

(−λtα)k

Γ(αk + ١) (۶٧.٣)
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٩۶ کسری عملͽرهای استخراج و تعریف .۴.٣

(۶۶.٣) در حاصل نتیجه�ی و مͬ�شود حذف Eα(−λtα) بسط˼ اولِ جمله�ی ،(۶٧.٣) اول مرتبه�ی مشتق آوردن به�دست با

داشت، خواهیم شͺل این به را دوم نوع انتگرالͬ معادله�ی حل نتیجه�ی رو، این از مͬ�آید. به�دست

u(t) = f(t) +
d

dt
[Eα(−λtα)] ∗ f(t) (۶٨.٣)

مͬ�کنیم، شروع (۶۵.٣) روی لاپلاس تبدیل انجام با مͬ�رسیم. نتیجه همین به نیز لاپلاس تبدیل از استفاده با

L [(١+ λ)αu(t)] = L [f(t)] → [١+
λ

sα
]ũ(s) = f̃(s). (۶٩.٣)

در حاصل پاسخ شͺل به را ما خاص حالت ͷی اما کرد، بازنویسͬ مختلف صورت�های به مͬ�توان را (۶٩.٣) معادله�ی

مͬ�رساند. (۶٨.٣) رابطه�ی

ũ(s) =

[
s
sα−١

sα + λ
− ١
]
f̃(s) + f̃(s). (٧٠.٣)

برای لاپلاس تبدیل فرم از باید منظور بدین مͬ�شود. بازگردانده تابع خود معمولͬ فضای به (٧٠.٣) معادله�ی بعدی گام در

نمود. استفاده (٧١.٣) رابطه�ی لفلر، میتاگ- تابع از خاصͬ صورت

L [Eα(−λtα)] =
sα

sα + λ
. (٧١.٣)

دارد، قرار براکت داخل در (٧٠.٣) رابطه�ی چپ سمت در که آن�چه دید، مͬ�توان به�راحتͬ ،(١۶.٣) رابطه�ی از استفاده با

دیͽر، عبارتͬ به نیست؛ (٧١.٣) رابطه�ی چپ سمت اول مرتبه�ی مشتق لاپلاس تبدیل جز چیزی

L
[
E(١)

α (−λtα)
]
=

sα−١

sα + λ
− ١. (٧٢.٣)

همان به منجر (٧٠.٣) رابطه�ی معکوس چͽونه که مͬ�شود دیده ،(١۴.٣) در لاپلاس کانوولوشن تعریف از استفاده با

مͬ�شود. (۶٧.٣) نتیجه�ی
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٩٧ کسری عملͽرهای استخراج و تعریف .۴.٣

کسری دیفرانسیلͬ معادله�های ۴.۴.٣

[١٢٣] مرجع در که هستند، بیشتری توجه مورد زیر معادله نوع دو عموما ،ͷکلاسی خطͬ معمول دیفرانسیل معادله�های در

شده، یاد نوسان١ و واهلش معادله�های به�عنوان آن�ها از

u′(t) = −u(t) + q(t)

u′′(t) = −u(t) + q(t). (٧٣.٣)

مͬ�کنیم. یاد دوم و اول مرتبه�ی دیفرانسیل معادله�های عنوان به ترتیب به آن�ها از صحبتمͬ�کنیم، معادله دو این مورد در وقتͬ

داد. نشان کسری نوسانگر و کسری واهلش فرم عنوان اختصاص با مͬ�توان نیز کسری ریاضیات در را معادله دو تمایز این

١ < α ≤ ٢ دوم دسته مرتبه�ی انتظار طبق و مͬ�باشد ٠ < α ≤ ١ دیفرانسیل معادله مرتبه�ی اول، دسته معادلات در

مͬ�باشد.

نیستند، متفاوت هم از و مستقل کاملا دوم و اول مرتبه�ی معادله�ی دو این پاسخ صحیح، مرتبه�ی با معادله�های برخلاف اما

جواب�های بررسͬ برای یͺدیͽر از معادله دو این کردن جدا به نیازی رو این از تنیده�اند. هم در و داشته ارتباط هم به بلͺه

کرد، بیان زیر کلͬ شͺل ͷی به مͬ�توان را خطͬ کسری معمولͬ دیفرانسیل معادله�ی ندارد. وجود آن�ها

Dα
∗ u(t) = Dα

(
u(t)−

m−١∑
k=٠

tk

k!
u(k)(٠)

)
= −u(t) + q(t), m− ١ < α ≤ m. (٧۴.٣)

این بردن به�کار با شد، گفته نیز قبلا که همان�گونه است. شده استفاده کاپوتو مشتق عملͽر از این�جا در که مͬ�کنیم یادآوری

مͬ�گیرند. قرار استفاده مورد صحیح مرتبه�ی با اولیه شرایط عملͽر،

(٧۴.٣) مͬ�توان ،(۴۵.٣) رابطه�ی به توجه با لاپلاساست. تبدیل از استفاده ،(٧۴.٣) معادله�ی روشبرایحل مستقیم�ترین

نمود، بازنویسͬ زیر به�صورت را

sαũ(s) =

m−١∑
k=٠

sα−k−١u(k)(٠) = −ũ(s) + q̃(s) =⇒ ũ(s) =

m−١∑
k=٠

sα−k−١

sα + ١ u
(k)(٠) + ١

sα + ١ (٧۵.٣)

١ The Relaxation and Oscillation Forms
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٩٨ کسری عملͽرهای استخراج و تعریف .۴.٣

زد، جمع را سری داخل جمله�های مͬ�توان

sα−k−١

sα + ١ =
١
sα

sα−١

sα + ١ = L
[
JkEα(−tα)

]
(٧۶.٣)

همچنین،

١
sα + ١ = −(s

sα−١

sα + ١ − ١) = L
[
d

dt
[Eα(−tα)]

]
(٧٧.٣)

به را (٧۵.٣) رابطه�ی مͬ�توان معکوس، لاپلاس تبدیل تعریف برای ،(٧٧.٣) و (٧۶.٣) رابطه�های از استفاده با سرانجام

آورد، به�دست شͺل این به را کسری معمولͬ دیفرانسیل معادله جواب نهایت در و کرد، تبدیل u(t) برای عبارتͬ

u(t) =

m−١∑
k=٠

JkEα(−tα)u(k)(٠)− q(t) ∗ E′
α(−tα). (٧٨.٣)

٩٨



چهارم فصل

حضور در بازمقیاسشده بروانͬ حرکت

سیستم گذشته تحولات

نامقید SBM بر سیستم گذشته تحولات اثر ١.۴

خواصارگودیسیتͬ ١.١.۴

رابطه، طبق SBM فرآیند مͺانͬ همبستگͬ خود تابع MSD هنگردی میانگین

⟨x(t١)x(t٢)⟩ = ٢K∗
α min(t١, t٢)

α. (١.۴)

برای MSD داد نشان مͬ�توان ،(٢٧.٢) از SBM معادله انتگرالͬ صورت بͺارگیری با و آن ͷکم به که مͬ�شود بیان

دارد، t زمان با توانͬ رابطه SBM

⟨x٢(t)⟩ = ٢K∗
αt

α. (٢.۴)
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١٠٠ نامقید SBM بر سیستم گذشته تحولات اثر .١.۴

بود، خواهد صورت این به داشته، ادامه t تا و شده شروع ta > ٠ زمان از اندازه�گیری که حالتͬ برای

⟨
x٢(t)

⟩
a

= ٢αK∗
α

∫ t+ta

ta

dt١

∫ t+ta

ta

dt٢t
(α−١)

٢
١ t

(α−١)
٢

٢ δ(t١ − t٢)

= ٢αKα

∫ t+ta

ta

dt١t
(α−١)
١ = ٢Kα[(t+ ta)

α − tαa ]. (٣.۴)

کم (٢.۴) از (٠, ta) زمانͬ بازه�ی به مربوط مقدار واقع در است. شده استفاده (١.۴) رابطه از نتیجه این آوردن به�دست در

برای خطͬ رفتار به (ta = ٠ به (مربوط توانͬ رفتار از گذار ͷی ،ta متفاوت حدی مقادیر ازای به فوق نتیجه است. شده

مͬ�دهد، نشان براونͬ) حرکت با همرفتار ) ta ≫ t

⟨x٢(t)⟩a =


٢αK∗

αt
α−١
a t, ta ≫ t

٢K∗
αt

α, t≫ ta

(۴.۴)

نتیجه دارد. همراه به خود با را فرآیند بودن غیرعادی از نشانͬ بزرگ، خیلͬ �taهای برای توانͬ یͷضریب حضور که هرچند

.[١٣۶ ،١٣۵] است CTRW زیرپخشͬ فرآیند برای شده مشاهده نتایج همانند ،ta حضور در حاصل

(رابطه MSD زمانͬ میانگین بر (٠, ta) سیستم، سازی آماده زمانͬ بازه�ی اثر ترتیب همین به MSD زمانͬ میانگین

،((١٧.٢)

⟨
δ٢a(∆)

⟩
=

١
N

N∑
i=١

{
١

t−∆

∫ t+ta−∆

ta

[
x(t′ +∆)− x(t′)

]٢
dt′

}
, (۵.۴)

مͬ�شود، وارد انتگرال�گیری محدوده در

⟨
δ٢a(∆)

⟩
=

∫ t+ta−∆

ta

dt′
⟨
[x(t′ +∆)− x(t′)]٢

⟩
t−∆

=

∫ t+ta−∆

ta

dt′
(⟨x(t′ +∆)x(t′ +∆)⟩ − ٢ ⟨x(t′ +∆)x(t′)⟩+ ⟨x(t′)x(t′)⟩)

t−∆
.(۶.۴)

١٠٠



١٠١ نامقید SBM بر سیستم گذشته تحولات اثر .١.۴

داشت، خواهیم بالا، انتگرال حل در (٢٧.٢) بͺارگیری با

⟨
δ٢a(∆)

⟩
=

٢K∗
α

(α+ ١)(t−∆)

[
(t+ ta)

α+١ − (ta +∆)α+١ − (t+ ta −∆)α+١ + tα+١
a

]
. (٧.۴)

دارد. فرآیند بودن ͷارگودی غیر از حͺایت که مͬ�شود بازیابی (٣٧.٢) رابطه ،ta → ٠ حد در

فرآیند مورد در که مͬ�شود مشاهده جالبی نتیجه ،∆ ≪ t, ta ،ͷکوچ ∆بسیار زمانͬ بازه�های حد در (٧.۴) نتیجه بسط با

،[١٣۶] داشت وجود نیز سیستم گذشته نقش کردن وارد با CTRW زیرپخشͬ

⟨
δ٢a(∆)

⟩
∼ Λα(ta/t)×

⟨
δ٢(∆)

⟩
, (٨.۴)

را ∆ به نسبت خطͬ رابطه که عبارتͬ بر جداگانه ضریب ͷی به�صورت مͬ�شود ناشͬ ta حضور از که سهمͬ دید، مͬ�توان

مͬ�گذارد، اثر مͬ�دهد، نشان

Λα(z) = (١+ z)α − (z)α. (٩.۴)

مͬ�دهد، نشان ∆ با خطͬ رابطه (٧.۴) زمانͬ میانگین ،ta ≫ t حدی ناحیه در

⟨
δ٢a(∆)

⟩
= ٢αK∗

αt
α−١
a ∆, (١٠.۴)

است. شده برقرار دوباره ta حضور با ارگودیسیتͬ ترتیب این به است. MSD جابجایی مربع میانگین رفتار همسان که

از وضوح به ارگودیسیتͬ شͺست ta = ٠ برای مͬ�دهد. نشان را MSD زمانͬ و هنگردی میانگین رفتار (١.١.۴) شͺل

رنگ)، سبز (خط�چین ⟨x٢(t)⟩ ≃ tα دارد زمان به نسبت توانͬ رفتار MSD حالͬ�که در مͬ�شود؛ مشاهده اول نمودار

مͬ�دهد. نشان ⟨δ٢(∆)⟩ ≃ ∆ خطͬ سیاه) خط ) رفتاری زمانͬ میانگین

زمانͬ میانگین سمت به شدیدی رفتار تغییر هنگردی میانگین که مͬ�بینیم است، ضعیف �taهای ازای به که میانͬ نمودار در

با ادامه در مͬ�دهد. نما تغییر ta در هنگردی میانگین است. تغییر بدون تقریبا زمانͬ میانگین حالͬ�که در مͬ�دهد بروز

میانگین بر کاملا هنگردی میانگین قوی، بسیار ta رژیم حد در اندازه�گیری�، شروع و سیستم آماده�سازی میان زمان افزایش

تغییر ارگودیسیتͬ لحاظ از SBM فرآیند آمار سیستم، گذشته اثر کردن وارد با که مͬ�شود مشاهده مͬ�شود. منطبق زمانͬ

شͺل در نیز است، فراپخش معادل که α = ٣/٢ نمای برای مشابهͬ ͷارگودی رفتار بزرگ، بسیار ta رژیم این در مͬ�کند.

١٠١
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٢٠ MSDبرای رنگ، خاکستری خط�های .α = ١/٢ نمای MSDبرای زمانͬ میانگین و هنگردی میانگین :١.۴ شͺل
دایره�ها مͬ�دهد. نشان را t = ١٠۵ مشاهده زمان برای ،(٢٨.٢) لانژوین معادله از حاصل شبیه�سازی از آمده به�دست نمونه
سبز: خط .MSD زمانͬ میانگین برای (٧.۴) تئوری نتیجه سیاه: خط هستند. نمونه ٢٠ این روی بر میانگین دهنده�ی نشان
سیستم گذشته نقش گرفتن نظر در بدون الف) حالت: سه برای نتایج است. (٣.۴) هنگردی میانگین برای تحلیلͬ نتیجه
این محاسبات همه در شده�اند. ارائه ta = ١٠۶ گذشته شدید بسیار اثر ج) و ta = ١٠٣ گذشته ضعیف اثر ب) ،ta = ٠

.[١٠١] است شده نظرگرفته در K∗
α = ثابت١/٢ ضریب بخش

١٠٢
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زمان با ta = ١٠۶ قوی بسیار ta حد در α = ٣/٢ نمای برای MSD زمانͬ میانگین و هنگردی میانگین :٢.۴ شͺل
.[١٠١] t = ١٠۵ مشاهده

مͬ�شود. مشاهده (١.١.۴)

SBM ارگودیسیتͬ خواص مطالعه�ی به بخش این در سیستم گذشته نقش درنظرگرفتن با ارگودیسیتͬ شͺست پارامتر

آن�ها میانگین مقدار حول پراکندگͬ مختلف زمانͬ�های میانگین برای مͬ�پردازیم. ta بازه�ی در سیستم ͷدینامی کردن وارد با

حالت این در است. شده داده نشان (٣.۴) شͺل در شده، حاصل مختلف �taهای و نماها برای شبیه�سازی و تئوری از که

مͬ�شود، تعریف زیر به�صورت ارگودیسیتͬ شͺست پارامتر

EBa(∆) =

⟨
δ٢a(∆)

٢
⟩
−
⟨
δ٢a(∆)

⟩٢

⟨
δ٢a(∆)

⟩٢ . (١١.۴)

گذشته نقش گرفتن درنظر بدون SBM مورد برای که (۴۴.٢) تا (۴٠.٢) مشابه محاسبات انجام و (۵.۴) از جایͽذاری با

داشت، خواهیم فوق عبارت صورت برای شد، ارائه دوم فصل در

Na(∆) =
۴

(t−∆)٢

∫ t+ta−∆

ta

dt١

∫ t+ta−∆

t١

dt٢

[⟨
x٢(t١ +∆)

⟩
− ⟨x(t١ +∆)x(t٢)⟩

]٢
. (١٢.۴)

داشت، خواهیم کوواریانس رابطه از استفاده با و کرده اعمال را τ ′ = t٢ − t١ متغیر تغییر انتگرال، محاسبه جهت

N =
۴

(t−∆)٢

∫ t+ta−∆

ta

dt١

∫ t+ta−∆−t١

٠
dτ ′
[⟨
x٢(t١ +∆)

⟩
− ⟨x(t١ +∆)x(t١ + τ ′)⟩

]٢
=

۴
(t−∆)٢

∫ ∆

٠
dτ ′
∫ t+ta−∆−τ ′

ta

dt١

[⟨
x٢(t١ +∆)

⟩
−
⟨
x٢(t١ + τ ′)

⟩]٢
١٠٣
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مشاهده زمان .٠ ≤ α ≤ ٢ مختلف نماهای و �taها برای ∆ برحسب SBM برای MSD زمانͬ میانگین :٣.۴ شͺل
.[١٠١] شده�اند نظرگرفته در ta = ٠, ١٠٢, ١٠۵ و t = ١٠۴

(١٣.۴)

مͬ�رسیم، زیر انتگرال به x = t١
∆ , y = τ ′

∆ متغیر تغییر و
⟨
x٢(t)

⟩
= ٢Kαt

α از استفاده با

N =
١۶K٢

α∆
(٢α+٢)

(t−∆)٢

∫ ١

٠
dy

∫ t+ta
∆ −١−y

ta
∆

dx [(x+ ١)α − (x+ y)α]
٢

=
١۶K٢

α∆
(٢α+٢)

(t−∆)٢

∫ ١

٠
dy

∫ t+ta
∆ −١−y

ta
∆

dx
[
(x+ ٢(١α + (x+ y)٢α − ٢(x+ ١)α(x+ y)α

]
.

(١۴.۴)

١٠۴



١٠۵ نامقید SBM بر سیستم گذشته تحولات اثر .١.۴

که، ترتیب این به مͬ�کنیم، تقسیم ناحیه دو به را x متغیر انتگرال�گیری بازه�ی و داده تغییر را انتگرال�گیری ترتیب ادامه، در

∫ ١

٠
dy

∫ t+ta
∆ −٢

ta
∆

dx...+

∫ ١

٠
dy

∫ t+ta
∆ −١

t+ta
∆ −٢

dx...

=

∫ t+ta
∆ −٢

ta
∆

dx

∫ ١

٠
dy...+

∫ t+ta
∆ −١

t+ta
∆ −٢

dx

∫ t+ta
∆ −١−x

٠
dy.... (١۵.۴)

بود، خواهد شͺل این به Na(∆, τ) و

N =

∫ t+ta
∆ −٢

ta
∆

dx

∫ ١

٠
dy
[
(x+ ٢(١α + (x+ y)٢α − ٢(x+ ١)α(x+ y)α

]
+

∫ t+ta
∆ −١

t+ta
∆ −٢

dx

∫ t+ta
∆ −١−x

٠
dy
[
(x+ ٢(١α + (x+ y)٢α − ٢(x+ ١)α(x+ y)α

]
(١۶.۴)

مͬ�آید، به�دست (١١.۴) در ارگودیستͬ پارامتر به مربوط عبارت صورت ،τa = ta
∆ و τ = t

∆ متغیرهای حسب بر

N =
١۶K٢

α∆
٢α+٢

(t−∆)٢

(
(τ + τa − ٢(١α+١

٢α+ ١ − ٢(τ + τa)
α+١(τ + τa − ١)α+١

(α+ ٢(١

+
(٣α+ ١)(τ + τa − ٢(١α+٢

٢)٢α+ ١)(α+ ٢(١
+

(τ + τa)
٢α+٢

٢)٢α+ ١)(α+ ١)

− (τa + ٢(١α+١

(٢α+ ١) +
(٣α+ ١)(τa + ٢(١α+٢

٢)٢α+ ١)(α+ ٢(١
+

(τa)
٢α+٢

٢)٢α+ ١)(α+ ١) +
٢
+١I٠

)
(١٧.۴)

است. I٠ =
∫ t+ta

∆ −١
ta
∆

dxxα+١(x+ ١)(α) عبارت این در که

،[١٠٢ ،١٠١] است بیان MSDقابل زمانͬ میانگین اساس بر (١١.۴) عبارت مخرج اما

Da(∆, τ) =
⟨
δ٢a(∆)

⟩٢
=

{
٢Kα∆

α+١

(α+ ١)(t−∆)

[
(τ + τa)

α+١ − (τa + ١)α+١ − (τ + τa − ١)α+١ + τα+١
a

]}٢

.

(١٨.۴)

١٠۵



١٠۶ نامقید SBM بر سیستم گذشته تحولات اثر .١.۴
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مقادیر دادن نشان برای رنگ�ها مختلف. �taهای برای αنمای برحسب SBM برای ارگودیسیتͬ شͺست پارامتر :۴.۴ شͺل
این شده�اند.در داده نمایش کامل خطوط با تحلیلͬ نتایج و نقاط با شبیه�سازی از حاصل نتایج اند. رفته بͺار ta مختلف

.[٩۵] N = ١٠٣ و t = ١٠۴ ،∆ = ١٠ هستند صورت این به استفاده مورد پارامترهای شͺل

لحظه تا سیستم ͷدینامی نظرگرفتن در بدون EB به مربوط (۵١.٢) و (۴٩.٢) عبارات صفر سمت به τa زمان دادن میل با

مͬ�شود. بازیابی ،ta

،ta ≫ t ≫ ∆ یا بزرگ بسیار �taهای برای مͬ�کنیم. بررسͬ موجود پارامترهای مختلف حدهای در را حاصل نتیجه حال

مͬ�دهد، نشان مقیاسͬ رفتار زمانͬ، میانگین

⟨
δ٢a(∆)

⟩
∼ ٢αKαt

α−١
a ∆ (١٩.۴)

مشابه رفتاری .Na(∆, τ) ∼ ١۶K٢
α∆

٢ατ−٢(α٢τ٢α−٢
a τ/داشت(٣ خواهیم بلند بسیار مشاهده زمان برای ترتیب بدین و

در مͬ�شود. مشاهده بزرگ بسیار ta حالت در (۴.۴) شͺل در نتیجه این مͬ�شود. مشاهده (٢٠.٢) رابطه در بروانͬ حرکت

کرد. فرض ͷارگودی را فرآیند مͬ�توان رو این از دارد، ملاحظه قابل تغییرات t≪ t بازه در تنها Kα(t) رژیم، این در واقع

برای
⟨
δ٢a(∆, τ)

⟩
∼ ٢Kα∆

α(τα−١ + ατaτ
α−به(٢ توجه با ،ta ≪ tͷکوچ بسیار �taهای یعنͬ مخالف حد در اما

نهایت، در داشت. خواهیم را N (∆, τ) ∼ ١۶K٢
α∆

٢ατ−٢(α٢τ٢α−٢)٣]/١α− ١)]) نتیجه بلند بسیار مشاهده�ی زمان

شد، مشاهده (۵۶.٢) در آن�چه مانند رفتاری α > ١/٢ برای و بوده ta از مستقل اول، مرتبه تا ارگودیسیتͬ شͺست پارامتر

دارد.

مͬ�دهد. نشان SBM مختلف نماهای برای را ta اساسزمان بر را شبیه�سازی و تئوری از تغییراتEBحاصل (۵.۴) شͺل

١٠۶
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نقاط و تحلیلͬ نتایج نمایش برای کامل خطوط .αمختلف نماهای برای ta برحسب SBM برای EB پارامتر :۵.۴ شͺل
،∆ = ١٠ پارامترها: مͬ�شود. مشاهده شبیه�سازی نتایج در ناپایداری بلند �taهای در رفته�اند. بͺار شبیه�سازی نتایج برای

.[٩۵] N = ١٠٣ و t = ١٠۴

مͬ�یابد. کاهش مͬ�دهند، نشان را زیرپخش که کوچ�ͷتر نماهای برای به�ویژه EB پارامتر مقدار ta زمان افزایش با

مقید SBM بر گذشته اثر ٢.۴

خواصارگودیسیتͬ ١.٢.۴

ذره رفتار بر خارجͬ پتانسیل اثر نظرگرفتن در شد، بحث قبلا که همان�طور حافظه اثر حضور MSDبا هنگردی میانگین

زمانͬ و هنگردی میانگین بر ͷهارمونی پتانسیل تاثیر (٢.٢) بخش در است. برخوردار بالایی اهمیت از پخش فرآیند در

SBM کامل�تر مطالعه به فرآیند، این بر (٠, ta) بازه�ی سهم کردن وارد با بخش این در شد. بررسͬ SBM MSDبرای

کومر، تابع حسب بر حالت این در هنگردی میانگین مͬ�پردازیم. مقید

⟨x٢(t)⟩a =
⟨
[x(ta + t)− x(ta)]

٢
⟩

=
⟨
x(ta + t)٢

⟩
+
⟨
x(ta)

٢
⟩
− ٢ ⟨x(ta + t)x(ta)⟩

= ٢M١(ta + t) + ٢M١(ta)− ۴e−ktM١(ta), (٢٠.۴)

١٠٧



١٠٨ مقید SBM بر گذشته اثر .٢.۴

زیر، مختصرنویسͬ از که مͬ�آید. به�دست

M١(t) = K∗
αt

α exp(−٢kt)M(α, α+ ١, ٢kt). (٢١.۴)

،M(α, α + ١, ٠) → ١ کومر تابع ویژگͬ به توجه با مͬ�رود، بین از پتانسیل اثر که k → ٠ حد در است. شده استفاده

مͬ�کنیم. بررسͬ ta مختلف حدهای ازای به را کمیت این رفتار حال، مͬ�کند. میل آزاد حالت (۶١.٢) رابطه به فوق نتیجه

داشت، خواهیم را ([٩۴] ) مرجع در حاصل نتیجه ،ta = ٠ مورد در

⟨x٢(t)⟩ = ٢M١(t), (٢٢.۴)

تاثیر پتانسیل ͷکوچ بسیار زمانͬ بازه�ی این در مͬ�آید. به�دست (٢.۴) نتیجه ،t≪ ١/k ͷکوچ بسیار زمانͬ بازه برای که

گذشته پتانسیل اعمال از زیادی زمان که t≫ ١/k حد در است. آزاد حالت MSDنظیر و نداشته هنگردی رفتار بر چندانͬ

بزرگ، مقادیر برای کومر تابع بسط از استفاده با است،

M(α, α+ ١, z) ∼ α
exp(z)

z
, (٢٣.۴)

داشت، خواهیم را ([٩۴] ) مرجع نتیجه

⟨x(t)٢⟩ ∼ αK∗
α

k
tα−١. (٢۴.۴)

فراپخش برای و نزولͬ مقداری همواره (α < ١) زیرپخش برای مͬ�شود، مشاهده (٧.۴ و ۶.۴) شͺل�های در که همان�گونه

SBM بودن ناپایا به منجر که است زمان به وابسته پخش ضریب دادن قرار حاصل نتیجه این دارد. صعودی روند (α > ١)

اما داشت. خواهیم را آزاد SBM برای (٣.۴) نتیجه همان tat≪ ١/k ازای به فرآیند، این بر ta اثر کردن وارد با مͬ�شود.

مجانبی، رفتار ،t≫ ١/k اگر

⟨x٢(t)⟩a ∼ αK∗
α

k
tα−١ + ٢K∗

αt
α
a , (٢۵.۴)

١٠٨



١٠٩ مقید SBM بر گذشته اثر .٢.۴
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کامل) k(خطوط = ٠٫ ١ نیروی ثابت دو برای α = ٠٫ ۵ نمای با مقید SBM MSDبرای هنگردی میانگین :۶.۴ شͺل
(ta = ٠٫ ١) ضعیف مقدار ب) خاکستری، خطوط (ta = ٠) الف) :ta مختلف مقادیر برای و (خط�چین) k = ٠٫ ٠١ و
k = ٠٫ ١ و ta = ١٠۶ برای ⟨x٢(t)⟩۴ دهنده�ی نشان سبز خط نارنجͬ. خطوط (ta = ١٠۶) قوی بسیار ج) و آبی خطوط

.[١٠١] مͬ�دهد نشان بهتر را تخت ناحیه دو میان گذرا که است
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کامل) k(خطوط = ٠٫ ١ نیروی ثابت دو برای α = ١٫ ۵ نمای با مقید SBM MSDبرای هنگردی میانگین :٧.۴ شͺل
(ta = ٠٫ ١) ضعیف مقدار ب) خاکستری، خطوط (ta = ٠) الف) :ta مختلف مقادیر برای و (خط�چین) k = ٠٫ ٠١ و
مشاهده ≃ tα−١ مقیاسͬ رابطه نهایت در موارد تمام در نارنجͬ. خطوط (ta = ١٠۶) قوی بسیار ج) و آبی خطوط

.[١٠١] مͬ�شود

١٠٩



١١٠ مقید SBM بر گذشته اثر .٢.۴

مͬ�رسد، تخت ناحیه ͷی به نهایت در و کرده میل صفر به اول جمله�ی زیرپخش، مورد برای که مͬ�آید به�دست

⟨x٢(t)⟩a ∼ ٢K∗
αt

α
a . (٢۶.۴)

برآمده عبارت این واقع در .K∗
α ضریب و ta زمان به وابسته تنها و شده اعمال پتانسیل شدت از مستقل است نتیجه�ای این

بود، خواهد غالب نتیجه (٢۵.۴) نتیجه دوم جمله فراپخش حالت برای اما است. (٠, ta) زمانͬ بازه در اولیه آزاد حرکت از

⟨x٢(t)⟩a ∼ αK∗
α

k
tα−١. (٢٧.۴)

است. مشاهده قابل (٧.۴ و ۶.۴) شͺل�های در ،ta حضور از ناشͬ ͷکوچ انحراف این

به�صورت، ta ≫ ١/k بزرگ بسیار ta رژیم در جابجایی، مربع میانگین برای (٢٠.۴) نتیجه

⟨x٢(t)⟩a ∼ αk−١K∗
α

[
(ta + t)α−١ + tα−١

a

(
١− ٢e−kt

)]
, (٢٨.۴)

برای اما رسید. خواهیم (۴.۴) در آزاد حالت نتیجه همان به t ≪ ١/k ͷکوچ بسیار مشاهده�های زمان ازای به است.

نتیجه به ،ta ≫ t ≫ ١/k حالت در نمود. بررسͬ بیشتری دقت با را فوق نتیجه باید t ≫ ١/k بزرگ�تر زمانͬ بازه�های

زمان، از مستقل

⟨x٢(t)⟩a ∼ ٢αK∗
α

k
tα−١
a , (٢٩.۴)

α نمای مقدار به بستگͬ نتیجه دوباره ،t ≫ ta ≫ ١/k برای همچنین، است. تخت ناحیه ͷی دهنده نشان که مͬ�رسیم

ثابت، نتیجه زیرپخش مورد در که به�طوری دارد،

⟨x٢(t)⟩a ∼ αK∗
α

k
tα−١
a , (٣٠.۴)

۶.۴) شͺل�های مͬ�آید، به�دست (٢٧.۴) رابطه فراپخش، برای دارد. تفاوت (٢٩.۴) با یͷضریب١/٢ که مͬ�شود حاصل

هستند. رفتار این دهنده نشان (٧.۴ و

١١٠



١١١ مقید SBM بر گذشته اثر .٢.۴

زمانͬ میانگین بر ta حضور در پتانسیل اثر مطالعه به حال سیستم گذشته ͷدینامی حضور با MSD زمانͬ میانگین

داده، قرار (۵.۴) در را (۶٠.٢) کوواریانس رابطه منظور، بدین MSDمͬ�پردازیم.

⟨
δ٢a(∆)

⟩
=

٢K∗
α

t−∆

∫ t+ta−∆

ta

dt′
[
(t′ +∆)αe−٢k(t′+∆)M(α, α+ ١, ٢k(t′ +∆))

+t′αe−٢kt′M(α, α+ ١, ٢kt′)− ٢t′αe−k(٢t′+∆)M(α, α+ ١, ٢kt′))
]
,

(٣١.۴)

،[١١۵] رابطه ͷکم با و

dn

dzn

(
zb−١e−zM(a, b, z)

)
= (b− n)nz

b−n−١e−zM(a− n, b− n, z), (٣٢.۴)

مͬ�شود، حاصل زیر کلͬ نتیجه کومر، تابع برای

⟨
δ٢a(∆)

⟩
=

٢K∗
α

(t−∆)(١+ α)

[
M٢(t+ ta)−M٢(ta +∆) +M٢(t+ ta −∆)−M٢(ta)

−٢e−k∆
(
M٢(t+ ta −∆)−M٢(ta)

)]
, (٣٣.۴)

نماد، که

M٢(t) = t١+αe−٢ktM(١+ α, ٢+ α, ٢kt), (٣۴.۴)

برای و آزاد فرآیند به مربوط (٧.۴) رابطه k → ٠ حد در که دید مͬ�توان به�سادگͬ است. شده استفاده مختصرنویسͬ جهت

بزرگ بسیار و ͷکوچ ta حدی حالت دو گذشته، نقش کردن وارد با مͬ�شود. بازیابی ([٩۴] ) مرجع نتیجه نیز ta = ٠

مͬ�گیرند. قرار بررسͬ مورد جداگانه

ta, t,∆ مقدار سه میان نسبت به توجه با دوباره ،ta ≪ ١/k باشد، ͷکوچ سیستم واهلش زمان با مقایسه در ta زمان اگر

(٣٧.٢) در زمان با خطͬ رابطه همان به ،(t ≫ ١/k ≫ ∆ta) برای اول مورد در نظرگرفت. در را مختلف رژیم�های باید

١١١



١١٢ مقید SBM بر گذشته اثر .٢.۴

نتیجه، بͽیریم، نظر در را t≫ ∆ ≫ ١/k ≫ ta حد وقتͬ اما مͬ�رسیم. ta تا زمانͬ بازه اثر حضور عدم به مربوط

⟨
δ٢a(∆)

⟩
∼ ٢K∗

α

k
tα−١, (٣۵.۴)

این ،t مشاهده زمان سمت به آن کردن میل افزایش∆و با مͬ�آید. به�دست است، حسب∆ثابت بر که ،([٨٠] ) مرجع در

مͬ�کند، میل (٣٠.۴) در هنگردی میانگین مقدار به زمانͬ، میانگین

⟨
δ٢a(∆)

⟩
∼ αK∗

α

k
.tα−١ (٣۶.۴)

است. ننموده وارد زیادی اثر زمانͬ میانگین بر ta زمان رژیم، این در که است واضح

باشد، بزرگ هم t مشاهده زمان اگر همچنین باشد. بزرگ ta ≫ ١/k زمان که است موردی در توجه جالب حالت

نتیجه، زمانͬ میانگین برای (٣٣.۴) رابطه از ،t≫ ١/k

⟨
δ٢a(∆)

⟩
∼ K∗

α

k(t−∆)

[
(t+ ta)

α − (∆ + ta)
α + (١− ٢e−k∆)[(t+ ta −∆)α − tαa ]

]
. (٣٧.۴)

،t, ta ≫ ١/k ≫ ∆ باشد، ͷکوچ سیستم واهلش زمان با مقایسه در ∆ زمانͬ گام اگر رابطه این در مͬ�شود. حاصل

([١٣۶] ) مرجع مانند نیز ،t, ta ≫ ∆ ≫ ١/k بزرگ، زمانͬ گام برای مͬ�شود. نامقید SBM برای (٨.۴) همان نتیجه

بود، خواهد (٣۵.۴) رابطه معادل عبارتͬ در ((٩.۴) (رابطه ta سهم دربردارنده�ی ضریب ͷی به�صورت نتیجه

⟨
δ٢a(∆)

⟩
∼ Λa(ta/t)

⟨
δ٢(∆)

⟩
. (٣٨.۴)

سه برای (٣٣.۴) و (٢٠.۴) روابط اساس بر مقید SBM برای را MSD زمانͬ و هنگردی میانگین رفتار (٨.۴) شͺل

قابل فرآیند برای ͷغیرارگودی رفتار است، نشده وارد اثر این که اول نمودار در مͬ�دهد. نشان ta زمان از مختلف رژیم

رفتار تغییر تخت ناحیه ͷی سمت به زمانͬ گام به نسبت خطͬ رابطه ͷی از زمانͬ میانگین درحالͬ�که است. مشاهده

مͬ�کند. تغییر فراپخش) برای صعودی (یا زیرپخش برای نزولͬ تابع ͷی شͺل به هنگردی میانگین توانͬ تابعیت مͬ�دهد؛

در خود توانͬ فرم هنگردی میانگین که صورتͬ در ندارد، چندانͬ تغییر زمانͬ میانگین محدود، مقداری به ta کردن وارد با

بسیار �taهای مورد برای اساسͬ رفتار تغییر مͬ�شود. دیده میانͬ نمودار در که است داده دست از کمͬ را بزرگ زمان�های

سیستم و شده منطبق زمانͬ میانگین بر کاملا هنگردی میانگین که مͬ�بینیم شͺل(۴.٨). در سوم نمودار مͬ�دهد، رخ بزرگ

١١٢



١١٣ مقید SBM بر گذشته اثر .٢.۴
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الف) :ta مختلف حالت سه برای α = ١/٢ نمای با مقید SBM برای MSD زمانͬ و هنگردی میانگین :٨.۴ شͺل
در t = ۵ × ١٠۴ مشاهده زمان .(ta = ١٠۶) بزرگ بسیار مقدار ج) و (ta = ١−١٠) ضعیف مقدار ب) ،(ta = ٠)

.[١٠١] است شده نظرگرفته

١١٣



١١۴ مقید SBM بر گذشته اثر .٢.۴

1

10

100

100 101 102 103 104

<
δ

a 2 
(∆


) 

>
, <

x2  (
t)

>
a

t, ∆

×103

α=1.5

~ t, ∆

TA MSD,     k=0.1  
TA MSD,     k=0.01
MSD,          k=0.1  
MSD,          k=0.01

t = ۵×١٠۴ مشاهده زمان .ta = ١٠۶ αو = نمای٣/٢ با SBMمقید MSDبرای زمانͬ و هنگردی میانگین :٩.۴ شͺل
.[١٠١] است شده نظرگرفته در

بسیار تفاوت مͬ�شود. دیده (٩.۴) شͺل در نیز فراپخش برای بزرگ بسیار �ta مورد مͬ�دهد. نشان خود از ͷارگودی رفتار

مشاهده میدان شدت از مختلف مقدار دو برای (١٠.۴) شͺل در سری انتهای در آن�ها همͽرایی و کمیت دو این در جزئͬ

مͬ�شود.

گذشته نقش حضور با عبور اولین زمان ٢.٢.۴

آمار این بر ta اثر مطالعه به بخش این در شد. اشاره آن استخراج نحوه و عبور اولین زمان آمار اهمیت به (٣.١.٢) در

ضریب با SBM پخش معادله حل از عبور اولین زمان PDF ،[٠, ta] بازه در دینامیͷسیستم اثر کردن وارد با مͬ�پردازیم.

مͬ�شود، حاصل Kα(t) زمان به وابسته

∂

∂t
P (x, t) = K(t)

∂٢

∂x٢P (x, t), (٣٩.۴)

،ta زمان به وابسته اولیه شرط که

P٠(x, ta) =
١√

۴πK∗
αt

α
a

e−x٢/(۴K∗
αtαa ), (۴٠.۴)

١١۴



١١۵ مقید SBM بر گذشته اثر .٢.۴

α = نمای١/٢ دو ∆برای → t حد در مقید SBM هنگردیMSDبرای میانگین و زمانͬ میانگین همͽرایی :١٠.۴ شͺل
.[١٠١] ta = ١٠۶ و میدان مختلف شدت�های برای (راست) α = ٣/٢ و (چپ)

دو بر معادله، این حل برای است. ta زمان به نسبت زمانͬ فاصله�ی دهنده نشان t بخش، این محاسبات در همچنین است.

مͬ�دهیم، انجام فوریه عکس تبدیل زمان، حسب بر حاصل معادله حل از پس و مͬ�کنیم اعمال فوریه تبدیل آن سمت

P (x, t) =
١
٢π

∫ ∞

−∞
dkeikxP (k, t) =

١
٢π

∫ ∞

−∞
dkeikxe−k٢K∗

α(tαa+tα). (۴١.۴)

داشت، خواهیم نتیجه در

P (x, t) =
١√

۴πK∗
α(t

α
a + tα)

e−x٢/۴K∗
α(tαa+tα). (۴٢.۴)

بدین مͬ�کنیم. استفاده x٠ > ٠ مثبت فضای نیم در بقا١ احتمال آوردن به�دست برای تصویر روش از ،PDF داشتن با

ترتیب،

S(t) =

∫ ∞

٠
[P (x− x٠, t)− P (x+ x٠, t)] dx, (۴٣.۴)

١ Survival Probability

١١۵



١١۶ مقید SBM بر گذشته اثر .٢.۴
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نشان خط�چین .ta = ١٠۶ و x٠ = ١ ثابت مقادیر با α = ١/٢ نمای برای ℘(t) عبور اولین زمان چͽالͬ :١١.۴ شͺل
.[١٠١] است −۵/۴ به −١/٢ از شیب تغییر دهنده�ی

داشت، خواهیم

S(t) = erf
(

x٠√
۴K∗

α(t
α
a + tα)

)
. (۴۴.۴)

مͬ�کند، تبعیت (℘(t) = −dS(t)/dt) رابطه از عبور اولین زمان PDF است. شده حاصل خطا تابع برحسب نتیجه این

℘(t) =
αx٠t

α−١√
۴πK∗

α (tαa + tα)
٣
exp

(
− x٢

٠
۴K∗

α(t
α
a + tα)

)
. (۴۵.۴)

رفتار ta شدت به بسته فوق کلͬ نتیجه اما مͬ�آید. به�دست اسمیرنوف١ لوی- توزیع تابع ta = ٠ زمان و α = ١ ازای به

دارد، متفاوتͬ

℘ ≃ αx٠√
۴πK∗

α

×


t
−٣α/٢
a tα−١, ta ≫ t, (x٢

٠/[۴K∗
α])

١/α

t−١−α/٢, t≫ ta, (x
٢
٠/[۴K∗

α])
١/α

. (۴۶.۴)

اثر α توان با سیستم آماده�سازی زمان و است برقرار −(١ − α) نمای با توانͬ رابطه t زمان به نسبت بزرگ، �taهای برای

فرآیند در که همان�طور مͬ�دهد، نشان را −(١ + α/٢) به نما تغییر زمان با توانͬ رفتار ،�ta زمان افزایش با است. گذاشته

مͬ�شود. دیده (١١.۴) شͺل در رفتار تغییر این مͬ�شود. مشاهده ([١٣٧] ) مرجع در نیز CTRW زیرپخش

١ L´evy-Smirnov distribution

١١۶



پنجم فصل

کیرشهف پراکندگͬ تئوری

زبر سطوح از پراکندگͬ ١.۵

امواج پراکندگͬ بر تاثیرگذار عامل مهمترین زبری و دانست صاف را طبیعت در موجود سطوح تمام مͬ�توان خوبی تقریب با

بستگͬ شده پراکنده موج ویژگͬ�های به بلͺه نیست، پراکننده سطح ذاتͬ خصلت زبری است. (EM) الͺترومغناطیس١ͬ

هستند. سطح زبری یا صافͬ میزان کننده تعیین معیارهای جمله از θ شده تابیده موج فرودیِ زاویه و (k) طول�موج دارد.

زبری طول�موج، افزایش با بنابراین مͬ�شود. بیان (kσ) با (σ) سطح زبری پارامتر و فرودی طول�موج میان رابطه واقع در

همچنین، .k = ٢π/λ مͬ�باشد، سطح زبری تعیین جهت معیاری سطح، ͷی بر تابیده طول�موج نتیجه، در مͬ�یابد. کاهش

به زبر�تر سطح ،٢ͷنزدی نواحͬ در پراکندگͬ در که صورت این به دارد، سطح زبری میزان بر بسزایی نقش نیز فرود زاویه

دورتر٣. نواحͬ در پراکندگͬ حالت به نسبت مͬ�رسد، نظر

بازتابِ کننده توصیف قوانین، این مͬ�شود. بیان فرسنل۴ بازتاب قوانین توسط بازتاب چͽونگͬ صاف، سطح ͷی مورد در

زاویه ،θ فرود زاویه از است تابعͬ ،Γ فرسنل، ضریب هستند. ͷتریͺدی�ال محیط دو میان مشترک فصل از عبوری موج ͷی

١ Electromagnetic Waves

٢ The Near Field of The Propagation

٣ The Far Field

۴ Fresnel Reflectivity

١١٧



١١٨ زبر سطوح از پراکندگͬ .١.۵

زبری مختلف درجات با سطوح برای پراکندگͬ مولفه�های از ͷی هر سهم :١.۵ شͺل

.n پراکننده، ͷتریͺدی�ال ثابت و θ′ بازتاب

Γh =
µcos(θ)−

√
µϵ− sin٢(θ)

µcos(θ) +
√
µϵ− sin٢(θ)

, Γv =
ϵcos(θ)−

√
µϵ− sin٢(θ)

ϵcos(θ) +
√
µϵ− sin٢(θ)

. (١.۵)

برای است غیرفرومغناطیس محیط�های برای µ و هستند (EM) موج عمودی و افقͬ قطبش به مربوط ترتیب به Γv و Γh

کاهش عمودی قطبش طرفͬ از مͬ�شود. بیشتر افقͬ قطبش فرود، زاویه افزایش با است. واحد آن مقدار خنثͬ سطوح

صفر آن مقدار مͬ�شود) دی�الͺتریͷجذب محیط توسط کاملا عبوری موج آن در که (زاویه�ای بروستر١ زاویه�ی در و مͬ�یابد

مͬ�یابد. افزایش ناگهان فرودی زاویه�ی بیشتر افزایش با اما مͬ�شود،

کلͬ حالت در زبر سطح ͷی با (EM) موج برهمͺنش مورد در مͬ�توان فرود، زاویه و طول�موج درنظرگرفتن ثابت با اما

غالب همدوس پراکندگͬ صاف�تر، سطح برای و است بیشتر ناهمدوس پراکندگͬ باشد زبر�تر سطح هرچه که، گفت چنین

از سطوح واقعͬ دنیای در اما است. صاف کاملا مشترک سطح ͷی برای شد، اشاره آن به که فرسنل قوانین بود. خواهد

همدوس٢ یا بازتابیده سهم است، مولفه دو شامل زبر سطح ͷی از شده پراکنده موج دارند. وسیعͬ طیف زبری درجه نظر

ͷی ناهمدوس مولفه مͬ�کند. عمل صاف سطح ͷی از بازتاب نظیر همدوس مولفه ناهمدوس٣. یا شده پراکنده سهم و

قابل بیشتر همدوس سهم شود، زبر�تر سطح هرچه مͬ�کند. پخش جهت�ها تمام در را تابشͬ توان و است پخشͬ پراکننده�ی

صافͬ میزان تعریف برای اساسͬ معیار دو مͬ�شود. پخشͬ پراکندگͬ شامل فقط ناهمدوس سهم و بود خواهد صرف�نظر

سطحͬ به ،θ زاویه با که مͬ�گیریم درنظر را تک�فامͬ تخت موج فرانهوفر۵. و رایل۴ͬ معیارهای دارد، وجود سطح ͷی

را سطح از متفاوت نقطه دو از بازتابیده پرتوی دو میان δϕ فاز اختلاف به�سادگͬ مͬ�توان .((١.۵) (شͺل مͬ�آید فرود زبر

١ Brewster Angle

٢ The Reflected or Coherent

٣ The Scattered or Incoherent

۴ Rayleigh

۵ Frauenhofer

١١٨



١١٩ زبر سطوح از پراکندگͬ .١.۵

زبر سطح ͷی از متفاوت نقاط از شده پراکنده موازیِ موج پرتو دو میان فاز اختلاف نشان�دهنده نمودار این :٢.۵ شͺل
است.

نمود، محاسبه

∆ϕ = ٢h٢π
λ
cos(θ), (٢.۵)

است. سطح بر پرتو فرود زاویه θ و است مرجع سطح ͷی به نسبت زبری�ها ارتفاع به مربوط معیار انحراف h رابطه این در

ͷی را سطح آن مͬ�توان باشد، π/٢ از کوچ�ͷتر بازتابیده پرتو دو میان ∆ϕ فاز اختلاف اگر که مͬ�کند بیان رایلͬ معیار

رابطه�ی، و دانست صاف سطح

h <
λ

٨cos(θ) . (٣.۵)

نام فرانهوفر معیار و شد مطرح [١٣٨] اولابی١ توسط (EM) امواج برای مناسب�تر و دقیق�تر معیار است. برقرار آن برای

باشد، ∆ϕ < π/٨ فاز اختلاف این اگر مͬ�دانند صاف را سطح معیار این دارد.

h <
λ

٣٢cos(θ) . (۴.۵)

١ Ulaby

١١٩



١٢٠ پراکندگͬ تئوری مدل�های .٢.۵

پراکندگͬ تئوری مدل�های ٢.۵

رهیافت�های و گرفته صورت فراوانͬ تجربی بررسͬ�های است. گرفته قرار مطالعه مورد بسیار زبر سطوح از امواج پراکندگͬ

سطوح از پراکندگͬ مساله هنوز گرفته، صورت تلاش�های تمام برغم است. گردیده ارائه تجربی نتایج تحلیل برای مختلفͬ

به�صورت اغلب و بوده خاص موارد برای اعمال قابل و تقریبی شده ارائه روش�های ندارد. کامل حل تحلیلͬ به�صورت زبر

مͬ�شوند. حل عددی

سطح زبری تعیین برای رایلͬ معیار که بود ١٨٧٧ در [١٣٩] رایلͬ لرد توسط شده ارائه ریاضیاتͬ مدل�های اولین جمله از

به او یافت. گسترش [١۴٠] (١٩۴۴-١٩۴۶) فاینبرگ١ توسط زبر سطح از پراکندگͬ پنجاه، دهه در مͬ�کند. معرفͬ را

(١٩۵١) رایس٢ پرداخت. ناهمواری�ها ͷکوچ مقدار ازای به شده پراکنده الͺترومغناطیسͬ امواج همدوس مولفه بررسͬ

و [١۴١] برد بͺار بعدی دو تصادفͬ زبر سطح ͷی از الͺترومغناطیسͬ امواج پراکندگͬ برای را اختلالش برداری تئوری

مماس صفحه تقریب [١۴۵–١۴٣] ۴ ادامه در داد. ارائه اسͺالر امواج برای مشابهͬ تئوری [١۴٢] (١٩۵۴) در دیویس٣

توجه مورد مدت�ها تصادفͬ زبر سطوح از پراکندگͬ مساله اگرچه شد، بیان هم قبلا که همان�طور اما شد. ارائه ۵ کیرشهف

مسایل با مواجهه در حاضر حال در ندارد. بسته جواب و نشده ارائه آن برای رضایت�بخشͬ پاسخ هیچ هنوز اما بوده، گسترده

کیرشهف انتگرال روش�ها این پرکاربردترین جمله از مͬ�گیرند. قرار استفاده مورد تقریبی روش�های زمینه این در موجود

است. گرفته صورت تقریب این پایه�ی بر بخش این محاسبات که است [١۴٧ ،١۴۶] (KA)

است مواردی مناسب بنابراین باشد. بزرگ طول�موج با مقایسه در سطح زبری ابعاد که است معتبر زمانͬ کیرشهف تقریب

مͬ�توان مورد، این در .(kl > ۶) برد بلند سطح همبستگͬ طول برای یا و C یا X نوارهای مانند باشد، کوتاه طول�موج که

با حتͬ نمود. فرض نقطه آن در سطح بر مماس صاف صفحه�ی ͷی از پراکندگͬ همانند را سطح از نقطه ͷی از پراکندگͬ

هستیم. بیشتری فرض�های کردن وارد نیازمند و یافت مساله برای تحلیلͬ پاسخ نمͬ�توان نیز تقریب این اعمال

حسب بر پراکننده سطح از معین فاصله�ی ͷی در را شده پراکنده میدان که مͬ�شود بنا انتگرال ͷی برپایه کیرشهف تقریب

٧ͷالاستی ،۶ͷکوستی آ این�که دارد، موج میدان ماهیت به بستگͬ انتگرال این .[١۴٨] مͬ��دهد سطح روی میدان از تقریبی

١ Feinberg

٢ Rice

٣ Davies

۴ ANTOKOL’SKII (1948), BREKHOVSKIKH (1951) and ISAKOVICH (1952)

۵ The Kirchhoff Tangent Plane Approximation

۶ Elastic

٧ Acoustic

١٢٠



١٢١ پراکندگͬ تئوری مدل�های .٢.۵

ͷی فرود فرض با مͬ�گیرد، صورت آن اساس بر فصل این محاسبات که انتگرال فرم ساده�ترین باشد. الͺترومغناطیسͬ یا

اسͺالر تئوری مͬ�گیرد. شͺل است، مͺان از مستقل آن بازتاب ضریب که زبری سطح بر اسͺالر و تکفام١ تخت موج

مناسب ندارد، وجود قطبش مولفه�های میان جفت�شدگͬ هیچ�گونه که الͺترومغناطیسͬ و ͷکوستی آ امواج برای کیرشهف

مͬ�شود. داده نشان ψ با میدان اندازه است. فرودی میدان بودن ͷکوستی آ فرض با فصل این مطالعات است.

برهمͺنش از حاصل میدان و ،ψinc،ͬتابش میدان مͬ�شود، تشͺیل قسمت دو از ،ψ کل میدان پراکننده، عامل ͷی حضور در

،ψsc پراکننده عامل با فرودی موج

ψ(r) = ψinc(r) + ψsc(r). (۵.۵)

مͬ�شود، حاصل هلمهولتز٢ پراکندگͬ رابطه از استفاده با سطح روی بر r نقطه�ی هر در کل میدان

ψ(r) = ψsc(r) +

∫
A٠

[
ψsc(r)

∂G(r, r٠)

∂n٠
−G(r, r٠)

∂ψsc(r٠)

∂n٠

]
dA٠. (۶.۵)

گرین٣ͬ ,G(rتابع r٠) و بوده منبع سمت به سطح بر عمود خط n٠ و مͬ�شود انجام A٠ سطح روی بر انتگرال رابطه، این در

گرین تابع محدود، ابعاد با سطح ͷی از پراکندگͬ برای مͬ�دهد. نشان r٠ نقطه�ی در را r نقطه�ی بر وارد نیروی اثر که است

به�صورت، کامل فضای

G(r, r٠) =
exp (ik|r − r٠|)

۴π|r − r٠|
, (٧.۵)

انتگرال، داخل عبارت در مͬ�توان ،A٠ بسته�ی سطح برای است. آن به نسبت فاصله r و زبر سطح روی بر نقطه�ای r٠ است.

پراکنده میدان بنابراین است. صفر فرودی میدان به مربوط سهم که چرا کرد، استفاده کل میدان از شده پراکنده میدان بجای

،[١۴٨] مͬ�آوریم به�دست صورت این به را شده

ψsc(r) = ψ(r)− ψinc(r) =

∫
A٠

[
ψ(r٠)

∂G(r, r٠)

∂n٠
−G(r, r٠)

∂ψ(r٠)

∂n٠

]
dA٠.

١ Monochromatic Plane Wave

٢ Helmholtz Scattering Formula

٣ Green Function

١٢١



١٢٢ پراکندگͬ تئوری مدل�های .٢.۵

از پراکندگͬ برای کیرشهف تئوری این�جا در هستیم. سطح روی بر آن مشتق و میدان نیازمند فوق انتگرال محاسبه جهت

k موج بردار با ،ψinc(r) = exp(−ikinc · r) تکفام، و تخت فرودی موج برای و دور ناحیه رژیم در را تصادفͬ زبر سطح

بی�نهایت گرادیان دارای سطح روی بر نقطه�ای هیچ که فرض این و ،R٠ = −١ دیریͺله، مرزی شرایط تحت ،r مͺان در

این به ،A٠ بررسͬ، مورد سطح روی بر ،ψsc(r) شده، پراکنده میدان کل شدت صورت این در نظرمͬ�گیریم. در نیست،

،[١۴٨] بود خواهد صورت

ψsc(r) =
ikeikr

۴πr

∫
A٠

(
a
∂h

∂x٠
+ b

∂h

∂y٠
− c

)
× exp (ik[Ax٠ +By٠ + Ch(x٠, y٠)]) dx٠dy٠, (٨.۵)

هستند، صورت این به رابطه در موجود ثابت�های که

A = sin θ١ − sin θ٢ cos θ٣,

B = − sin θ٢ sin θ٣,

C = −(cos θ١ + cos θ٢),

a = sin θ١(١−R٠) + sin θ٢ cos θ٣(١+R٠),

b = sin θ٢ sin θ٣(١+R٠),

c = cos θ٢(١+R٠)− cos θ١(١−R٠). (٩.۵)

مͬ�توان فوق محاسبات مورد در بیشتر جزئیات مطالعه جهت مͬ�دهد. نشان را مساله به�صورتشماتیͷهندسه (٣.۵) شͺل

است، پراکندگͬ میدان کل شدت بررسͬ جهت مناسب�تر کمیت پراکندگͬ، پدیده مطالعه در نمود. مراجعه [١۴٨] منبع به

است، شده تشͺیل (Id) پخشͬ و آینه�ای بازتاب برای (Icoh) همدوس قسمت دو از و است مشاهده قابل کمیتͬ که

Itot = Icoh + Id = ⟨ψsc(r)ψsc∗(r)⟩. (١٠.۵)

همدوس، شدت

Icoh = ⟨ψsc⟩⟨ψsc∗⟩ = e−gI٠ (١١.۵)

سهم است. صاف کاملا سطح ͷی از شده پراکنده همدوس میدان شدت I٠ .g = k٢C٢σ٢ واریانسسطح از است تابعͬ

١٢٢



١٢٣ خودمتناسب سطوح از پراکندگͬ پدیده .٣.۵

زبر. سطح از تخت موج پراکندگͬ مساله بررسͬ در رفته بͺار هندسه دهنده نشان ͷشماتی شͺل :٣.۵ شͺل

کل، شدت پخشͬ

⟨Id⟩ = ⟨ψscψsc∗⟩ − ⟨ψsc⟩⟨ψsc∗⟩

=
AMk

٢F ٢

٢πr٢
e
−g

∫ ∞

٠
J٠(kR

√
A٢ +B٢)[egCor(R) − ١]RdR (١٢.۵)

سطح، ارتفاع همبستگͬ تابع حسب بر

Cor(R) =
⟨(h(x+R)− h)(h(x)− h)⟩

σ٢ (١٣.۵)

است. سطح میانگین ارتفاع h مͬ�آید. به�دست

خودمتناسب سطوح از پراکندگͬ پدیده ٣.۵

ساختاری آن ͷکوچ اجزای این�که اول باشد: ویژگͬ چند دارای که صورتͬ در است فراکتال طبیعͬ شͬ یا هندسͬ یͷشͺل

از مستقل دوم، هستند. خودمتشابه دیͽر بیانͬ به آن�هاست. مشاهده�ی مقیاس در تفاوت تنها دارند، را شͺل کل همانند

است بارزی ویژگͬ�های دارای این�که سوم و است. منقطع و گسسته شدت به یا نامنظم کاملا آن�ها شͺل مشاهده، مقیاس

١٢٣



١٢۴ خودمتناسب سطوح از پراکندگͬ پدیده .٣.۵

فراکتال١ͬ بعد که است این فراکتال�ها در مهم ویژگͬ�های جمله از .[١۴٩] مͬ�کنند تغییر وسیعͬ مقیاسͬ طیف روی بر که

گرفته، قرار مشاهده مورد آن در که مقیاسͬ به را کمیت ͷی وابستگͬ نحوه�ی واقع در بعد این دارند. ،df صحیحͬ، غیر

[١۵١،١۵٠] مراجع مͬ�توان بیشتر اطلاعات برای که دارد وجود فراکتالͬ بعد محاسبه برای زیادی روش�های مͬ�دهد. نشان

نمود. مطالعه را

شͺل مختلف، جهت�های در متفاوت مقیاس�های تغییر با یعنͬ، هستند. خودمتناسبی٢ ویژگͬ دارای فراکتال�ها از برخͬ

اگر نمونه، عنوان به مͬ�شود. نامیده خودمتناسبی مقیاسͬ، ناوردایی برای ناهمͽن شͺل̞ این است. اولیه حالت مشابه نهایی

شود، برابر a ،x محور راستای در فراکتالͬ شͬ

x→ ax, (١۴.۵)

به�صورت، باید y راستای در

y(x) = a−Hy(ax), (١۵.۵)

مͬ�باشد. سطح زبری از معیاری که دارد نام ،H هارست، نمای مقیاسͬ، رابطه نمای شود. حاصل اولیه شͺل تا کند، تغییر

مثال عنوان به است. فراکتالͬ شͬ دربرگیرنده�ی فضای بعد d که دارد، H = d− df رابطه فراکتالͬ بعد با هارست نمای

است. ٢ سطح ͷی برای

نیز ارتفاع٣ همبستگͬ تابع بدهد. سطح خیزهای و افت میزان مورد در کاملͬ اطلاعات نمͬ�تواند تنهایی به زبری نمای اما

انحراف توسط سطح زبری برد، کوتاه همبستگͬ�های در رو، این از است. سطح ناهمواری توصیف در دیͽر مهم کمیت

از [١۵٢] سینها۵ پیشنهاد طبق خودمتناسب سطوح برای همبستگͬ تابع مشخصمͬ�شود. همبستگ۴ͬ طول و ارتفاع معیار

مͬ�کند، پیروی نمایی رابطه�ی ͷی

Cor(R) ≈ e−(
R
ξ )

٢H

. (١۶.۵)

١ Fractal Dimension

٢ Self-Affine surface

٣ Height–Height Correlation Function

۴ Correlation Length

۵ Sinha
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١٢۵ کسری ریاضیات رهیافت در پراکندگͬ پدیده .۴.۵

را خود حرکت آغازین نقطه ارتفاع مͬ�تواند مسافتͬ چه تا نقطه ͷی که این هارست نمای همراه به و است همبستگͬ طول ξ

به دهد. ارائه همبستگͬ تابع برای مناسب حدی حالت�های است قادر تابعیت نوع این .[١۵٣] مͬ�کند کنترل آورد، به�خاطر

٠ < H < ١ است. ،Cor(R) ≃ ١−
(

R
ξ

)٢H
توانͬ، ≫Rبه�صورت ξ برای و مͬ�کند میل صفر ≪Rبه ξ برای عبارتͬ،

است. صاف�تر سطحͬ عبارتͬ به یا کوچ�ͷتر وخیزهای افت دهنده نشان بزرگ�تر هارست نمای که است

کسری ریاضیات رهیافت در پراکندگͬ پدیده ۴.۵

در خیزی و افت و مͬ�باشد صاف و تخت محیطͬ پیرامون فضای غیرصحیح، بعد با فراکتالͬ فضایی در ساکن ناظر نگاه از

بعد در سطح خیزهای و افت از ناشͬ آثار فراکتال، ͷی فضای در گرفتن قرار با واقع در .[١۵۴] نمͬ�شود مشاهده سطح

بعد با فضایی برای بعدی دو بجای را (٨.۵) انتگرال فضا، این نظرگرفتن در با ترتیب، این به مͬ�شوند. وارد سطح فراکتالͬ

با فضایی در S٠ ناحیه روی بر لیوویل ریمان- انتگرال منظور، این برای استفاده مورد انتگرال مͬ�کنیم. تعریف α فراکتالͬ

٢ < α < ٣ تغییرات بازه�ی است، دوبعدی سطح خیرهای و افت دهنده نشان ناحیه این که آن�جا از بود. خواهد α بعد

رفتن بین از به توجه با حال است. زبر کاملا سطحͬ بعد α = ٣ و مͬ�دهد نشان را ایده����آل صاف سطح ٢ = α که است

ساده� شرط مساله کلیت از کاستن بدون داشت. خواهد ساده�تر صورتͬ فوق انتگرال ،∂h∂x = ∂h
∂y = ٠ ناهمواری�ها، آثار

انتگرال، به نهایت در مͬ�کند. محدود صفحه ͷی در را پراکندگͬ و تابش که مͬ�کنیم لحاظ را θ٣ = ٠ کننده�ی

ψsc(r) =
i(−c)keikr

۴πr

∫
S٠

exp (ikAs) dαs, (١٧.۵)

شود. محاسبه کسری انتگرال این مͬ�بایست حال مͬ�رسیم. تخت موج ͷی روی بر

ریاضیات از مͬ�شود. بیان (١٧.٣) لفلر میتاگ- تابع اساس بر نتیجه این کسری، ریاضیات در موجود تعاریف از استفاده با

صورت، به نمایی تابع کسری انتگرال که مͬ�دانیم کسری

٠D
−α
x emx = xαemxγ⋆(α,mx) = Ex(α,m), (١٨.۵)

دلخواه ثابت مͬ�باشد. انتگرال�گیری متغیر x و است α مرتبه لیوویل ریمان- انتگرال ٠D−α
x رابطه این در .[١١٣] است
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١٢۶ کسری ریاضیات رهیافت در پراکندگͬ پدیده .۴.۵
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نمای مختلف مقادیر ازای به ،θ٢ پراکندگͬ، زاویه برحسب ،Itot شده، پراکنده میدان کل شدت تغییرات :۴.۵ شͺل
.[١۵۶] است nm λ = ۵٠٠ طول�موج و شده درنظرگرفته عمودی فرودی زاویه هارست.

است، ناکامل گامای تابع حسب بر فوق نمایش باشد. داشته نیز مختلط مقداری مͬ�تواند m

γ∗(α,mx) =
١

(mx)αΓ(α)

∫ mx

٠
ξα−١e−ξdξ. (١٩.۵)

صورت، به که است راس١ میلر- تابع Ex(α,m) ،(١٨.۵) رابطه�ی در

Ex(α,m) = xαE١,α+١(mx), (٢٠.۵)

است. ارتباط در لفلر میتاگ- تابع با

مͬ�شود مشاهده مͬ�دهد. نشان هارست نمای برای مختلف مقادیر ازای به را (١٧.۵) انتگرال از حاصل شدت (۴.۵) شͺل

است، همدوس شدت به مربوط زاویه این در شدت سهم که آن�جا از دارد. شدیدی ͷپی آینه�ای زاویه�ی در کل شدت که

سهم و شده بازتابیده آینه�ای زاویه در سطح به شده تابیده پرتوی تمام تقریبا که است واقعیت این از حاکͬ نتیجه این

در پراکندگͬ محاسبه نتیجه که مͬ�شود ملاحظه بنابراین است. ناچیز بسیار است، پخشͬ شدت یه متعلق که ناهمدوس

به که هارست نمای کاهش با که پیداست شͺل این از همچنین است. ساده بازتاب ͷی غیرصحیح، بعد با فراکتالͬ فضای

مͬ�یابد کاهش آینه�ای زاویه در ͷپی شدت است، کسری فضای در سطح بعد افرایش نتیجه در و سطح زبری افرایش معنای

١ Miller-Ross Function
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١٢٧ کسری ریاضیات رهیافت در پراکندگͬ پدیده .۴.۵
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انتگرال رهیافت از حاصل ،H = ٠٫ ٩ هارست نمای با زبر سطح از شده پراکنده میدان پخشͬ شدت مقایسه :۵.۵ شͺل
.([١۵۵] ) مرجع در کیرشهف انتگرال حل نتیجه و [١۵۶] کسری

عددی حل از حاصل نتیجه�ی با خوبی توافق در نتیجه این مͬ�یابد. افزایش آینه�ای از دورتر زوایای در ناهمدوس سهم و

(۵.۵) شͺل در آینه�ای) غیر زوایای در کل شدت ناهمدوس( شدت تغییرات است. ([١۵۵] ) مرجع در کیرشهف تقریب

است. شده مقایسه هم با رهیافت دو برای
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١٢٨ کسری ریاضیات رهیافت در پراکندگͬ پدیده .۴.۵
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طول�موج سه و θ٣ = ٠ ،H = ٠٫ ٧ هارست نمای برای ،θ٢ پراکندگͬ، زاویه به پخشͬ میدان شدت بستگͬ :۶.۵ شͺل
.[١۵۶] nm ١۵٠٠ and λ = ۵٠٠, ١٠٠٠ مختلف،
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ششم فصل

پیشنهادات و نتیجه�گیری

فضا به کامل دسترسͬ عدم نتیجه مͬ�دهند، رخ بی�نظم و ناهمͽن محیط�های از بسیاری در که غیرعادی پخش فرآیندهای

از ͷی هر آماری ویژگͬ�های شناخت مͬ�شوند. توصیف متفاوت ͬͺفیزی مͺانیزم با مدل�هایی توسط فرآیندها این هستند.

بروانͬ حرکت است. بالایی اهمیت دارای مختلف، محیط�های در پخشغیرعادی فرآیندهای بهتر شناخت در مͺانیزم�ها این

غیرعادی پخش کردن مدل در فراوانͬ کاربرد بودن، گاوسͬ دلیل به که است مͺانیزم�هایی جمله از SBM شده بازمقیاس

ͷدینامی دانستن نتیجه در است؛ تاثیرگذار آن ͷدینامی در سیستم تحولات شروع زمان فرآیند، بودن ناپایا علت به دارد.

توصیف جهت مͬ�شود، داده نشان ta با که داده�ها، از نمونه�برداری شروع و تحولاتسیستم شروع میان زمانͬ بازه به مربوط

مدت آمار نیز و ارگودیسیتͬ رفتار بر زمانͬ بازه این در سیستم ͷدینامی نقش رساله این در است. الزامͬ فرآیند درست

زمانͬ میانگین که معنا بدین دارد، ͷغیرارگودی رفتار ta = ٠ برای SBM است. گرفته قرار مطالعه مورد عبور اولین زمان

گذشته تحولات حاصل، نتایج برطبق اما هستند. متفاوت یͺدیͽر از MSD جابجایی�ها مربع میانگین برای هنگردی و

مورد در رفتار این مͬ�کند. چشمͽیری تغییر دستخوش را هنگردی میانگین به�ویژه و دارد رفتار این بر موثری نقش سیستم

فرآیندهای به مربوط نتایج همچنین و مقیاسͬ ناوردای زمانͬ توزیع�های با CTRW زیرپخش پیوسته�ی زمان بروانͬ حرکت

خیلͬ ta که حالتͬ در است. متناسب مͺان با توانͬ به�صورت آن�ها پخش ضریب که است ناهمͽن محیط�های در پخش

نشان ،ͷهارمونی پتانسل به مقید SBM روی بر موارد این بررسͬ مͬ�کند. پیدا ͷارگودی رفتار دوباره سیستم باشد، بزرگ

اثر که حالتͬ در ،FBM کسری بروانͬ حرکت برخلاف که به�طوری دارد. حالت این در سیستم فرد به منحصر رفتار از

مͬ�کند. میل تخت ناحیه ͷی به زمانͬ میانگین MSDهمانند هنگردی میانگین ،ta ≫ t کنیم، وارد را دور بسیار گذشته

هنگردی میانگین رسیدن امͺان مͬ�کند، ایفا را دما نقش که زمان به پخش ضریب وابستگͬ بدلیل اثر، این کردن وارد بدون
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١٣٠

CTRW در بود. خواهد (صعودی) نزولͬ پخشهمواره (فرا) زیر برای کمیت این بنابراین ندارد، وجود ثابت مقدار ͷی به

زمان چͽالͬ همچنین، دارد. زمان با توانͬ رابطه زمانͬ میانگین اما مͬ�کند میل ثابت مقدار ͷی به هنگردی میانگین مقید،

رفتاری گذشته، ͷدینامی اثر تحت مͬ�دهد، نشان را مشخص موضع ͷی به بار اولین برای ذره رسیدن آمار که عبور اولین

گذشته. اثرات کردن وارد بدون FBM با متفاوت رفتاری دارد. ta زمان به وابسته دومقیاسͬ

است گذار اثر آن ارگودیسیتͬ خصلت بر سیستم اولیه�ی شرایط به دسترسͬ عدم که گرفت نتیجه مͬ�توان خلاصه طور به

میان بازه با مقایسه در اندازه�گیری و مشاهده زمان که صورتͬ در شود. مͬ سیستم ͷدینامی از نادرست تخمین به منجر و

در و بوده نامعلوم اولیه بازه�ی بی�نظمͬ�های اطلاعات باشد، ͷکوچ بسیار نمونه�برداری شروع و سیستم تحولات شروع

توجه بدون و موضعͬ صورت به سیستم واقع در مͬ�دهد. نشان ͷارگودی رفتار سیستم نتیجه در و نمͬ�شود وارد محاسبات

در سیستم کامل زمانͬ اطلاعات باشد، صفر ͷنزدی اولیه بازه�ی این که صورتͬ در اما است. شده بررسͬ آن بلند گذشته به

کم بسیار میزان به حتͬ اولیه بازه�ی این بودن صفر غیر که چند هر مͬ�شود. مشاهده آن در ͷغیرارگودی رفتار و است اختیار

شود. لحاظ محاسبات در آن حضور باید سیستم درست مشخصه�یابی برای و است تاثیرگذار سیستم ͷارگودی رفتار بر

مقدار حول MSD زمانͬ میانگین خیزهای و افت دهنده نشان که EB ارگودیسیتͬ شͺست پارامتر این�ها، بر علاوه

دقیق رفتار است. گرفته قرار بررسͬ مورد گذشته تحولات اثر حضور بدون و / در نامقید SBM برای است، میانگینشان

پارامترهای برحسب نیز و زمان به وابستگͬ مختلف نماهای برای شبیه�سازی از استفاده با و تئوری به�صورت کمیت این

فرآیند این در شده انجام قبلͬ بررسͬ�های در آمد. به�دست (ta زمان و مشاهده زمان تاخیری، زمان جمله (از مختلفسیستم

بود. شده گزارش تکینگͬ α = ١/ نمای در ارگودیسیتͬ شͺست پارامتر برای بود، گرفته صورت تقریب�هایی اعمال با که

بروانͬ حرکت برای شده گزارش نتایج در دارد. α نمای به نسبت پیوسته�ای رفتار EB پارامتر رساله، این نتایج طبق اما

این در شده ارائه رهیافت مͬ�شود، پیشنهاد مͬ�شود. مشاهده H = ٣/۴ هارست نمای در واگرایی ͷی ،FBM کسری

حرکت برای EB پارامتر محاسبه در همچنین شود. حاصل EB پارامتر دقیق رفتار تا برد به�کار نیز FBM مورد در رساله

مͬ�شود پیشنهاد رساله، این محاسبات به توجه با نیز مورد این در آید. به�عمل کافͬ دقت αL → ١ مورد در باید نیز لوی

گیرند. قرار مطالعه MSDمورد زمانͬ میانگین و هنگردی میانگین در بزرگ�تر مراتب جملات

کردن وارد تحت ناهمͽن پخش فرآیندهای پیوسته، زمان بروانͬ حرکت شده، بازمقیاس بروانͬ حرکت خواص از بسیاری

میدان اعمال تحت است، ͷارگودی فرآیندی که کسری بروانͬ موردحرکت در دارند. مشابهͬ رفتار گذشته، ͷدینامی نقش

بیشتری کمیت�های تا است نیاز همچنان یͺدیͽر از مدل�ها این بهتر تمییز برای مͬ�دهد. نشان ͷغیرارگودی رفتار خارجͬ

حاکم لانژوین معادله بررسͬ جمله از شود. شناخته مدل هر خاص رفتار تا گیرند قرار مطالعه مورد مدل�ها این مورد در

انجام حال در بیشتر بررسͬ جهت است، دوم درجه تصادفͬ معادله که کند میرایی با حالتͬ در SBM فرآیند ͷدینامی بر

١٣٠
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است.
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الف پیوست

فاکس توابع حسب بر آن دقیق نمایش و لوی توزیع الف.١

مͬ�شود، بیان [١٢۴] فاکس تابع طریق از پایدار قانون ͷی برای تحلیلͬ فرم

fα,β(x) = εH١,١
٢,٢

[
x |(١−ε,ε),(١−γ,γ)

(٠,١),(١−γ,γ)

]
. (الف.١)

بود، خواهد صورت این یه نتیجه α < ١ برای .γ = (α− β)/٢α و ε = ١
α داریم α > ١ هر برای

fα,β(x
−١) = εx٢H١,١

٢,٢

[
x |(−١,١),(−γ,γ)

(−ε,ε),(−γ,γ)

]
. (الف.٢)

استفاده با است. شده بیان [١٢۴] مرجع در βخاص موارد برای فاکس تابع نمایش در گرفته صورت ساده�سازی�های برخͬ

برای چنانکه یافت. را تابع مجانبی رفتار نیز و سری ͷی به�صورت آن نمایش مͬ�توان تابع، این مورد در معروف قضایای از

داریم، α > ١

fα,β(x) =
١
π
Σ∞

n=١
Γ(١+ nε)

n!
sin(πnγ)(−x)n−١, (الف.٣)

است، برقرار |β| > α− ٢ برای زیر رابطه مجانبی حالت برای و

fα,β(x) ∼
١
π
Σ∞

n=١
Γ(١+ nα)

n!
sin(πnαγ)(−x)−١−nα. (الف.۴)

١٣٢



١٣٣ فاکس توابع حسب بر آن دقیق نمایش و لوی توزیع الف.١.

و (الف.٣) از استفاده با ترتیب به x ͷکوچ و بزرگ مقادیر برای بسط α < ١ ازای به است. استثنا β = α − ٢ مورد

.|β| = αحالت این در اما مͬ�شود داده (الف.۴)

،β ≡ ٠ و α = ١ برای و است. گاوسͬ نرمال توزیع معادل پایدار چͽالͬ ،β ≡ ٠ و α = ٢ ازای به که دید مͬ�توان حال

لورنتس، یا کوشͬ توزیع با است معادل پایدار چͽالͬ

f١,٠(x) =
a

π(a٢ + x٢)
. (الف.۵)

برای پایدار١ جهته�ی ͷی چͽالͬ مثال، عنوان به . ... pdffα,−α(x) = ٠ و β = −α و ٠ < α < ١ باشیم داشته اگر

بود، βخواهد = −١ و α = ١

f١/٢−,١/٢(x) =
١

٢
√
π
x−٣/٢e−١/۴x. (الف.۶)

زد، تقریب [١٢۵] لͽاریتمͬ نرمال توزیع ͷی با را pdffα,−α(x) مͬ�توان ،α ≈ ٠ و x میانͬ مقادیر برای

fα,−α(x) ∝
١
x
exp

(
−α

٢

٢ (log(x))٢
)
. (الف.٧)

است. [٢١] کیهان�شناسͬ در کاربردی توزیع�های از که آورد به�دست ٢ اولتسمارک توزیع مͬ�توان ،β = ٠ و α = ٣/٢ برای

است. شده مقایسه کوشͬ توزیع یا f١,٠(x) پایدار لوی با گاوسͬ توزیع (الف.١)، شͺل در

مثال ͷی مرجع، این در همچنین او است. شده آورده پایدار توزیع�های بر خلاصه�ای تاکایاسو٣ توسط [١٢۶] مرجع در

سیͽنال دو هر بین سپری زمان�های توزیع برای جهته ͷی pdff١/٢−,١/٢(τ) به مͬ�شود منجر که است نموده ارائه را ͬͺفیزی

.[١٢٨ ،١٢٧] داشت اشاره ملͺولͬ تک سنجͬ طیف مورد به مͬ�توان کاربردها جمله از (الف.٢). تصویر در

One-Sided Stable Density ١

Holtsmark ٢

Takayasu ٣

١٣٣



١٣۴ فاکس توابع حسب بر آن دقیق نمایش و لوی توزیع الف.١.

لوی یا ، pdfπ−١)١ + x١−(٢ کوشͬ توزیع و (خط�چین) pdfπ−١/٢e−x٢ گاوسͬ نرمال توزیع مقایسه الف.١: شͺل
مشهودتر و بیشتر گاوسͬ توزیع برای صفر پیرامون تراکم شده�اند. بهنجار ͷی به دو هر .µ = ١ لوی شاخص با پایدار

مͬ�دهد. نشان را کوشͬ توزیع برای آرام�تر نمایی̞ خاموش̞ͬ که است تابع دو لͽاریتمͬ نمایش داخلͬ، نمودار است.

مقابل از که مرتبه هر ذره این مͬ�کند. اتساع نور و کرده حرکت خط ͷی امتداد در که P بروانͬ ذره ͷی الف.٢: شͺل
روی بر ل�ͷها این از کدام هر زمانͬ بازه مͬ�گذارد. باقͬ F متحرک فیلم روی بر ͷل ͷی خود نور با مͬ�نماید، عبور حفره

مͬ�کند. پیروی f١/٢−,١/٢(τ) توزیع از فیلم

١٣۴
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