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 ریاضیات کسری .2

 

 

دارد.  شناییآگیری گیری و مشتقمفهوم انتگرالبا ، هر شخصی که محاسبات مقدماتی را مطالعه کرده باشد

f(x)اگر دانیم که می = x2 مرتبه اول برابر خواهد بود با انتگرال تابع تاگاه آن∫ f(x)dx =
1

3
x3 + c1  گیری انتگرالو

∫]∫منجر به نتیجه تا مرتبه دوم همان تابع  f(x)dx] dx =
1

12
x4 + c1x + c2  به صورت مشابه شود.می 

d

dx
f(x) = 2x ، و

d2

dx2
f(x) = 2x.  1مرتبه  انتگرالبخواهیم شود اگر چه میحال

1یا مشتق مرتبه این تابع ⁄2
2⁄ 

مانند هآیا نتایج حاصل یا سوال بهتر این است که  کنیم؟توانیم عملگر خود را تعریف چگونه می حاسبه کنیم؟م راآن

 ؟د هستندرکاربدارای معنا و مفهوم و با مرتبه صحیح عملگرهای 

و پرکاربرد دنیای عملگرهای معروف برخی از  وپرداخته  محاسباتاین حوزه از  توصیفبه  پیش رو،در فصل 

 کنیم.از عملگرها را بیان می دستهموجود در این مفاهیم و  کرده کسری معرفی ریاضیات

 

 یکسر محاسبات منشاء 2.2

 

یم آن مندی به مفاهگیری از مرتبه غیر صحیح به هیچ وجه مفهومی جدید نیست. علاقهانتگرالگیری و مشتق

ای ( این ایده را در نامه3581) 3لایبنیتز کهخورد به طوریزمان با شناخته شدن محاسبات کلاسیک به چشم میتقریبا هم

(، 3512) 1ی قرن نوزدهم توسط لیوویلابتدا و نیمههای کمابیش سیستماتیک بیشتر در کند. مطالعهمطرح می 2به هوپیتال

                                              
3  Leibniz 
2  L'Hopital 
1  Liouville 
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های اخیر نیز افرادی ( صورت گرفت، حتی در سال3181) 1( و ریمان3332) 1(، لاگرانژ3311) 2(، اویلر3581) 3هولمگرن

 اند.در این حیطه سهیم بوده

با وارد نین بسطی را چ qلیوویل اولین شخصی بود که توابع را برحسب توابع نمایی بسط داد و مشتق مرتبه 

یک عدد صحیح مثبت است. ریمان تعریف متفاوتی  qای که گویا گونهآوردن عملگر بر یکایک جملات تعریف کرد به

 8راندگهای توانی با نمای غیر صحیح را دارا بود. ظاهرا ارائه کرد شامل یک انتگرال معین که قابلیت کاربرد در مورد سری

هیافت های موجود بر رکه از محدودیت گرانداولین بار نتایج ریمان و لیوویل را به فرمی یکپارچه تبدیل کردند.  8و کراگ

تعریف کرد و به فرمول انتگرال  3لیوویل آشفته شده بود، به عنوان نقطه شروع، مشتق را به صورت حد یک تفاضل کسری

فرمول انتگرال کوشی برای مشتق مرتبه صحیح، نشان داد که کراگ با شروع از  ام رسید. qمعین برای مشتق مرتبه

وویل هیچ که در تعریف لیگونه تفسیر شود که دارای یک حد پایین محدود است؛ در صورتیانتگرال معین ریمان باید این

 نهایت است.که حد پایین منفی بیشود و این معادل است با اینحد پایین محدود مشخصی ظاهر نمی

ا ههای کسری در مسائل مختلف نیز آغاز شده بود. اولین اینکارگیری محاسبهت این تعاریف تئوری، بهبه موازا

از طریق یک تبدیل انتگرالی به یک مشتق  1انجام شد که در آن حل معادله انتگرالی برای تاتوکرون 5توسط آبل 3521در 

از مرتبه  
1

2
( که برای حل مسائلی مشخص در تئوری 3121و2،3511351) 31های عملیاتی هوویسایدممکن بود. محاسبه 

سری را در گیری کترین گام بعدی در کاربرد مشتق با مرتبه کلی بود؛ وی مشتقالکترومغناطیس گسترش یافت، مهم

 مورد استفاده قرار داد.  کشسانى،( این مفهوم را در مسائل 3118) 33بررسی تئوری خطوط انتقال بکار برد. گمانت

                                              
3  Holmgren 
2  Euler 
1  Lagrange 
1  Riemann 
8  Grunwald 
8  Krug 
3  The limit of a difference quotient 
5   Abel 
1  Tautochrone 
31  Heaviside 
33  Gemant 
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 3کاربرد محاسبات کسری صورت گرفته است. وایل ای هم در تئوری و هم درهای عمدهاخیر، تلاشدر قرن 

های مشتق-( برخی از خواص تا حدی ویژه اما طبیعی انتگرال3181) 1( و کاتنر3111) 1(، کوبر3133) 2(، هاردی3133)

 را آزمودند. 8و لیفشیتز 8های لبسکتوابع خاص متعلق به کلاس

 محاسبات کسریتعریف  2.2

 ادنددتعاریف مختلفی را ارائه نمادگذاری و رهیافت خودشان های زیادی، با استفاده از دانریاضیدر طی سالیان 

ار معروف شد، بسیمحاسبات کسری دنیای  درکه یکی از تعاریفی  .تناسب بودمغیرصحیح  با ایده انتگرال و مشتقکه 

یر یعملگرهای کسری شکلی تغهای معرفی شده برای صورتبسیاری دیگر از  که از آنجا .لیوویل است -تعریف ریمان

 کنیم.، این فرم را بیان میلیوویل هستند -نوع ریمانیافته از 

 

 لیوویل -انتگرال کسری ریمان 2.2

Dx کنیم.از میغآبکار رفته کوتاهی از نمادگذاری این بخش را با معرفی 
−υ

c f(x)تابعدهنده انتگرال نشان f(x) 

  حدود انتگرالند. xو  c است وحقیقی  مثبت یک عدد υدر این نمادگذاری  هاست. x د محورو در امتدا υتا مرتبه دلخواه 

 لیوویل -تعریف انتگرال کسری ریمان 2.2.2

′Jای بر بازه به صورت تکه fگیریم که می درنظر عددی حقیقی و غیرمنفی باشد. υ نید کهکفرض  = (0, ∞) 

Jبازه محدود از  هر زیرو بر روی پیوسته  = [0,  لیوویل -انتگرال ریمان، t>0برای صورت، در این ر باشد.یپذانتگرال [∞

 : [81-88]به صورت زیر خواهد بود υاز مرتبه   fتابع 

(2- 3)                                       

  .ختلفی بدست آوردهای متوان از راهرا می 3-2رابطه

 انتگرال کسریمثالی برای 

                                              
3  Weyl 
2  Hardy 
1 Kober 
1 Kuttner 
8 Lebesgue 
8 Lipschitz 
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υبرای را   D−υxμای از انتگرال کسری، انتگرال به عنوان نمونه > 0  ،μ >  با توجه به تعریف: کنیم.محاسبه می 1−

                                           

 شود که انتگرال کسری تابع توانی، یک تابع توانی است.مشاهده می

 

 تبدیل لاپلاس 2.2.2

های رایج و مناسب حل معادلات دیفرانسیل از مرتبه صحیح محاسبات معمول یکی از روشطور که در همان

توان با بدست آوردن تعریف لاپلاس مشتق و انتگرال کسری، از آن برای جا نیز میاستفاده از تبدیل لاپلاس است، در این

 حل معادلات استفاده کرد.

 شود:به این صورت تعریف می y(x)  تبدیل لاپلاس تابع

(2- 2)                                                                  

در مورد این  3شود که لاپلاس عملگری خطی است. همچنین قضیه مهم و کاربردی کانوولوشنیادآوری می

این رو  ضرب تبدیل لاپلاسشان. ازتبدیل وجود دارد که طبق آن تبدیل لاپلاس کانوولوشن دو تابع برابر است با حاصل

 باشند، خواهیم داشت:g(t) و   f(t)به ترتیب تبدیل لاپلاس دو تابع G(s) و F(s)اگر 

(2- 1)                                                                              

                                              
convolution 3  
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 تبدیل لاپلاس عملگر انتگرال کسری 2.2.2

  y(t)تابع از  υدر واقع انتگرال کسری از مرتبه 

(2- 1)                                                      

 توان دید که:می توانی، تبدیل لاپلاس برای تابعیک کانوولوشن است. بنابراین با استفاده از 

(2- 8)                                  

υ تبدیل لاپلاس انتگرال کسری است. به عنوان نمونه برای (8 -2)معادله  > 0  ،μ >  داریم: 1−

(2- 8)                                         

 

 لیوویل-مشتق کسری ریمان 2.2

 

 در این متن کنیم؛نمادگذاری مشابهی را وارد میجا در بخش قبلی انتگرال کسری را معرفی کردیم، در این

Dc x
υf(x) مشتق کسری تابع  نشان دهندهf(x)  از مرتبهυ > –جا صرفا اندیس در این است. 0 υ  را با مقدار مخالفش

 شود.ف  میگیری تعریات انتگرالیصورت عکس عملگیری بسادگی بهکند که مشتقو این یادآوری می جایگزین کردیم.

 لیوویل-کسری ریمانتعریف مشتق  2.2.2

 

υبدین منظور فرض کنید که  توان از طریق انتگرال کسری تعریف کرد.مشتق کسری را می = n − u است ،

0که  < 𝜐 <  uاز مرتبه   f(x)در این صورت مشتق کسری تابع  است. uتر از کوچکترین عدد صحیح بزرگ  nو 1

 به این صورت است:

(2- 3)                                                                                  

 مثال

f(x)تابع  υفرض کنید که میخواهیم مشتق کسری از مرتبه  = xμ  برایμ ≥ برای  را محاسبه کنیم. 0

 داریم: u=1- υو  n=1در نتیجه برای  را عوض کنیم. υو  uکافیست جای  3-2استفاده از رابطه 
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μ)بینیم که طبق تعریف فوق مشتق عدد ثابت می = در زیر به صورت شماتیک نحوه  صفر نیست.، (0

ابتدا  2.1بینیم برای انجام مشتق مرتبه طور که میهمان لیوویل نشان داده شده است.-گیری طبق تعریف ریمانمشتق

1.3انتگرال کسری  = 1 −  (.1-2 شکلشود )گرفته می 1تق صحیح از مرتبه ، سپس مش 2.1

 

 

 

 

 

 

 

 

 لیوویل-تبدیل لاپلاس مشتق ریمان 2.2.2

های  با توجه به تبدیل لاپلاس در بحث عملگروجود داشته باشد و y(x) فرض کنیم که تبدیل لاپلاس تابع اگر

  ی صحیح،مرتبه

 

(2- 5)                                                                      

 ،لوویل-تعریف مشتق ریمانو استفاده از 

 2.2مشتق کسری از مرتبه : 1-2 شکل
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(2- 1)                                                                          

 وویل را به این صورت بدست آورد:یل -توان تبدیل لاپلاس مشتق ریمانمی

(2- 31)                    

 

 2عملگر کاپوتو 2.2

 

ست.، هاکاستی سریهای واقعی دارای یک در مورد پدیده در هنگام کاربردلیوویل  -عملگر مشتق کسری ریمان

س جا که تبدیل لاپلاها وجود دارد. همچنین از آنتکینگی و در نتیجه واگرا شدن، در سر بازه امکان حضور کهاز جمله این

ست، در کاربرد آن یی مشتقات غیرصحیح تابع بستگی دارد که این امر از نظر فیزیکی معنادار ناین عملگر به مقادیر اولیه

 شویم. دچار مشکل می

 شود:به این صورت تعریف میشود، عملگر کاپوتو است که جا معرفی میعملگر دیگری که در این

(2- 33)          

برای انجام مشتق کسری از مرتبه  جادر این شودنشان دهنده عملگر کاپوتو است، و همانطور که دیده می cنماد 

α ابتدا مشتق صحیحی از مرتبه ،n شود، که گرفته میn تر از کوچکترین عدد صحیح بزرگα سپس با استفاده باشدمی ،

nی لیوویل، انتگرالی از مرتبه  -از تعریف انتگرال کسری ریمان − α شود.گرفته می 

ی آن حذف تکینگی سر بازهلیوویل است که  -تعریف کاپوتو همان تعریف ریمانتوان نشان داد که سادگی میبه

 شده است.

                                              
Caputo 3   
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(2- 32)                        
  لاپلاستبدیل  2.2.2

 از یک مشتق صحیح است، برای تبدیل لاپلاس آن داریم: با توجه به این که کاپوتو، انتگرال ناصحیح

(2- 31)                           

 

 عملگر وایل 2.2

ین نهایت میل دادن حد پایشود، در واقع با به سمت بیمحور هم شناخته میعملگر وایل که به عنوان عملگر نیم

 شود.حاصل میچپ )راست( لیوویل  -)بالا( انتگرال در تعریف ریمان

(2- 31)               

 دهد.ها را تغییر نمیهای این عملگر این است که با عمل کردن بر توابع توانی و نمایی، شکل آناز ویژگی

 تبدیل فوریه 2.2.2

 ها نسبت بهرا به این صورت تعریف کنیم )دقت شود در این حالت حدود انتگرال hو  gاگر کانوولوشن دو تابع 

 تعریف قبلی کانوولوشن تغییر کرده است.(: 

 

 ،یک کانوولوشن است عملگر وایل،توان نشان داد که می
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تبدیل  توابع، ود ضرب تبدیل فوریهبرابر است با حاصلی کانوولوشن دو تابع، با توجه به این نکته که تبدیل فوریهحال 

 ی عملگر به این شکل خواهد بود:فوریه

(2- 38)                                                                         

 

 2لتینکوف-گراندمشتق  -عملگر انتگرال 2.2

 

گیری از مرتبه صحیح، تعریف در مشتق شود.مشتق کسری معرفی می -در ادامه عملگر دیگری برای انتگرال

  مشتق به این صورت ا ست:حدی 

(2- 38)                                                

)جا میتوان عبارت در این n
m

Γ(α+1)را با تابع گاما به صورت  (

m! Γ(α−m+1)
دهیم، نشان می αهای غیرصحیح ،که با  nبرای 

 رسیم:می لتینکوف -گراند مشتق کسریعملگر در نتیجه به تعریف  جایگزین کرد.

(2- 33)                                            

 :گیری خواهیم داشتی منفی، فرآیند انتگرال αبرای 

(2- 35)                                                 

 لتینکوف محدود نام دارد و در محاسبات -گراند، تعریف فوق محدود است که حد بالای انتگرال مقداریبا توجه به این

وان تلیوویل رابطه دارد، بنابراین می -توان نشان داد که این عملگر با عملگر ریماند. همچنین میشوبکار برده میعددی 

 تعریف بیان کرد. نسایر عملگرها را بر اساس ای

 

                                              
3 Grunwald Letnikov 
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 و غیرموضعیت معادلات کسری  2.2

 

حرکت  ،شارش گرمای فوریهنیوتون، ماکسول، ، معادلات شرودینگرشامل ، مهندسیو بسیاری از مسائل فیزیک 
صورت زیر هبمعادلات تحول دینامیکی برای مسائل شرط اولیه رت وصبهتوان را می... و بیوفیزیکیهای ، سیستمبراونی

 درنظر گرفت:

(2- 31) 
𝑑

𝑑𝑡
𝑓(𝑡) = 𝐵𝑓(𝑡)                                                                                                                

tکه  ∈ ℝ  نشانگر زمان وB  ای مفاهیم پایهی دربردارندهتحول، این معادله کلاسیک  است. فضای باناخعملگر در

به عنوان تواند میبلکه  ،که این معادله از مرتبه یک روی زمان باشد نیازی نیست موضعیت و تقارن است.پذیری، بازگشت

 :باشد gتابع  برای معادله موجمثال 

(2- 21) 
𝜕2𝑔

𝜕𝑡2
= 𝑐2 𝜕2𝑔

𝜕𝑥2
                                                                                                   

در  م.گیریرا درنظر می ،در واحد و ظرفیت موازیمتوالی دارای خودالقایی  ،اتلافبدون خطوط انتقال ، به عنوان نمونه

𝑐2 و یاخته واحد است هر درختلاف ولتاژ ا، g(x,t)=v(x,t)، این صورت = (LC)−1،  معادله موج زیر را خواهیم

  داشت:

(2- 23) 𝜕𝑡𝑡
2 𝑣 = (𝐿𝐶)−1𝜕𝑥𝑥

2 𝑣.                                                                                              

𝑓(0)ه، اولیمقدار بسته به  = 𝑓0 ، پذیرحالت یا مشاهدهیافتن  ،روپیشمساله 𝑓(𝑡) تعمیم  های بعدی است.زماندر

 نتیجه زیر را دربردارد:، ت دیفرانسیل کسریمعادله تحول به معادلا

(2- 22) 
𝑑𝛼 

𝑑𝑡𝛼
𝑓(𝑡) = 𝐵𝑓(𝑡).                                                                                         

قارن و ترفتار غیرموضعی، در مورد  ، سوالات بنیادیمشتقات مختلطحتی مرتبه کسری یا به با توجه  ،جادر این

یک  پذیریازگشتب د.نپذیر باشنابرگشتفیزیکی سیستم فرض کنیم که تمام تحولات  ود.شطرح میمدر ذهن  پایستگی 

رتبه م گذشته و محیط پیرامونش دارد.از  میستس مجزا بودن میزانبه بستگی د آن رت؛ اعتبار و کاربآل سازی اس ایده

گرال طور که در تعریف دیدیم، مشتق کسری بر اساس انتهمان کند.میبندی هطبقتعیین و گذشته را تاثیر مشتق کسری 

یستم های قبل سزماننیاز به اطلاعات بوده و عملگری با خصلت ناموضعیت که بدین معناست و  شودمیکسری حاصل 

ن مفهوم که ، به ایرا داردتاثیر ی سیستم کمترین حافظهرتبه واحد در مشتقات کسری )یا مرتبه صحیح یک( برای م دارد.

ی حافظهیا  تاثیر بالای گذشتهی نشان دهنده 𝛼چک کومقادیر  برای بررسی آن فقط اطلاعات زمان حال مورد نیاز است.



21 
 

وزن ، اشدتر بگیری کوچکهرچقدر مرتبه مشتق ،نیز وارد شده استلتینکوف  -این امر در تعریف گراند سیستم است.

 شود.های قبلی بیشتر میجملات زمان

 

 یک آزمایش  ذهنی 2.2

 

میان محاسبات کسری و فرآیندهای فیزیکی ازجمله پخش در این قسمت، با طرح یک آزمایش ذهنی کمی ارتباط 

حرکت ترافیک خودروها را مشاهده کنیم، های یک شهر نگاه به جاده  از داخل یک هواپیمااگر . را تفصیل خواهیم داد

نی منحبنابراین به عنوان یک ناظر،  کند.، طوری که گویا هر خودرو بر روی یک خط مستقیم حرکت میخواهیم کرد

صورت هب آوریم که آن رادست میبه جابجایی برای صحیح از مرتبه یک مشتقگرفتن با سادگی بهسرعت یک خودرو را 

در دو  در حال حرکتمنحنی سرعت خودروهای  ،دو خط مستقیم موازی 2-2 شکلدر . یک خط راست خواهیم یافت

 د.شوکه از دید ماکروسکوپیک دیده میچنان ،دهندنشان می را رو به بالا و پایین جاده مسیر 

 

 

 : نمای حرکت خودروها در جاده از دید ماکروسکوپیک و میکروسکوپیک2-2 شکل

و  عبور از موانعبینیم که برای میکنیم؛ را مشاهده میهمین خودرو  یحرکت پیوسته ،تراما از نمایی نزدیک

مساله را این  2-2 شکلدر  داخلیمنحنی  کند.حرکت می)زیگزاگی( در مسیری نامستقیم ، های موجود در جادهناهمواری

یک مسیر ، اما نیستندبا یکدیگر موازی دو خط دیگر  خودروهای متحرک در دو مسیر،سرعت  منحنی .دهدنشان می

𝑑𝑥شود که جا، این سوال مطرح میدر این د.نکندنبال مییر را ذناپمشتق پیوسته
𝑑𝑡⁄  تصویر واقعی سرعت خودروها را

𝑑1+𝛼دهد یامی

𝑑𝑡1+𝛼⁄ 0  با < 𝛼 < در  که بعد سرعتمساله  حال ، نمایش واقعی حرکت زیگزیگی خودرو است.1

ه از ک معمولیدر مفهوم ت. ، موضوع سوالی دیگر اسمشتق کسری جابجایی وارد شده استبه صورت  این آزمایش ذهنی

𝑑𝑥شناسیم، زمان می

𝑑𝑡
𝑑2𝑥نشان دهنده سرعت و  

𝑑𝑡2
𝑑1.23𝑥درک معنای اما  ،گر شتاب استبیان 

𝑑𝑡1.23
این شاید بتوان  دشوار است. 

حرکت لگوی ا رد.ر کمقیاس زمانی تبدیل یافته تعبی ت، به عنوان سرعت دربین سرعت و شتاب اسکه  را مشتق کسری
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رابطه بعد  ناپذیر.یک تابع پیوسته و مشتق، شودخوانده می 3منحنی فراکتالی، زیگزاگی که در آزمایش ذهنی مطرح شد

الا مطرح که در ب یکیدیدگاه ماکروسکوپ ای در عصر حاضر است.زمینه مطالعات گستردهمحاسبات کسری فراکتالی و 

محاسبات که آیا این دهد.محاسبات با مرتبه صحیح میناپیوستگی و تکینگی در طبیعت، در استدلالی برای توضیح شد، 

 سوالی مهم است. باشد،تکینگی ناپیوستگی و ابزاری برای توصیف تواند کسری می

ری مشتق کسری از طریق انتگرال کس. معرفی کردیم اجمالیصورت را بهمشتق و انتگرال کسری در این فصل، 

𝜙𝛼(𝑡) ی،تابعی توانیک کانوولوشن توان دریافت که سادگی میبه تعریف شد. = 𝑡𝛼−1

Γ(𝛼)⁄ ،تابع  وf(t)،  انتگرال

𝐷𝑡کسری 
−𝛼

0 𝑓(𝑡) آزمایش ذهنی ما، فرض کنید در  دهد.را نتیجه میf(t) سرعت خودروهای متحرک و𝜙𝛼(𝑡)  نشان

𝛼حد در . باشدمانی های زبازه جریان یدهنده →  :شودیمتابع هوویساید  اتابع توانی معادل ب 1

(2- 21) 𝜙𝛼(𝑡) = 𝐻(𝑡) = {
1     ,     𝑡 > 0

0      ,      𝑡 < 0
                                                                        

ز گونه نیتوان اینرا میاین شرایط  د خواهند ماند.های زمانی همواره واحن، بازهبا گذشت زمارا است که او این مفهوم را د

دون های زمانی ببنابراین در هر لحظه بازه صفر است.ها آنسرعت و  هستندیکنواخت های زمانی هفاصلبیر کرد که عت

 آوریم:دست میرت بهودر این حالت فاصله مکانی را به این ص تغییر خواهند بود.

(2- 21) 𝐷𝑡
−1

0 𝑓(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑡

0
                                                                                        

وان تبا توجه به بحث بالا، می باشد.همگن زمان میجریان این سیستم دارای  معمولی تخمین طول است.همان روش که 

𝛼وقتی  هک نتیجه گرفت < ابجایی جکانوولوشن سرعت و یک تابع توانی یا به عبارتی انتگرال کسری سرعت، باشد،  1

 ، یا جریان زماندارای سرعت متغیر استو  تواحد نیس همواره ی زمانیبازه، خاص مورددر این  بنابراین دهد.میمکانی را 

 جریان زمان در ناهمگنیحرکت ذرات  گویا ،همگنیدارای نا هایطور گفت که در سیستمشاید بتوان این یکنواخت نیست.

  د.دار

                                              
Fractal curve 3  


