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ŒÇd…n ÄT…ŸÁ

Ä½•²½ Ñ���Ò

¿eT…v …U‹½ „€ ê½­ ˆ TÇ •Td�Ã€…� ¸’Ç ÄTƒ§n ¡iÂ½ Äh d„ ¿XReÆoÁd Ç€ Ä� •T„d€R‡º­R„Èn̂ T•UÂ� ”…­

q¢eh Ç •Â� �s½ „Èi¢R„Èn †ds‹ T…o‹ ¹d ¿eT…v P•Uº� ¿€…� ÀŽÇ„ eh�� � Ñ���Ò� ¸ ‹ Ž� •Td�Ã€d€ „d…±s‹ T…o‹ ¹d

ÀTd €ÈŽ�s½ x…›½ Ä� s¹d]Š�¼UÂ� �s½„›± s­€e“n l„È’ �Äh d„R„Èn�l ­ e“nd ¿ÈÂ� d�€ÈŽ ÀŽÇ„ ê½­ €ÈŽ�s½

V€ÈŽ ŒÈ½e~ ê½­ Ç €ÈŽ„›± R„Èn †dR„Èi¢ ¿eT…v en •ÁÈŽ Ã•T…h •TehR„Èn l ­ e“nd †d •’„€ •Â÷ Ä� mŠd

so¹ez †d „dƒ" ÀTd�€ÈŽ�s½„›± R„Èi¢ ¿eT…v Pl­ e“nd †d •’„€ ÃewÂë €Ç•z ¿€…� „›± eh Ä� €ÈŽ�s½ Ã•Åe•½

ÀT…n�Ã€eŠ †ds‹ TPmŠd ŒÈ½e~ ê½­ Ç €ÈŽ�s½„›± ¿eT…v Ä� so¹ez Äh mŠd ÀŽÇ„ ê½­ Ç €„d€ €ÈvÇ ¿eT…v Ä�

Ã•T•ë ÀTd�€…h »eÁ ¿X †d PR„e½X̂ T‡U­ „€ †e­ „dƒ"�ReÅ�Ã•T•ë ÄoŠ€ „€ ¿dÈn�s½ Ä� mŠdSTeÅ�·es½ ÀT…n�R€eUÂh Ç

�•Ád�Ã€eÆÁ »eÁÑŒÇd…n PR„e½X̂ T‡U­ „€ d„

™ŠÈn ÑÙÕÔ ·eŠ „€ ·ez ÀTd eh�•Ž x…›½ ÑÙÔÚ ÄÅ€ „€ÒR…¹È­ ™ŠÈn „eh ÀU¹ÇdRd…h ŒÇd…n Ã•T•ë

sÂh…� …oºU­ szd…š ·eiÁ€ Äh eÅ�¿X�m­…" „d…± ÄvÈn €„È½s–eT„ Äºc‹½̂ T¿dÈÂ¢�ÄhÔ sºŠ…¾Å ÇÓ mÂh€d…h ¿eTe±X
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ÒÒ ŒÇd…n ÄT…ŸÁ��Ò ¸“­

»d•� …Å Ä� eÅ�ÃeŽTev †dRd�Ä¢È¾w½ Äh�•Ád�Ã•Ž ¸“o½R…ŽT€ReÅ�ÃeŽTev ÄhØ·eTeTÇ× •ÁÈUë •Â÷ ™ŠÈn ÃeŽTev

d„ «d…" eTÇ Ä‹ iŽ …Å�•ÂTÈ"�s½ ÃeŽTev ¿XReÅ�ÄTe‹¾Å PmŠd Ã•Ž ¸’Çs“••½ ÃeŽTev Äh ·eTˆ T™ŠÈn

R�ÄTd„€ Ç •Â� �s½ „eUo~d d„ Ñ eTÇ Ú …T€e²½ ¿X ÄTd„€ …Å Ä� €…� ‘••½ A sŽTe‹¾Å ‰T…ne½ˆ T™ŠÈn ¿dÈn�s½

�…U~ eTmŠd Ã•Ž ¸“o½j ÃeŽTev Äh ·eTˆ T™ŠÈni ÃeŽTev Ä� •Â� �s½ ‘••½ A i;j

A i;j =

8
><

>:

1 •Žeh ¸“o½j Ähi …" d

0 •ŽeiÁ ¸“o½j Ähi …" d
� Ñ���Ò�

eTÇ «d…" ˆ TˆÈb„ «ƒz ˆ T	È¹ÈëÈn ÇsŠ•ÂÅ ld…Ur[n� „€ Rd…h d„SiŠeÂ½R…ŸÁ fÈ÷„e÷ ŒÇd…n ÄT…ŸÁ

sŠ•ÂÅ †e­ „dƒ" s¢ÈÁ ¬U’Èn Ç ¿eUhRd…hRd�sÂ¦ ·ez�ÀU¢„€ Ç Ã€eŠ …o‹h ÀUÂø¾Å�•Â� �s½ ¼Åd…­ PÄ‹ iŽ ˆ T

�mŠd

d„ ÃeŽTev …Å�¼T„d€R•£hÇ€ ¼ŸÂ½ Ä‹ iŽ ˆ T¼UÂ� �s½ ”…­ ewÂTd „€ •T…UŽh …ŸÁ „€ d„ ÃdÈ•¹€R�Ä‹ iŽ ˆ T

Ä� STeÅ�ÃeŽTev †dRd�Ä¢È¾w½ Äh�mŠd „d…±…h •ÁÈUë PÃ•Ž�·e§ŽdReÅ�ÃeŽTev ÀUh eÆÂn Ç ¼UÂ� �s½ ·e§Ždp ·e¾ozd eh

ÀTd „€�¼UTÈ"�s½ÙÄŽÈ~̂ TP•Žeh „d…±…h …U‹½ˆ T¸±d•z ÃeŽTev Ç€ …Å ÀUh Ä� �R„Èš�Äh •Ád�̧“o½ …ŽT•‹ TÄh

¬ U’Èn d„snÇe®o½ ™Td…Ž Ç •ÂŽeh ÄoŽd€s®ºo•½ReÂ£½ P¬ºo•½ ¸be‹½ „€ •ÂÁdÈn�s½ eÅ�•ÁÈUë Ç eÅ�ÃeŽTev ·•½

…#ÁeTe¾Ás¹e~ReÅ�ÃeŽTev Ç eÁeŠ„ €dÈ½R�Ã•ÂÅ€�¿e•Á Ã•Ž�·e§ŽdReÅ�ÃeŽTev Ä� m­…" …ŸÁ „€ ¿dÈn�s½�®s½�•ÂÂ�

ÀUh eÆÂns‹ T…o‹ ¹d ¿eT…v Ç •Ád�Äo­…"„d…± ¼ŸÂ½R•£hÇ€ Ä{®’̂ T„€ s­€e“n l„È’ �Äh Ä� •Âo‹Å °Te¢ €dÈ½

�•Â� �s½ „Èi¢ •Ád�̧“o½ …ŽT•‹ TÄh Ä� STeÁeŠ„ €dÈ½

…ŽT•‹ TÄh eÅ�ÄŽÈ~ ÀTd Ç •Á…U"�s½ ‹̧ Ž R…o•UhReÅ�ÄŽÈ~ „Ç…½�Äh PÃeŽTev …Å ·e§Žd ·e¾ozd •Td‡­d eh

ReÅ�ÃeŽTev Ä‹ iŽ ¬ºo•½ ˜e²Á „€ P̂ ÷È� p „€ �•ÂÅ€�s½ U̧‹ •n d„R…n� „‡hReÅ�ÄŽÈ~ Ç •ÁÈŽ�s½ ¸“o½

Ç „‡hp „€ �•ÁÈŽ�s½ U̧‹ •n Ñ >e½È¾¢ Ã†d•Ád ehSTeÅ�ÄŽÈ~ Ç •Á„d€ €ÈvÇ ¼Å †d d•v l„È’�ÄhRd�Ã•Ž�·e§Žd

ˆ TPÀUh ÀTd „€STev „€�•Ád�Ã€d€ •ŽÈë d„ ÄU¹ÇdR�Ä‹ iŽ ¸ � Ç •Ád�Ã•Ž�·e§Žd PeÅ�ÃeŽTev »e¾n >eiT…²n Ñ Ähˆ T€‡Á
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ÒÓ ŒÇd…n ÄT…ŸÁ��Ò ¸“­

«…šˆ TÄ� €„d€ €ÈvÇ „‡h „eU‹h ÄŽÈ~̂ Tp > pc Rd†d Äh Ä� €„d€ €ÈvÇpc s“••½ ·e§Žd ·e¾ozd

Ä‹ iŽ m¾Š̂ T†d •ÁdÈn�s½s‹ T…o‹ ¹d ¿eT…v ¸i± ·es½ „€RÇ„�ÀTd†d Ç�•Â� �s½ ¸“o½ ¿X …ŽT€ m¾Š Äh d„ Ä‹ iŽ

Ç�•Á„d€ €ÈvÇ Ä‹ iŽ „€ Ã•Â� d…ë l„È’�Äĥ ÷È� R eÅ�ÄŽÈ~p � pc Rd†d Äh Ç�•heT¿eT…v P¿X …ŽT€RÈŠ�Äh

�•ÂTÈ"�s½ÑÚsÁd…{h Ä›²Á Ppc Ä›²Á ÀTd Äh�€„d•Á €ÈvÇ Ä‹ iŽ m¾Š Ç€ ÀUhs¹e“nd

�€ÈŽ�s½��·e§Žds­€e“n l„È’ �Äh ÃeŽTev …Å ¿X „€ Ä� mŠd «Ç…£½ÑÑsÅeŽTev ŒÇd…nÄh P•Ž Ã„eŽd ÄøÁX

ŒÇd…n¿X Äh Ä� P€ÈŽ „d…±…hp ·e¾ozd eh PeÅ�ÃeŽTev ÀUh •ÁÈUë …Å ¿X „€ Ä� •Ž „È“o½ ¿dÈn�s½ ¼ÅR…ŽT€  ÈÁ

ÑÓR•ÁÈUë:sÅeŽTev ŒÇd…n¿X Äh Ä� €ÈŽ�s½ x…›½ ŒÇd…n Äºc‹½ ¼ÅR…ŽT€R�ÄÁÈ" Äh�•ÂTÈ"�s½ÑÒR•ÁÈUë

„d…±…hq ·e¾ozd eh PeÅ�ÃeŽTev ÀUh •ÁÈUë ÀUÂø¾Å Ç •ÁÈŽ�s½ ·e§Ždp ·e¾ozd eh eÅ�ÃeŽTev ¿X „€ Ä� •ÂTÈ"�s½

ŒÇd…n Ähp = 1 Rd…h Ç P€ÈŽ�s½ Ţ•in sÅeŽTev ŒÇd…n ÄhR•ÁÈUë:sÅeŽTev ŒÇd…nq = 1 Rd…h�€ÈŽ�s½

p � q R…o½d„eëRe—­ „€sÁd…{h ™~ˆ TPsÁd…{h Ä›²Áˆ T Rev�Äh ŒÇd…n  ÈÁ ÀTd „€�•½ewÁd�s½R•ÁÈUë

€…� ¿eUh ¼ÅR…ŽT€ l„È’ �Äh ¿dÈn�s½ d„ ŒÇd…n�•Â� �s½ ¼U‹²n sŽÇd…n …U¦ Ç sŽÇd…n †e­ Ç€ Äh d„ e—­ Ä� ¼T„d€

Ç� sÅeŽTev ŒÇd…n „€� ÃeŽTevˆ Tf = p � 1 ·e¾ozd eh Ãe#ÁX Ç •Á„d€ €ÈvÇ eÅ�ÃeŽTev Ç eÅ�•ÁÈUë ¿X „€ Ä�

�� •T…UŽh …ŸÁ „€ d„R‡º­R„Èn ·es½ m¹ez ÀTd „€�� €…� «ƒz d„ � R•ÁÈUë ŒÇd…n „€� •ÁÈUëˆ TeT

eĥ ÷È� R eÅ�·È‹ ¹È½ ¿X „€ Ä� PmŠds¾UŽ „€ R†eŠ …¾Uºë •ÂTd…­ „€R•ÁÈUë ŒÇd…nReÅ�€…h„e� †ds‹ T

•ÁÈUëR„d…±…h ·e¾ozd …" d�•ÂÅ€�s½ U̧‹ •n d„R…n� „‡hs¹È‹ ¹È½ReÅ�ÄŽÈ~ PeÅ�·È‹ ¹È½ …TeŠ eh •ÁÈUëR„d…±…h

€…U"�s½d…­ d„ ¼o‹UŠ ¸ � PÃ•Ž�·e£­ReÅ�•ÁÈUë †ds" „‡h ÄŽÈ~ Ãe#ÁX P•Žeh eÅ�·È‹ ¹È½ Ä‹ iŽ „€sÁd…{h Ä›²Á †d •Uh

·e¾ozd …" d�€„d€ „d…±ÑÔ· 	 †e­ „€ ¼o‹UŠ •ÂTÈ"�s½ m¹ez ÀTd „€�•ÂÅ€�s½ ‹̧ Ž d„ …¾Uºë Ç eÅ�·È‹ ¹È½ mŽ„€ Ç

�•ÂTÈ"�s½ÑÕ¸ ÇŠ †e­ ¿X Äh Ä� •Á…U"�s½ ‹̧ Ž €Ç•{½ Ã†d•Ád ehSTeÅ�·È‹ ¹È½ P•ŽehsÁd…{h Ä›²Á …T† eÅ�•ÁÈUë ¿•Ž ·e£­

�€„d€ »eÁÑÖ· 	 :¸ ÇŠ „dƒ" P•ÂTd…­ ÀTd
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ÒÔ ŒÇd…n ÄT…ŸÁ��Ò ¸“­

ŒÇd…n ÄÁeoŠX Ò���Ò

…n�̂ ÷È� R eÅ�ÄŽÈ~ ÀoŠÈUë ¼Å Äh eh uT„•n�Äh P•ÁÈUë eTÇ ÃeŽTev …Å ·e§Žd ·e¾ozd •Td‡­d eh »•T€ Ä� „Èš�¿e¾Å

Ä� €…U"�s½ ‹̧ Ž Rd�ÄŽÈ~ P‘••½ R�ÄÁeoŠXˆ T†d ÀoŽƒ" eh Ä� STev en P•Á…U"�s½ ‹̧ Ž  „‡hReÅ�ÄŽÈ~

¿XR„dƒ"�»eÁ mº¢�•ÂTÈ"�s½ mTeÆÁ�Sh ÄŽÈ~ d„ ÄŽÈ~ ÀTd U•Å€�s½ •ÁÈUë ¼Å Äh d„ ¼ŸÂ½ Ä‹ iŽ ˆ Tm¾Š Ç€

€ÈŽ�s½ mTeÆÂUh ¼o‹UŠ ReÅ�ÃeŽTev ¸� €d•£nsÂ£TP€ÈŽ�s½ mTeÆÂUh ¼o‹UŠ Ã†d•Ád Ä� R •z „€ PÄ� mŠd ÀTd

Äh mTeÆÂUh ÄŽÈ~ Ã†d•Ád mi‹Á Ä� �R„Èš�Äh •Â� �s½ U̧½ mTeÆÂUh m¾Š Äh ‡UÁ PmTeÆÂUh ÄŽÈ~ Ã†d•Ád� N �! 1 �

�mŠd …®’ …U¦ Ç €Ç•{½R€•¢ P¼o‹UŠ ¸ � Ã†d•Ád

mTeÆÂUh ÄŽÈ~̂ T Rd„d€ ¼o‹UŠ Ä� ÂTd ·e¾ozd�•T…UŽh …ŸÁ „€ d„R•£h Ç€ ¼ŸÂ½ Ä‹ iŽ ˆ T·es½ ¿dÈÂ¢�Äh

P•Žeh €Ç•{½eÁ Ã†d•ÁdRd„d€ ¼o‹UŠ …" d m¹ez ÀTd „€�¼UÅ€�s½ • Te¾ÁPseh Ç ¼UTÈ"�s½ ŒÇd…n ·e¾ozd d„ •Žeh

Ç mŠd Ú ŒÇd…n ·e¾ozdp � pc Rd†d ÄhsÂTPmŠd Äºë ¡hen l„È’�Äh Ppc ŒÇd…n ÄÁeoŠX ·Èz ŒÇd…n ·e¾ozd

„€ �•Á€Ç•{½ eÅ�Ã†d•Ád Ç ¼T„d•Á mTeÆÂUh Ã†d•Ád ehSTeÅ�¼o‹UŠ PmU£±dÇ „€�mŠdÑ ·e¾ozd ÀTdp > pc Rd†d Äh

�� � Ò���Ò� ¸ ‹ Ž� mŠdp †d ÄoŠÈUës£hen l„È’�Äh ŒÇd…n ·e¾ozd Pm¹ez ÀTd

� >Ø@•Žeh mTeÆÂUh Ã†d•Ád eh ÄŽÈ~ˆ T Rd„d€ Ä‹ iŽ Ä� ÁX ·e¾ozd PŒÇd…n ·e¾ozd�Ò���Ò ¸‹ Ž

ÀTd Psº� m¹ez „€�mŠd eÅ�ÄŽÈ~ ¡T†Èn ¡hen Ç ŒÇd…n ÄÁeoŠX ¿€„ÇX mŠ€ Äh Pe½Rd…h mU¾Åd ‡bez Äºc‹½

¸z •e~ €„È½ •Â÷ „€ e½d�¼T„ÇeUhRÇ„R†eŠ�ÄUiŽ ÇSiT…²nReÅ�̧z Äh ¼Uo‹Å „Èiw½ Ç m‹UÁ ¸z�̧he± Äºc‹½



ÒÕ ŒÇd…n ÄT…ŸÁ��Ò ¸“­

ReÅ�Ä‹ iŽ „€ R•ÁÈUë ŒÇd…n Äºc‹½�Ñ×Äoh Ä‹ iŽ ÇR•£h�̂ TÄ‹ iŽ „€ ŒÇd…n Äº¾v†d�€„d€ €ÈvÇ Äºc‹½ †ds²U±€

s²U±€ ¸z …n­ eh €e£hdRd…h e½d�mŠd Äo­eT�mŠ€s²U±€ ¸z ÄhÑØ‰T•¾ÅReÅ�¿d•U½ ÄT…ŸÁ̂ ¾� ÄhR•£h Ò

�mŠd Ã•Ž Ã€„ÇX ¬ºo•½ Ä‹ iŽ •Â÷Rd…h ŒÇd…n ÄÁeoŠX� Ñ���Ò� ·Ç•v „€ �m‹ UÁ €ÈvÈ½

¬ºo•½ Ä‹ iŽ •Â÷ „€sÅeŽTev ŒÇd…nRd…h ŒÇd…n ÄÁeoŠX�Ñ���Ò ·Ç•v

pc ŒÇd…n ÄÁeoŠXq eÅ�ÄTe‹¾Å €d•£nD Ä‹ iŽ •£h Ä‹ iŽ
1 2 1 Ã…UwÁ†

0:592746 4 2 s£h…½
1=2 6 2 R„ÈiÁ†�ÄÁ­

0:3116 6 3 Ã€eŠSi£‹ ½
0:2459 8 3 bccSi£‹ ½
0:1992 12 3 fcc Si£‹ ½

ŒÇd…n ÄT…ŸÁ „€Rd�ÄTeë Ç ¼Æ½ReÅ�mU¾� Ó���Ò

¼ŸÁ Ç ·…oÂ� …o½d„eë Ñ���Ó���Ò

„€ P „‡h ÄŽÈ~̂ T R…U"�̧ ‹ Ž Äh Ä� R †e­ „dƒ" �mŠdsŠ•ÂÅ †e­ „dƒ" s¢ÈÁ PŒÇd…n Ä� ¼T€…� ¿eUh ¿ÈÂ� en

¼o‹UŠ ¬ºo•½ReÅ�†e­ Ç m¹ez P¿Xˆ ¾� Äh Ä� ¼Uo‹ÅsoU¾� •Â½†eUÁR†e­ „dƒ" Ã•T•ë …Å „€�€†d€…ë�s½ eÅ�Ä‹ iŽ

ÀUÂø¾Å�¼UTÈ"�s½ÑÙ¼ŸÁ …o½d„eë Pd„ …o½d„eë ÀTd�€„d€ „d…±R†e­ Ä÷ „€ ¼o‹UŠ Ä� ¼UTÈŽh ¼UÁdÈoh Ç €ÈŽ ‘••½

ˆ T¼UŸÂn öUë Äh ¿dÈn�s½ d„ ·…oÂ� …o½d„eë�•Âo‹Å ‡UÁ ·…oÂ� …o½d„eëˆ T Rd„d€ P†e­ „dƒ" R d„d€ReÅ�Ã•T•ë …s� d

…o½d„eëP}TÇ fX †e­ „dƒ" „€ �®s½�€…� ÀUU£n d„ ¼o‹UŠ †e­ ¿dÈn�s½ P·…oÂ� …o½d„eë …UU§n eh�€…� ÄUi•n ¼o‹UŠ

�€d€ …UU§n ‰� £ºh eTÇ ¡Te½ Äh •½ev †d d„ ¼o‹UŠ m¹ez ¿dÈn�s½ ¿X ¿€…� €eT† Ç ¼� eh Ä� mŠe½€ ·…oÂ�

ÄoŠÈUës£hensÁd…{h Ä›²Á „€ P¼ŸÁ …o½d„eë Ä� eÂ£½ ÀTd Äh mŠd ÄoŠÈUësŠ•ÂÅ †e­ „dƒ" ˆ TŒÇd…n †e­ „dƒ"

�mŠd …ŽT•‹ TÄh eÅ�ÃeŽTev ·e“nd P€„d€ ¼o‹UŠ m¹ez ÀUU£n „€ ˆeŠd •²Á Ä� soU¾� ŒÇd…n †e­ „dƒ" „€ �mŠd

ˆ TÄ� mŠd ÀTd ·e¾ozd P¼ŸÁ …o½d„eë�mŠd •ÁÈUë …Å eTÇ ÃeŽTev …Å ·e§Žd ·e¾ozd P·…oÂ� …o½d„eë ÀTd…heÂh
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ÒÖ ŒÇd…n ÄT…ŸÁ��Ò ¸“­

�•Žeh €Ç•{½eÁ ÄŽÈ~ È—¢ ÃeŽTevˆ TÄ� ÁX ·e¾ozd P¼ŸÁ …o½d„eë�Ó���Ò ¸‹ Ž

€Ç•{½eÁ ÄŽÈ~ Pp � pc Rd†d Äh�•ÂÅ€�s½ • Te¾ÁP1 eh Ç •Žeh €Ç•{½eÁ ÄŽÈ~ È—¢� •ÁÈUëˆ TeT� ÃeŽTev

�� Ó���Ò� ¸ ‹ Ž �mŠd …®’ …U¦ Ç €Ç•{½R€•¢ Pp > pc Rd…h e½d�mŠd …®’ ·e¾ozd ÀTd ÀTd…heÂh Ç €„d•Á €ÈvÇ

€Ç•{½ReÅ�ÄŽÈ~ Ã†d•Ád ÀU#ÁeU½ Ò���Ó���Ò

¸ � €d•£n mi‹Á †d mŠd l„ei¢ Ç ¼UÅ€�s½ • Te¾Áns(p) eh d„ €Ç•{½ Ã†d•Ád ehReÅ�ÄŽÈ~ Ã†d•Ád ¡T†Èn ¡hen

È—¢ PÃdÈ•¹€ ÃeŽTev ˆ TÄ� ÂTd ·e¾ozd Pm®" ¿dÈn�s½ ÀTd…heÂh�Ä‹ iŽ ¸ � Ã†d•Ád Ähs Ã†d•Ád ehReÅ�ÄŽÈ~

ÄŽÈ~ È—¢ •Teh eTPÃ•Ž�·e§Žd ÃeŽTev ˆ TÄ� �STewÁX†d�sns(p) eh mŠd …hd…h P•Žehs Ã†d•Ád ehRd�ÄŽÈ~

…T† ¼Æ½ Ä›hd„ ÀTd…heÂh�•Žeh ÃdÈ•¹€ Ã†d•Ád eh €Ç•{½Rd�ÄŽÈ~ È—¢ Ä� ÂTd eTÇ� P1 ·e¾ozd eh� •Žeh €Ç•{½eÁ

�mŠd „d…±…h Ã„dÈ¾Å

X

s

sns(p) + P1 = p � Ò���Ò�



Ò× ŒÇd…n ÄT…ŸÁ��Ò ¸“­

Pp > pc Ä� ÒÑsÁd…{h d…­ ¼T	„ „€ Ç mŠd Ú eh …hd…hP1 Pp < pc Ä� ÒÚsÁd…{h …T† ¼T	„ „€ Ä›hd„ ÀTd „€ Ä�

�mŠd …®’ …U¦ P1

Ä� €…� s­…£½STeÅ�mU¾� Ç €…� mi{’ €Ç•{½ ReÅ�ÄŽÈ~ Ã†d•Ád €„È½ „€ ¿dÈn�s½ns(p) ˆ ¾� eh ¿ÈÂ� d

mU¾� �€…� sŠ„…h †e­ „dƒ" »e#ÂÅ „€ d„ €Ç•{½ReÅ�ÄŽÈ~ „eo­„ ¿dÈn�s½ eÅ�¿X̂ ¾� Äh

wc(p) =
sns(p)

P
s sns(p)

� Ó���Ò�

s Ã†d•Ád ehRd�ÄŽÈ~ È—¢ PmŠd Ã•Ž fe•oÁds­€e“n l„È’ �Äh Ä� Ã•Ž�·e§Žd ÃeŽTevˆ TÄ� mŠd ¿X ·e¾ozd

�€ÈŽ�s½ ¬T…£n …T† l„È’ �Äh P€Ç•{½ReÅ�ÄŽÈ~ Ã†d•Ád ™ŠÈo½�P¿X̂ ¾� Äh ÀTd…heÂh�•Žeh

S(p) =
X

s

sws(p) =
P

s s2ns(p)
P

s sns(p)
� Ô���Ò�

R�Ã†d•Ád eh ÄŽÈ~ˆ T STeÆÂn�Äh Ä� ÃeŽTev …Å PmŠdˆ ÷È� p „d•²½ Ä� �s½e#ÂÅ Pm®" ¿dÈn�s½R€ÈÆŽ „Èš�Äh

„d•²½ •Td‡­d eh�mŠd Ñ eÅ�ÄŽÈ~ Ã†d•Ád ÀU#ÁeU½ d•ohd „€ PÀTd…heÂh� mŠd Ã••Á ¸“o½ eÅ�ÃeŽTev …ŽT€ Äh PmŠd Ñ

eÅ�ÄŽÈ~ Ã†d•Ád ÀU#ÁeU½ ÀTd…heÂh�•Á†eŠ�s½R…n� „‡hReÅ�ÄŽÈ~ Ç •ÁÈŽ�s½ ¸“o½ …ŽT•‹ TÄh eÅ�ÃeŽTev uT„•n�Ähp

¿È÷ Ç €…U"�s½ ‹̧ Ž €Ç•{½eÁ ÄŽÈ~ PÄ›²Á ÀTd „€�•Š„�s½ †e­ „dƒ" ÇsÁd…{h Ä›²Á Äh Ä� ÂTd en •heT�s½ • Td‡­d

s" „‡h …‹� PmŠd €Ç•{½ Ã†d•Ád ehReÅ�ÄŽÈ~ Ã†d•Ád ÀU#ÁeU½ P¬T…£n Äh eÂh P eÅ�ÄŽÈ~ Ã†d•Ád ™ŠÈo½ mU¾�

Ã†d•Ád ÀU#ÁeU½ gUn…n�ÀTd�Äh Ç •ÁÈŽ�s½ «ƒz R…U"�ÀU#ÁeU½ ÀTd †d •Âo‹Å €Ç•{½eÁ ÄŽÈ~ È—¢ Ä� eÅ�ÃeŽTev †d

€Ç•{½eÁ ÄŽÈ~ ÄhR…n•T•v ReÅ�ÄŽÈ~p „d•²½ •Td‡­d eh Ä½d€d „€�•Â� �s½ m­d l•Ž�Äh €Ç•{½ Ã†d•Ád ehReÅ�ÄŽÈ~

ÄŽÈ~ Ç €•ÁÈUë�s½ €Ç•{½eÁ ÄŽÈ~ Äh eÅ�ÄŽÈ~ Ä¾Å Ä� ÂTd en •heT�s½ •Åe� S(p) „d•²½ gUn…n ÀTd Äh Ç •Á•ÁÈUë�s½

�� � Ô���Ò� ¸ ‹ Ž� €ÈŽ�s½ …®’ eÅ�¿X Ã†d•Ád ÀU#ÁeU½ Ç •Áe½�s¾Ás±ehR€Ç•{½

kybm#+`BiB+�H
kRbmT2`+`BiB+�H





ÒÙ ŒÇd…n ÄT…ŸÁ��Ò ¸“­

�mŠd „d…±…hRs ¿ÈŠd…T	 e£Ž Ç •Âo‹Ås Ã†d•Ád ehRd�ÄŽÈ~ Äh °º£o½ Ä� sÅeŽTev Ç€ Äº’e­ „Çƒw½

2R2
s =

1
s2

X

ij

(r i � r j )2 � ×���Ò�

�mŠd ÄŽÈ~ ¸~d€ReÅ�m®v »e¾nRÇ„ …h„¾v Ä�

ÃeŽTev ˆ TPÃ•Ž�·e§Žd ÃeŽTev ˆ T†dr Äº’e­ „€ Ä� ÁX ·e¾ozd †d mŠd l„ei¢g(r ) s#o‹i¾Å ¡hen

ÀU#ÁeU½ l„È’ �Äh Ä� s#o‹i¾Å ·Èš ÀTd…heÂh�•ÂŽeh ÄŽÈ~ˆ TÈ—¢ Ä� •Žeh ÄoŽd€ €ÈvÇR…ŽT€ Ã•Ž�·e§Žd

�eh mŠd …hd…h €ÈŽ�s½ ¬T…£n P•Ád�¿e‹‹ TÄŽÈ~̂ TÈ—¢ Ä� sÅeŽTev Ç€ Äº’e­ „Çƒw½

� 2 =
P

r r 2g(r )
P

r g(r )
� Ø���Ò�

RÇ„„¾v Äh mŠd Äº’e­RÇ„ …h Ä� d„ ¯È­„¾v Ç €d€ ™h„ ¿ÈUŠd…T	  e£Ž Äh d„s#o‹i¾Å ·Èš ¿dÈn�s½

ÃeŽTev Ç€ ÀUh Äº’e­ „Çƒw½ ™ŠÈo½s Ã†d•Ád eh ÄŽÈ~ˆ T Rd…h Ä� ¼UÁd•U½�€…� ¸ T•in s Ã†d•Ád ehReÅ�ÄŽÈ~

ÃeŽTev Ä� �STewÁX†d Ç mŠds Ã†d•Ád ehRd�ÄŽÈ~ È—¢sns(p) ·e¾ozd eh ÃeŽTevˆ T¿È÷ Ç mŠd2R2
s eh …hd…h

�mŽÈÁ …T† l„È’ �Äh ¿dÈn�s½ d„ Äº’e­ „Çƒw½ ÀU#ÁeU½ PmŠd ¸“o½ ÄŽÈ~ „€ …ŽT€ ÃeŽTevs Äh …ŸÁ €„È½

� 2 =
P

s 2R2
s � s � sns(p)

P
s s2ns(p)

=
P

s 2R2
ss2ns(p)

P
s s2ns(p)

� Ù���Ò�

mUÁd…{h Ç ŒÇd…n Ô���Ò

„dƒ"  ÈÁ̂ TŒÇd…n�mŠdR„e½X̂ T‡U­ „€ †e­ „dƒ" R eÅ�·•½ ÀT…n�Ã€eŠ †dˆ TŒÇd…n ¼Uo®" Ä� „Èš�¿e¾Å

€ÈvÇ ¬ºo•½ †e­ Ç€ Ppc sÁd…{h Ä›²Áˆ T„€ •ÁÈUë eTÇ ÃeŽTev …Å ·e§Žd ·e¾ozd ¿X „€ Ä� mŠdsŠ•ÂÅ †e­

†ds‹ T �€†eŠ�s½ d•v …ŽT•‹ T†d d„� p > pc� €Ç•{½eÁ ÄŽÈ~ˆ T€ÈvÇ Ç� p < pc� €Ç•{½ReÅ�ÄŽÈ~

�•Žeh •U®½ •ÁdÈn�s½ ¿X ÄhR…“o•½ Ã„eŽd Ä� mŠd •šeÂ§½ †e­ „dƒ" PÃ•Ž�Äo~eÂŽ †e­ „dƒ" R eÅ�Ã•T•ë

sÂ£TP•ÂÅ€�s½ ¿e•ÁR€È~�Äh€È~ •šeÂ§½ mU’e~ €È~ †d ÀUTeë „eU‹h Re½€ „€s‹ UšeÂ§½ €dÈ½ †ds—£h

«d…šdRe—­ „€ Ç� m > 0� •Ád�R€È~�Äh€È~ •šeÂ§½Rd„d€ P•ÂŽeh Äo­…" „d…±sv„e~ ¿d•U½ „€ Ä� ÁX ¿Ç•h
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• Td‡­d d„ e½€so±Ç�mŠds‹ UšeÂ§½ Ç…­ †e­ „€ Ã€e½ ¼UTÈ"�s½ m¹ez ÀTd „€�•ÂÂ� �s½ €ewTds‹ UšeÂ§½ ¿d•U½ €È~

…®’ •šeÂ§½Tc sÁd…{hRe½€̂ T„€ Ä� ÂTd en •heT�s½ •Åe� ÄoŠÈUë „Èš�ÄhR€È~�Äh€È~ •šeÂ§½ ¼UÅ€�s½

‰UšeÂ§½d„eë †e­ „€ Ã€e½ ¼UTÈ"�s½ m¹ez ÀTd „€ Ä� P¼T„d•ÁR€È~�Äh€È~ •šeÂ§½ ¿X †d …o•UhReÅ�e½€ „€ Ç €ÈŽ�s½

•Â ‹ ¾Å…h …ŽT•‹ Teh Ä� � ÀUìŠd� mŠd ‰UšeÂ§½ ¿e¾½Rd„d€ ld„‚ †dRd�Ä¢È¾w½s‹ UšeÂ§½ Ã€e½ˆ T �mŠd

s‹ UšeÂ§½ ¿e¾½ Ä� •Å€ „d…±s¾ŸÂ½ m¹ez „€ d„ ld„‚ Ä� €„d€ Ţe¾n eÅ�¿X ÀUh •Â‹ ¾Å…h Ä� R d�ÄÁÈ"�Äh P•Á„d€

PSTe½€ ‡U~Ç�m­d ÇSTe½…" R	 …Áds­…š †d�€ÈŽ�s½ ÄÂU¾� R	 …Ád m¹ez ÀTd „€ Ç •ÂŽeh mÆv�¼Å eÅ�ÀUìŠd eT

PÄwUoÁ „€ Ç €Èh •ÅdÈ•Á mÆv�¼Å …ŽT€ eÅ�¿X ÀUìŠd Ä� R d�ÄÁÈ"�Äh�•Á…U"„d…±s¾ŸÂ½eÁ m¹ez „€ ld„‚ €„d€ ¸Te¾n

„€ �•Žeh ÄoŽd•Á €ÈvÇR€È~�Äh€È~ •šeÂ§½ P¼o‹UŠ „€ €ÈŽ�s½ q¢eh ld„‚ ‰UšeÂ§½ ¿e¾½s­€e“nR…U"�mÆv

¿€…� ¼ŸÂ½Rd…h Pld„‚s•Â‹ ¾Å…hR	…Ád Ç ¼o‹UŠ ¿€…� ¼ŸÁ�ShRd…hSTe½…" ‡U~ m­d ÀUhsohe±„ m¹ez ÀTd

•ÁdÈn�s½ ld„‚ ÀUh •Â‹ ¾Å…h Ç •heT�s½ •Åe� STe½…" R	 …Ád …rd ÀUTeë „eU‹h Re½€ „€ ·ez�€„d€ €ÈvÇ ¼o‹UŠ

•šeÂ§½̂ T€ÈvÇ ¿XR�ÄwUoÁ Ä� P•ÁÈŽ ¼ŸÂ½ Ç mÆv�¼Å Pld„‚ €ÈŽ q¢eh Ç €ÈŽ Ã…U÷ STe½…" ‡U~ m­d …h

R†e­ Ä÷ „€ ¼o‹UŠ Ä� •Â� �s½ ‘••½ R€È~�Äh€È~ •šeÂ§½ P¼o‹UŠ ÀTd „€�mŠd ¼o‹UŠ ¸ � „€ R€È~�Äh€È~

Rd„d€ ¼o‹UŠ PsÁd…{hRe½€̂ T€‡ÁRe½€ „€�m­…" …ŸÁ „€ ¼ŸÁ …o½d„eë ¿dÈÂ¢�Äh d„ ¿X ¿dÈn�s½ ÀTd…heÂh�€„d€ „d…±

�mŠd e½€ †dSTe¾Ás£hen l„È’�ÄhR€È~ Äh €È~ •šeÂ§½ PsÁd…{hRe½€s‹ T€‡Á „€�mŠdSi¹ev •dÈ~

m(T) � (T � Tc)� � ÑÚ���Ò�

�•Ád�sÁdÈn „eo­„Rd„d€ ‡UÁSTe½…" mU­…ž Çs‹ UšeÂ§½R„eo­…Tƒë Äº¾v†dˆ T‡U­ ReÅ�mU¾� …TeŠ „Èš�ÀU¾Å

� (T) � j T � Tcj � 
 � ÑÑ���Ò�

Cv(T) � (T � Tc)� � � ÑÒ���Ò�

…n�• Uë �€ÈŽ�s½ ‘••½ pc sÁd…{h Ä›²Ás‹ T€‡Á „€ eÅ�ÄŽÈ~sŠ•ÂÅReÅ�s"
TÇ ™ŠÈn ŒÇd…n †e­ „dƒ"

„€P1 �mŠd •Žeh €Ç•{½eÁ ÄŽÈ~ È—¢ ÃeŽTevˆ TÄ� ÁX ·e¾ozd PP1 ŒÇd…n „€ ¼ŸÁ …o½d„eë Ä� ¼T€…� Ã„eŽd

…o½d„eë †dsÁdÈns£hen l„È’�Äh Ç •Â� �s½ ¸¾¢ PsÁd…{hRe½€s‹ T€‡Á „€ •šeÂ§½ •ÂÁe¾Å †e­ „dƒ" Ä›²Ás‹ T€‡Á
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>Ó@ŒÇd…n Ç! ÂT‡TX ·•½ „€sÁd…{hReÅ�mU¾� Ä‹Te²½�Õ���Ò ¸‹ Ž

�mŠdp ·…oÂ�

P1 (p) � (p � pc)� � ÑÓ���Ò�

d…" dÇsÁd…{h Ä›²Á „€ ‡UÁ €Ç•{½ReÅ�ÄŽÈ~ Ã†d•Ád ÀU#ÁeU½ P•šeÂ§½ †e­ „dƒ" „€ s‹ UšeÂ§½R„eo­…Tƒë Ähe•½

�p †d mŠdSTe¾Ás£hen Ç €ÈŽ�s½

S(p) � j p � pcj � 
 � ÑÔ���Ò�

eh ‡UÁ •Žs­…£½ PÄŽÈ~ˆ TÄh ˜Èh…½ ÃeŽTev Ç€ Äº’e­ „Çƒw½ ÀU#ÁeU½ l„È’ �Äh Ä� s#o‹i¾Å ·Èš ÀUÂø¾Å

¸ ‹ Ž� � €ÈŽ�s½ d…" dÇ PSTe¾Ás£hen l„È’�ÄhsÁd…{h Ä›²Á „€ Ç •heT�s½ • Td‡­dsÁd…{h Ä›²Á Äh ¿•Žˆ T€‡Á

�� � Ö���Ò�

� (p) � j p � pcj � � � ÑÕ���Ò�

STeÅe¾Á P•ÂÂ� �s½ ¬U’Èn d„ ŒÇd…n ·•½ Äh ˜Èh…½ReÅ�mU¾� sÁd…{h „eo­„ Ä� � Ç
 P� ReÅ�Re¾Á Äh
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>Ø@p †ds£hen l„È’�Äh ¼ŸÁ …o½d„eë Çs#o‹i¾Å ·Èš�Ö���Ò ¸‹ Ž

Ps£h…½ Ä‹ iŽ Ä� ÂTd�®s½ PÄ‹ iŽ le Ub‡v Ç „eo~eŠ Äh Ä� eÂ£½ ÀTd Äh •Ád�·È¾Ž�¿eÆv eÅe¾Á ÀTd �•ÂTÈ"�s½sÁd…{h

¡hen eÆÂn Ç •Á„d•Ás›h„ P•ŽehR•ÁÈUë eTsÅeŽTev ŒÇd…n Ä� ÂTd PŒÇd…n  ÈÁ Äh eTÇ •ŽehR„ÈiÁ†�ÄÁ­ eTÇssºs½

„Èš�Äh P¼ŸÁ …o½d„eë ¿X „€ Ä� mŠd »Ç€ Äin…½ReÅ†e­ „dƒ" Ä“••½ s¹È¾Ž�¿eÆvs"
TÇ ÀTd �•Âo‹Å Ä‹ iŽ •£h

Ä� ÂTd †d ¸²o‹½R•£h ÄŠs‹ UšeÂ§½ €dÈ½ »e¾n „€ •šeÂ§½ ·es½ ¿dÈÂ¢�Äh�•Â� �s½ …UU§nsÁd…{h Ä›²Á „€ ÄoŠÈUë

mherRe¾Á̂ Teh Ã„dÈ¾Å P•Žeh €…h ÃenÈ� eÅ�ÀUìŠd •Â‹ ¾Å…h Ä� �s½d€e½ P•Žeh ¸‹ Ž Ä÷ Äh Ã€e½s¹eo‹T…� „eo~eŠ

€ÈvÇsÁd…{hRe¾Á Ö ¸� „€ �•Âo‹UÁ ŒÇd…n ·•½sÁd…{hReÅe¾Á eÆÂn� Ç
 P� ReÅe¾Á�€ÈŽ�s½ ¬U’Èn �

Ç €„d€ €ÈvÇ eÅe¾Á ÀTd ÀUh PÄ›hd„ „eÆ÷ Ä� €d€ ¼UÅdÈ~ ¿e•Á Ç •Âo‹UÁ ¸²o‹½ …ŽT•‹ T†d eÅe¾Á ÀTd Äoi¹d Ä� €„d€

„€ �¼T„ÇX mŠ€ ÄhsŠeU²½ ™hdÇ„ †d d„ eÅe¾Á …TeŠ ¼UÁdÈn�s½ e¾Á Ç€ Ào‹Ád€ eh Ç €„d€ €ÈvÇ ¸²o‹½Re¾Á Ç€ eÆÂn

�mŠd Ã•Ž Ã€„ÇX ¬ºo•½ReÅ•£hRd†d Äh ŒÇd…n ·•½Rd…hsÁd…{hReÅe¾Á †ds~…hÒ���Ò·Ç•v

ŒÇd…n ·•½sÁd…{hReÅe¾Á�Ò���Ò ·Ç•v

D = 3 •£h D = 2 •£h e¾Á ¡hen‹̧ Ž mU¾�

0:42 5=36 � P1 (p) � (p � pc)� ¼ŸÁ …o½d„eë

1:82 43=18 
 S(p) � j p � pcj � 
 €Ç•{½ Ã†d•Ád ehReÅ�ÄŽÈ~ Ã†d•Ád ÀU#ÁeU½
0:89 4=3 � � (p) � j p � pcj � � s#o‹i¾Å ·Èš
2:19 187=91 � ns � s� � p = pc sÁd…{h Ä›²Á „€ eÅ�ÄŽÈ~ ¡T†Èn
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ŒÇd…n ·•½ †d ¸z •Â÷ Õ���Ò

Äºc‹½ ¸z †d „ÈŸÂ½�¼T†d€…ë�s½ Ã•Ž�Äo~eÂŽReÅ�Ä‹ iŽ †ds~…hRÇ„ …h ŒÇd…n Äºc‹½ ¸z Äh ¸“®½ „Èš�Äh ¿ÈÂ� d

Äº¾v†d ¼Td�Ã€…� ¿eUh ¿ÈÂ� en Ä� sneU¾� †ds~…h ÄiŠe{½ ÀUÂø¾Å Ç eÅ�Ä‹ iŽ ÀTd „€ ŒÇd…n ÄÁeoŠX Ào­eTŒÇd…n

˜Èh…½sÁd…{hReÅe¾Á ÇsÅeÂo½eÁR�ÄŽÈ~ Äh ¿€Èh ¸’Ç ·e¾ozd Ç eÅ�ÄŽÈ~ Ã†d•Ád ÀU#ÁeU½ PeÅ�ÄŽÈ~ €d•£n ™ŠÈo½

�eÅ�¿X Äh

R•£h Ñ Ä‹ iŽ „€ ŒÇd…n ¸z Ñ���Õ���Ò

ˆ T�mŠd Ã•Ž�·e§Ždp ·e¾ozd eh ÃeŽTev …Å Ä� •T…UŽh …ŸÁ „€ eÅ�ÃeŽTev †dL ·Èš ÄhR•£ĥ T R�Ã…UwÁ†̂ T

eÅ�ÄŽÈ~ …TeŠ †d PÄŽÈ~ˆ TÀTd…heÂh�•Ád�Ã•Ž ·e§ŽdsŽ¾Å Ä� mŠds¹dÈo½ReÅ�ÃeŽTev †dRd�Ä¢È¾w½ PÄŽÈ~

Rd�ÄŽÈ~ ÀTd…heÂh�� � ×���Ò� ¸ ‹ Ž� •ÂŽeh Ã••Á ·e§Žd ¿X mŠd„ Ç ê÷ m¾Š „€STeÆoÁdReÅ�ÄTe‹¾Å …" d mŠd•v

�pc = 1 RÇ„�ÀTd†d P•ÂŽeh Ã•Ž ·e§Žd eÅ�ÃeŽTev »e¾n Ä� mŽd€ •ÅdÈ~ €ÈvÇsn„È’ „€ mTeÆÂUh Ã†d•Ád eh

f…– ¿ÈÁe± †d ÃeŽTev €•¢s ·e§Žd ·e¾ozd P•Âo‹Å ¸²o‹½ …ŽT•‹ T†d eÅ�ÃeŽTev ·e§Žd •ÂTd…­ Ä� �STewÁX†d

PÃeŽTev €•¢s •Teh P¼UŽeh ÄoŽd€s Ã†d•Ád ehRd�ÄŽÈ~ Ä� ÁXRd…h�ps eh mŠd …hd…h Ç •Â� �s½ mU£in l ­ e¾ozd

·e¾ozd ÀTd…heÂh�•Å€�s½ |„ (1� p)2 ·e¾ozd eh Ä� •ÂŽeh Ã••Á ·e§Žd ‡UÁSTeÆoÁd ÃeŽTev Ç€ Ç •ÂŽeh Ã•Ž ·e§Žd

mŠd …hd…hs Ã†d•Ád ehReÅ�ÄŽÈ~ €d•£n ÀTd…heÂh�ps(1 � p)2 eh mŠd …hd…h ¼UŽeh ÄoŽd€s Ã†d•Ád ehRd�ÄŽÈ~ Ä� ÁX

�eh mŠd …hd…h ¸� Ã†d•Ád Ähs Ã†d•ÁdReÅ�ÄŽÈ~ €d•£n mi‹Á ‰ë�ps(1 � p)2L eh

ns(p) = ps(1 � p)2 � ÑÖ���Ò�

Ç •Ž •ÂÅdÈ~ ·e§Žd eÅ�ÃeŽTev »e¾np = 1 Rd†d Äh ¼UÁd€�s½ VmŠew� R •£hˆ TÄ‹ iŽ Rd…h ŒÇd…n ÄÁeoŠX e½d

ÀU#ÁeU½ „Èš�Äh PL ·Èš ehRd�Ã…UwÁ†�mŽd€ ¼UÅdÈ~ Ã…UwÁ† „€ Ã••Á ·e§Žd ÃeŽTevR€d•£n Ñ †d …o¾� p …ÅRd…h

mTeÆÂUh Ã••Á ·e§ŽdReÅ�ÃeŽTev €d•£n mTeÆÂUh m¾Š ÄhL •z „€ Ä� mŠds¹e~ ÃeŽTev (1 � p)L Rd„d€

Rd�ÄŽÈ~ ¿dÈn��s¾Á ‰ë�mŽd€ ¼UÅdÈ~ PÃ••Á ·e§Žd ÃeŽTevˆ T¸±d•z Ä‹ iŽ †dSTev „€ >e¾oz ÀTd…heÂh�€ÈŽ�s½

ÀTd…heÂh�mŽd€ ¼UÅdÈ•ÁsÅeÂo½eÁR�ÄŽÈ~p < 1 Rd…h …ŽT€�l„ei¢ �Äh�mŽd€ Ã•Ž�·e§ŽdReÅ�ÃeŽTev †d ÄoŠÈUë



ÓÔ ŒÇd…n ÄT…ŸÁ��Ò ¸“­

R•£hˆ TÄ‹ iŽ „€ ¸“o½ReÅ�ÄŽÈ~ •Te¾Á�×���Ò ¸‹ Ž

�mŠdpc = 1 •£hˆ T Rd…h ŒÇd…n ÄÁeoŠX

eÅ�ÄŽÈ~ Ã†d•Ád ÀU#ÁeU½ Ò���Õ���Ò

…hd…h P•Žehs Ã†d•Ád ehRd�ÄŽÈ~ È—¢ PÃ••Á ·e§Žd eTÇ Ã•Ž�·e§Žd ÃdÈ•¹€ ÃeŽTev ˆ TÄ� ÁX ·e¾ozd Ä� ¼Uo®"

eh mŠd …hd…h P•ŽehsÅeÂo½eÁ ÄŽÈ~ †d …U¦ Rd�ÄŽÈ~ È—¢ PÃeŽTev ÀTd Ä� ÁX ·e¾ozd ‰ë�sns(p) eh mŠd

�eh mŠd …hd…h •Žehs Ã†d•Ád ehRd�ÄŽÈ~ È—¢ PÃ•Ž�·e§Žd ÃeŽTevˆ TÄ� ÁX ·e¾ozd ÀTd…heÂh
P

s sns(p)

ws =
ns(p)s

P
s ns(p)s

� Ñ×���Ò�

�eh mŠd …hd…h eÅ�ÄŽÈ~ Ã†d•Ád ™ŠÈo½ P¬T…£n Äh eÂh ¼T€…� Ã„eŽd …n�• Uë Ä� „Èš�¿e¾Å

S =
X

s

wss =
P

s s2ns(p)
P

s sns(p)
� ÑØ���Ò�

� ¼T„d€� Ò���Ò� Ä›hd„ †d ÀUÂø¾Å Ç

X

s

sns(p) + P1 = p � ÑÙ���Ò�

�¼T„d€ ÄwUoÁ„€�P1 = 0 mŠd …®’ P•ŽehsÅeÂo½eÁ ÄŽÈ~ È—¢ ÃeŽTevˆ TÄ� ÁX ·e¾ozdp < pc Rd†d Äh

X

s

sns(p) = p � ÒÚ���Ò�
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�¼T„d€ eÅ�ÄŽÈ~ Ã†d•Ád ™ŠÈo½Rd…h ÀTd…heÂh

S =
P

s s2ns(p)
P

s sns(p)
=

X

s

s2ns(p)
p

� ÒÑ���Ò�

�€…� ÄiŠe{½ d„ eÅ�ÄŽÈ~ Ã†d•Ád ™ŠÈo½ ¼ÁdÈn�s½ns(p) Ào‹Ád€ eh ¿ÈÂ� d

S =
1X

s=1

nss2

p
=

1X

s=1

ps(1 � p)2s2

p
=

(1 � p)2

p

1X

s=1

s2ps

=
(1 � p)2

p

 
1X

s=1

(s2ps � sps) +
1X

s=1

sps

!

=
(1 � p)2

p

 

p2
1X

s=1

s(s � 1)ps� 2 + p
1X

s=1

sps� 1

!

=
(1 � p)2

p

 

p2
1X

s=1

d2(ps)
dp2

+ p
1X

s=1

d(ps)
dp

!

=
(1 � p)2

p

 

p2 d2(
P 1

s=0 ps � 1)
dp2

+ p
d(

P 1
s=0 ps � 1)

dp

!

� ÒÒ���Ò�

�eh mŠd …hd…hsŠ•ÂÅR…Š ÀTd  È¾w½p < 1 Ä� ÂTd Äh ÄvÈn eh Ç mŠdsŠ•ÂÅR…Š̂ T
P 1

s=0 ps „¾v Ä�

�¼T„d€ ÄwUoÁ„€
P 1

s=0 ps = 1
1� p

S =
(1 � p)2

p

 

p2
d2( 1

1� p)

dp2
+ p

d( 1
1� p)

dp

!

=
(1 � p)2

p

 

p2 2
(1 � p)3

+ p
1

(1 � p)2

!

=
2p

1 � p
+ 1 =

1 + p
1 � p

(p < pc)

� ÒÓ���Ò�
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�¼T„d€ •£ĥ T„€ eÅ�ÄŽÈ~R�Ã†d•Ád ÀU#ÁeU½Rd…h ÀTd…heÂh

S =
1 + p
1 � p

=
pc + p
pc � p

� ÒÔ���Ò�

l„È’ �Ähp ! pc
� •z „€ eÅ�ÄŽÈ~R�Ã†d•Ád ÀU#ÁeU½ ¼UÂUh�s½ Ä� „Èš�¿e¾Å

S !
2pc

pc � p
/ (p � pc)� 1

�mŠd
 = 1 Re¾ÁRd„d€ Ç €ÈŽ�s½ d…" dÇ

fe‹z •£h ˆ T Rd…h d„s#o‹i¾Å ·Èš Ç ¼UÂ� ÄiŠe{½sozd„ Äh ‡UÁ d„s#o‹i¾Å ¡hen ¼UÁdÈn�s½ ÀUÂø¾Å

…ŽT•‹ T†dr Äº’e­ Äh Ä� ÃeŽTev Ç€ Ä� mŠd ¿X ·e¾ozdg(r ) s#o‹i¾Å ¡hen ¼Uo®" …n�• Uë Ä� „Èš�¿e¾Å�€…�

€„d€ „d…± Ã•Ž�·e§Žd ÃeŽTev ˆ T†dr Äº’e­ „€ Ä� ÃeŽTev ˆ TÄ� ÁXRd…h�•ÂŽeh ÄŽÈ~ˆ TÈ—¢ •Á„d€ „d…±

Ä� •ÂŽeh Ã•Ž�·e§Žd PÇ€ ¿X ÀUhReÅ�ÃeŽTevr � 1 »e¾n ÀUÂø¾Å Ç ÃeŽTev ¿X m‹Teh�s½ •Žeh ÄŽÈ~ ¿e¾Å È—¢

Ã•Ž ·e§Žd ÃeŽTev mŠd„ eTÇ ê÷ m¾Š „€ •ÁdÈn�s½ ÃeŽTev ÀTd Ä� �STewÁX†d�•o­d�s½pr ·e¾ozd eh ¯e®nd ÀTd

�eh mŠd …hd…h ·e¾ozd ÀTd  È¾w½ „€ •Žeh

g(r ) = 2 pr � ÒÕ���Ò�

¼T„d€s#o‹i¾Å ·Èš ¬T…£n Äh ÄvÈn eh

� 2 =
P

r r 2g(r )
P

r g(r )
=

P
r r 2pr

P
r pr

� ÒÖ���Ò�

�Ä� €d€ ¿e•Á ¿dÈn�s½sozd„ Äh P.¼T€d€ »ewÁdS eÅ�ÄŽÈ~ Ã†d•Ád ÀU#ÁeU½ ÄiŠe{½ „€ …n�• Uë ÄøÁX Ähe•½

� 2 =
1 + p

(1 � p)2
=

1 + p
(pc � p)2

� Ò×���Ò�
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>Ø@z = 3 eh Äoh Ä‹ iŽ �Ø���Ò ¸‹ Ž

�mŠd� = 1 sÁd…{hRe¾Á P•£hˆ T Rd…h ÀTd…heÂh

Äoh Ä‹ iŽ „€ ŒÇd…n ¸z Ó���Õ���Ò

P€…� ¸z ¿XRd…h °U±€ „Èš�Äh d„ ŒÇd…n Äºc‹½ ¿dÈn�s½ Ä� STeÅ�Ä‹ iŽ †d …ŽT€s‹ TPR•£ĥ T R�Ã…UwÁ† …h ÃÇ®¢

Ä� R d�ÄÁÈ"�Äh •Ád�Ã•Ž ¸’Ç ÄTe‹¾Åz Äh »d•� …Å Ä� Ã…" sÅeÂo½eÁ €d•£n †d mŠs­d…" Äoh Ä‹ iŽ �mŠdÒÒÄoh Ä‹ iŽ

Ä� R ‡� …½ Ä›²Á †d�•Žeh Z•i½ †d Äº’e­ …#ÁeUhl •UÂ� ”…­ �� � Ø���Ò� ¸ ‹ Ž� €„d•Á €ÈvÇRd�Äo‹h Ä²ºz öUÅ

�mŠd Ä›²Áz Rd„d€l = 1 ·Çd Ä²ºz l„È’ À Td „€ mŠd ¸“o½ …ŽT€ Ä›²Áz €d•£n Äh Ä›²Á ÀTd P¼UÂ�  Ç…Ž

Rd„d€  È¾w½„€l = 2 »Ç€ Ä²ºz ÄwUoÁ„€ •Ád�Ã•Ž ¸“o½ d‡w½ Ç •T•v Ä›²Áz � 1 Äh »d•� …Å €È~ ˜e²Á ÀTd

Ä²ºz ÄwUoÁ „€ •Ád�Ã•Ž ¸“o½ d‡w½ Ç •T•v Ä›²Áz � 1 Äh ˜e²Á ÀTd †d »d•� …Å ÀUÂø¾Å�mŠd Ä›²Áz(z � 1)

»dl Ä²ºz Ä� m®" ¿dÈn�s½ l„È’ À U¾Å Äh�mŠd Ä›²Áz(z � 1)(z � 1) Rd„d€  È¾w½„€l = 3 »ÈŠ

�mŠd Ä›²Áz(z � 1)l � 1 Rd„d€

�eh mŠd …hd…h »dl R�Ä²ºz en €ÈvÈ½ ˜e²Á ¸� €d•£n ÀTd…heÂh

N (l) = 1 +
lX

l0=1

z(z � 1)l0� 1

kk"2i?2 H�iiB+2
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� >Ò@€„d€ Ä~eŽ…T† Ç€ Ä~eŽ …Å Ç €„d€ ÄTe‹¾Å ÄŠ ÃeŽTev …Åz = 3 eh Äoh Ä‹ iŽ �Ù���Ò ¸‹ Ž

ÀTd…heÂh�mŠdsŠ•ÂÅR…Š̂ T È¾w½ ¯È­„¾v Ä�

N (l) = [ z(z � 1)l � 2]=(z � 2)

RÇ„�ÀTd†d�€ÈŽ�s½ mTeÆÂUh Äoh Ä‹ iŽ Rd…h PmŠd Ã•Ž ¬T…£nd = lim l !1 [ ln N (l )
ln l ] l„È’ �Äh Ä� Ä‹ iŽ •£h

�•ÂTÈ"�s½R•£h mTeÆÂUh Ä‹ iŽ PÄoh Ä‹ iŽ Äh

eTX Ä� ¼UÂ� �s½sŠ„…h Ç ¼UÂ�  Ç…Ž Z•i½ „€sÅeŽTev ˆ T†d •UÂ� ”…­ PŒÇd…n ÄÁeoŠX ¿€…� d•UëRd…h

Èºv Äh Ç„ …U‹½ PZ•i½ †d …" d �…U~ eT¼UÂ� d•Uë PÃ•Ž�·e§Žd ÃeŽTev mTeÆÂUh €d•£n †d ¸‹ •o½R…U‹½ ¼UÁdÈn�s½

€ÈŽ�s½ ¼o~ •T•v ÄTe‹¾Å̂ TÄh »d•� …Å Ä� €ÈŽ�s½ t„e~ fe£•Ádz � 1 eÅ�ÄTe‹¾Å †d »d•� …Å ¼UÅ€ Ä½d€d d„

•T•v …U‹½ eTÃ•Ž�·e§Žd •T•v ÄTe‹¾Åp(z � 1) Äh ™ŠÈo½ „Èš�Äh ÀTd…heÂh�mŠd Ã•Ž ·e§Ždp ·e¾ozd eh Ä�

Ã•Ž�·e§ŽdReÅ�ÄTe‹¾Å eT•T•v ReÅ…U‹½ €d•£n •Žeh …o¾� ˆ T†dp(z � 1) €•¢ ÀTd …" d ·ez �¼T„È~�s½…h

R…U‹½ Ä� ÁX ·e¾ozd ÀTd…heÂh�•heT�s½ •Åe� p(z � 1) < 1 „Èo� e­ eh ¼UÂ� �s½ m� …z Ä� ÄT­ …Å „€ •T•v

m‹ Teh�s½ P•Žeh …®’ …U¦ ·e¾ozd ÀTd Ä� ÁXRd…h�•Â� �s½ U̧½ …®’ Äh P¼UÂ� d•Uë Ã•Ž ·e§ŽdReÅ�ÃeŽTev †d ÄoŠÈUë

�eh mŠd …hd…h †e­ „dƒ" ÄÁeoŠX ÀTd…heÂh�•Žehp(z � 1) � 1

pc =
1

z � 1
� ÒØ���Ò�

PÃeŽTevˆ TÄ� mŠd ¿X ·e¾ozdQ •UÂ� ”…­ �¼UÂ� fe‹z d„ m TeÆÂUh ÄŽÈ~ ·e¾ozd ¼UÅdÈ~�s½ ¿ÈÂ� d
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†ds‹ Ts²T…š †dsn„È’ „€ ÃeŽTevˆ T�•ŽeiÁ ¸“o½sÅeÂo½eÁ ÄŽÈ~ Äh Œd�ÄTe‹¾ÅReÅ�Ä~eŽ †ds‹ T° T…š †d

·e¾ozd eh Ä� •Žeh Ã••Á ·e§Žd €È~ …ŸÁ €„È½ ÃeŽTev eTÄ� P€Èh •ÅdÈ•Á ¸“o½sÅeÂo½eÁR�ÄŽÈ~ Äh •TeÅ�Ä~eŽ

¸“o½ sÅeÂo½eÁ ÄŽÈ~ Äh PR•£hReÅ�Ä~eŽ…T† †d »d•� �öUÅ ™ŠÈn •Žeh Ã•Ž ·e§Žd …" d eTÇ •Å€�s½ |„ 1 � p

�¼T„d€ ÄwUoÁ „€�•Å€�s½ |„ pQz� 1 ·e¾ozd eh Ä� •ŽeiÁ

Q = 1 � p + pQz� 1 � ÒÙ���Ò�

Äh •TeÅ�Ä~eŽ †dˆ TöUÅ °T…š †d ÃeŽTevˆ TÄ� ÁX ·e¾ozd�€„ÇX mŠ€ Äh d„Q ¿dÈn�s½ P¯È­ Ä¹€e£½ ¸z †d

sÅeÂo½ ÄŽÈ~ Äh •TeÅ�Ä~eŽ †ds‹ T° T…š †d Ä� ÁX ·e¾ozd ÀTd…heÂhQz eh mŠd …hd…h P•ŽeiÁ ¸“o½sÅeÂo½eÁ ÄŽÈ~

�1 � Qz eh mŠd …hd…h P•Žeh ¸“o½

†d ÀUÂø¾Å Ç •Žeh Ã•Ž ·e§Žd ÃeŽTev ¿Xæ­Çd Ä� mŠ sÅeÂo½eÁ ÄŽÈ~ †dRÈ—¢sn„È’ „€ ÃeŽTev ˆ T

�¼T„d€ ÀTd…heÂh�•Žeh ¸“o½sÅeÂo½eÁ ÄŽÈ~ Äh •TeÅ�Ä~eŽ †ds‹ T° T…š

P1 = p(1 � Qz) � ÓÚ���Ò�

…wÂ½Q = 1 fdÈv �mŠdQ = 1� p
p ÇQ = 1 fdÈv Ç€Rd„d€� ÒÙ���Ò� Ä¹€e£½z = 3 eh Äoh Ä‹ iŽ Rd…h

�€…U"�s¾Á‹̧ Ž Rd�sÅeÂo½eÁR�ÄŽÈ~ ¿X „€ Ä� mŠdp < pc R�Ã€Ç•{½ Äh ˜Èh…½ Ä� €ÈŽ�s½P1 = 0 „d•²½ Äh

p >= pc R�Ã€Ç•{½ Äh ˜Èh…½ Ä� €ÈŽ�s½P1 = p(1 � ( 1� p
p )3) „d•²½ Äh …wÂ½Q = 1� p

p fdÈv Ç

�eh mŠd …hd…h •ŽehsÅeÂo½eÁ ÄŽÈ~ Äh ¸“o½ PÃeŽTevˆ TÄ� ÁX ·e¾ozd ÀTd…heÂh�mŠd

P1 (p) =

8
>><

>>:

0 S < p c

p

 

1 � ( 1� p
p )3

!

S � pc

� ÓÑ���Ò�

ˆ TÈ—¢ Pl Äº’e­ Äh ÃeŽTev Ç€ Ä� ÁX ·e¾ozd l„È’�Äh Ä� s#o‹i¾Å ¡hen ¼UÁdÈn�s½R•£ĥ TÄºc‹½ •ÂÁe¾Å

„d…±R…ŽT€ ÃeŽTev †dl Äº’e­ Äh Ä� ÃeŽTevˆ TÄ� ÁXRd…h�¼UÂ� ÄiŠe{½ ‡UÁ d„ PmŠd Ã•Ž ¬T…£n •ÂŽeh ÄŽÈ~

·e¾ozd eh ¯e®nd ÀTd Ä� �•ÂŽeh Ã•Ž ·e§Žd ÀUh ÃeŽTev l � 1 »e¾n Ç ÃeŽTev ¿X •Teh •Žeh ÄŽÈ~ ¿e¾Å È—¢ €„d€
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 È¾w½ „€ P€„d€ €ÈvÇ ÃeŽTevz(z � 1)l � 1 €d•£n PÃeŽTev ˆ T†dl Äº’e­ „€ Ä� �STewÁX†d�•Å€�s½ |„ pl

�eh mŠd …hd…h •ÂŽeh ÄŽÈ~ˆ TÈ—¢ P…ŽT•‹ T†dl Äº’e­ „€ ÃeŽTev Ç€ Ä� ÁX ·e¾ozd

g(l) = z(z � 1)l � 1pl =
z

z � 1
[(z � 1)p]l � ÓÒ���Ò�

¸ U½ …®’ Ähs#o‹i¾Å ¡henp(z � 1) < 1 Rd…h P•Â� �s½ U̧½ mTeÆÂUh Ähl Ä� �s½e#ÂÅ •Å€�s½ ¿e•Á ¯È­ Ä›hd„

�€ÈŽ�s½ d…" dÇp(z � 1) > 1 Rd†d Äh Ç •Â� �s½

�¼T„d€s#o‹i¾Å ·Èš ¬T…£n Äh ÄvÈn eh

� 2 =
P

l l2g(l)
P

l g(l)
=

P
l l2[(z � 1)p]l

P
l [(z � 1)p]l

� ÓÓ���Ò�

mŠd …hd…hp < pc Rd…hs#o‹i¾Å ·Èš Ä� €d€ ¿e•Á ¿dÈn�s½ P¼T€d€ »ewÁdR•£ĥ T¸z „€ …n�• Uë ÄøÁX Ähe•½

�eh

� 2 = pc
pc + p

(pc � p)2
� ÓÔ���Ò�

eÅ�ÄŽÈ~ Ã†d•Ád ÀU#ÁeU½ Ñ���Ó���Õ���Ò

¿dÈn�s½ d„S eÅ�ÄŽÈ~ Ã†d•Ád ÀU#ÁeU½ Äoh Ä‹ iŽ Rd…h�mŠd ÄiŠe{½ ¸he± °U±€ „Èš�Äh ‡UÁ eÅ�ÄŽÈ~ Ã†d•Ád ÀU#ÁeU½

ˆ TÄ‹ iŽ ÀTd „€�m­…" …ŸÁ „€ •Ád�̧“o½ Z•i½ ¿dÈÂ¢�Äh ÃeŽTevˆ TÄh Ä� STeÅ�ÃeŽTev €d•£n ™ŠÈo½ l„È’�Äh

™ŠÈo½sÂ£T� •Žeh Ä~eŽˆ T„€ ÄŽÈ~ Ã†d•Ád ÀU#ÁeU½T •UÂ� ”…­ �mŠd ¸“o½ Ä~eŽz €d•£n Äh PÃeŽTev

STeÅ�ÃeŽTev €d•£n ™ŠÈo½ l„È’ ÀTd „€� •Âo‹Å Ä~eŽ ¿e¾Å Äh °º£o½ Ç •Ád�̧“o½ Z•i½ Äh Ä� STeÅ�ÃeŽTev €d•£n

ÃÇ®£h P•Ád�̧’Ç Z•i½ Äh Ä~eŽz †d »d•� …Å †d Ä� STeÅ�ÃeŽTev €d•£n ™ŠÈo½ eh mŠd …hd…h P•Âo‹Å ¸’Ç Z•i½ Äh Ä�

�sÂ£T�€„d€ „d…± Z•i½ „€ Ä� mŠdsÅeŽTev Ã†d•Ád Ä� Ñ

S = 1 + zT
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sÅeÂo½eÁ eÅ�ÄT­ €d•£n ÀUÂø¾Å Ç •Á†„d�¼Å eÅ�ÃeŽTev Äoh Ä‹ iŽ „€ Ä� �STewÁX†d�¼T†d€…ë�s½T ÄiŠe{½ Äh ¿ÈÂ� d

�¼T†d€…ë�s½S „d•²½ „€T Ä~eŽ̂ T¼ÆŠ ÄiŠe{½ Äh ¿ÈÂ� d �mŠdT ¿e¾Å ‡UÁ Ä~eŽ…T†ˆ TÀU#ÁeU½ PmŠd

e½d�€„d•ÁS „d•²½ „€s¾ÆŠ Ä~eŽ ¿XP� 1 � p ·e¾ozd eh� •Žeh Ã••Á ·e§Žd Ä~eŽ ¿X Äh ˜Èh…½R�ÄTe‹¾Å …" d

� mŠd Ñ „d•²½ Ä� � ÄTe‹¾Å ¿X €È~ Ã†d•Ád eh mŠd …hd…h ¿X ¼ÆŠ P� p ·e¾ozd eh� •Žeh Ã•Ž ·e§Žd ÄTe‹¾Å ¿X …" d

�¼T„d€ …ŽT€�l„ei¢ �Äh�mŠdT »d•� …Å ¼ÆŠ ¼Uo®" Ä� „Èš�¿e¾Å Ä� P¿X Ä~eŽ…T†z � 1 …TeŠ ¼ÆŠR�ÃÇ®¢�Äh

T = (1 � p)0 + p(1 + ( z � 1)T)

�ÄwUoÁ „€

T =
p

1 � (z � 1)p

�eh mŠd …hd…h eÅ�ÄŽÈ~ Ã†d•Ád ÀU#ÁeU½ ÀTd…heÂh

S(p) = 1 + zT = 1 +
zp

1 � (z � 1)p
=

1 + p
1 � (z � 1)p

�¼T„d€ ÄwUoÁ „€pc = 1
z� 1 Äoh Ä‹ iŽ Rd…h Ä� ÁX Äh ÄvÈn eh

S(p) = pc
1 + p
pc � p

� ÓÕ���Ò�

€Ç•{½ Ã†d•Ád ehReÅ�ÄŽÈ~ €d•£n ™ŠÈo½ Ò���Ó���Õ���Ò

…n­ eh €e£hd „€ •£hˆ T« ®~…h�¼T†d€…ë�s½ns(p) €Ç•{½ Ã†d•Ád ehReÅ�ÄŽÈ~ €d•£n ÄiŠe{½ Äh Äºz…½ ÀT…~X „€

‘••½ Ã†d•Ád eh ÄŽÈ~ˆ T Rd…h …n­ eh €e£hd „€ d…T† PmŠd ¸‹ •½ €Ç•{½ Ã†d•Ád ehReÅ�ÄŽÈ~ €d•£n ÄiŠe{½

»ewÁd …n�mzd„ d„ „e� ÀTd ¬ºo•½ReÅ�R•Âh…‹ UëR•Âh�Ä²iš eh ¿dÈn�s½�€„d€ €ÈvÇR€eT†ReÅ�R•Âh…‹ Uë €d•£n

eh ÄŽÈ~ˆ T™U{½ R�Ã†d•Ád •UÂ� ”…­ �mŠeÅ�¿X ™U{½ ¬ºo•½ReÅ�R•Âh…‹ UëR•Âh�Ä²išRd…h e½ „eU£½�€d€

Ä� ÁX ·e¾ozd l„È’ ÀTd „€�•Žeht eh …hd…h •Âo‹Å ÄŽÈ~ˆ T†…½ „€ Ä� STeÅ�ÃeŽTev €d•£nsÂ£T�¼UÅ€ ¿e•Át

eh ÄŽÈ~ˆ T Rd…hs®ºo•½ReÅ�R•Âh…‹ Uë e½d�ps(1 � p)t eh mŠd …hd…h ¼UŽeh ÄoŽd€s Ã†d•Ád eh ÄŽÈ~ˆ T
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�mŽÈÁ ¿dÈn�s½sº� „Èš�Äh €„d€ €ÈvÇs Ã†d•Ád

ns(p) =
X

t

gstps(1 � p)t � ÓÖ���Ò�

‘••½ Ã†d•Ád̂ TÄ� STeÅ�ÄŽÈ~�mŠdt ™U{½ Çs Ã†d•Ád ehRd�ÄŽÈ~ReÅ�R•Âh…‹ Uë €d•£ngst ¿X „€ Ä�

�mŠd ˜Èh…½ Ä‹ iŽ •£h ÀUÂø¾Å Ç Ä‹ iŽ „eo~eŠ Äh ÀTd Ç •ÂŽeh ÄoŽd€snÇe®o½ReÅ�™U{½ mŠd À‹ ¾½ P•Á„d€

¬ºo•½ ReÅ�R•Âh…‹ Uës ‘••½ Ã†d•Ád eh ÄŽÈ~ˆ T Rd…hR•£h Ç€ Ä‹ iŽ �®s½ PÄ‹ iŽ ˆ T Rd…h mŠd À‹ ¾½

™U{½ ˆ Ts ‘••½ Ã†d•Ád …ÅRd…h ÄÁeo•iŽÈ~ Äoh Ä‹ iŽ Rd…h e½d�•Žeh ÄoŽd€ €ÈvÇs®ºo•½ReÅ�™U{½ eh

„Èš�ÀU¾Å�mŠdz ¿X ™U{½ Ç mŠd Ã•Ž Äšezd ÃeŽTevz ™ŠÈn Ñ Ã†d•Ád ehRd�ÄŽÈ~�®s½�€„d€ €ÈvÇSTeo‹ T

Äh •› U{½ s Ã†d•Ád ehRd�ÄŽÈ~sº� „Èš�Äh�mŠd Ã•Ž Äšezd ÃeŽTevz + ( z � 2) ™ŠÈn Ò Ã†d•Ád ehRd�ÄŽÈ~

Rd„d€s Ã†d•Ád ehRd�ÄŽÈ~ m®" ¿dÈn�s½ ÀTd…heÂh�mŠds � 1 Ã†d•Ád ehRd�ÄŽÈ~ †d …o•Uh ÃeŽTevz � 2 Ã†d•Ád

�mŠdt(s) = z + ( s � 1)(z � 2) ™U{½

t ¬ºo•½ …T€e²½RÇ„„¾v P€„d€ €ÈvÇ eo‹ T™U{½ ˆ Ts ‘••½ Ã†d•Ád eh ÄŽÈ~ˆ T Rd…h Ä� �STewÁX†d

�¼T„d€ Ç €Ç„�s½ ÀUh †d� ÓÖ���Ò� Ä¹€e£½ „€

ns(p) = gsps(1 � p)t = gsps(1 � p)2+( z� 2)s = gs(1 � p)2[p(1 � p)z� 2]s

¿dÈn�s½ leiU�…n ŒÇ„ eh Äoh Ä‹ iŽ Rd…h d„gs �mŠds Ã†d•Ád ehRd�ÄŽÈ~Rd…h ¬ºo•½ReÅ�R•Âh…‹ Uë €d•£ngs Ä�

Ä� ¿X „ÈŸÂ½ ÄhRÇ„�ÀTd†d�m‹ UÁ …Tƒë ¿e‹ ½dsozd„ Äh ¿X ÄiŠe{½sº� m¹ez „€ e½d P€…� ÄiŠe{½ °U±€ „Èš�Äh

�¼T…U"�s½ …ŸÁ „€ d„ns (p)
ns (pc ) mi‹Áns(p) sŠ„…hRev Äh ¼TÈ•Á ¿X ÄiŠe{½ …U"„€

ns(p)
ns(pc)

= (
1 � p
1 � pc

)2[(
p
pc

)(
1 � p
1 � pc

)z� 2]s

p(1 � l„ei¢ „ÈŸÂ½ ÀTdRd…h P¼UÂ� sŠ„…hsÁd…{h Ä›²Ás‹ T€‡Á „€ d„ns(p) „eo­„ Ä� ¼T•Â½�Ä±®¢ e½ ÀUÂø¾Å

P„e� ÀTd eh�¼T„d€�s½ Ä#Á(p � pc) ¿dÈn ÀT…o¾� en Ç ¼UÅ€�s½ „ÈºUn ™‹hpc = 1
z� 1 „d•²½ ·Èz d„p)z� 2
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�¼T„d€

ns(p)
ns(pc)

= (
1 � p
1 � pc

)2[1 � a(p � pc)2]s

�€…� s‹ TÈÁ†eh …T† l„È’ �Äh d„ ¯È­ Ä›hd„ ¿dÈn�s½ ÀUÂø¾Å�mŠda = 1
2p2

c (1� pc ) ¯È­ Ä›hd„ „€ Ä�

ns(p)
ns(pc)

= (
1 � p
1 � pc

)2exp[s ln(1 � a(p � pc)2)] / exp(� cs)

g T…²n …T† l„È’ �Äh ¿dÈn�s½sÁd…{h Ä›²Á Ähˆ T€‡Á •z „€ Ä� PmŠdc = ln(1 � a(p � pc)2) ¿X „€ Ä�

�€†

c = ln(1 � a(p � pc)2) � a(p � pc)2 � Ó×���Ò�

�¼T„d€ mTeÆÁ„€

ns(p) / ns(pc)exp(� cs) � ÓØ���Ò�

…n� „‡h ·Èš ehReÅ�ÄŽÈ~ €d•£n Ä� PmŠd Ã•Ž d•Uës� = 1
c Ä“••½ ·Èš ˆ T� ÓØ���Ò� Ä›hd„ „€ Ä� ¼UÂUh�s½

ns(pc) „eo­„ Ä� ¼T„d€ †eUÁns(p) „eo­„ ¿•Ž ‘••½ Rd…h ¿ÈÂ� d�•Â� �s½ m­dSTe¾Á „Èš�Ähs � s� ¿X †d

eÅ�ÄŽÈ~ Ã†d•Ád ÀU#ÁeU½ ¼Uo®" …n�• Uë�•T…UŽh …ŸÁ „€ d„ eÅ�ÄŽÈ~ Ã†d•Ád ÀU#ÁeU½ mU¾� P„ÈŸÂ½ ÀTdRd…h�¼UÁd•h

�¼T„d€ eÅ�ÄŽÈ~ Ã†d•Ád ÀU#ÁeU½ Ä›hd„ †d�€ÈŽ�s½ d…" dÇp = pc sÁd…{h Ä›²Á „€

S(pc) /
1X

s=1

s2ns(pc)

P•Â� m­dSTe¾Á l„È’�Ähns(pc) …" d e½d�€ÈŽ d…" dÇ ¯È­„¾v m‹Teh�s½ €ÈŽ d…" dÇS Ä� ÁXRd…h ÀTd…heÂh
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�sº� m¹ez „€ ¼UÁd•U½�€Èh •ÅdÈ~ €Ç•{½ ¿X „d•²½ Ç €ÈŽ��s¾Á d…" dÇ ¯È­„¾v Ãe#ÁX

X

s=1

sa =

8
><

>:

d…Ž¾Å D< � 1

d…" dÇ D � � 1
� ÓÙ���Ò�

�¼UŽeh ÄoŽd€sÂ£TP•Â� �s½ m­dsÁdÈn l„È’�Ähns(pc) Ä� ¼UÂ� ”…­ • TeUh PÀTd…heÂh

ns(pc) / s� �

�¼T„d€ ÄwUoÁ „€

S(pc) /
1X

s=1

s2ns(pc) =
1X

s=1

s2� �

sÂ£T �•Žeh2 � � > � 1 •Teh� ÓÙ���Ò� Ä›hd„ Äh ÄvÈn eh €ÈŽ d…" dÇp = pc Ä›²Á „€ ¯È­„¾v Ä� ÁXRd…h

�� < = 3 m‹ Teh�s½

�eh mŠd gŠeÂo½c mU¾� sº� m¹ez „€ Ä� ns(p) / s� � exp(� cs) ¼T„d€ ÄwUoÁ „€

c / j pc � pj
1
� p ! pc � ÔÚ���Ò�

�mŠd� = 1=2 Äoh Ä‹ iŽ Rd…h P¼T€d€ ¿e•Á …n�• Uë Ä� „Èš�¿e¾Å
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�€…� fe‹z d„ S(p) ¿dÈn�s½ns(p) Ào‹Ád€ eh ¿ÈÂ� d

S(p) /
1X

s=1

s2ns(p) /
1X

s=1

s2� � exp(� cs)

�
Z 1

1
s2� � exp(� cs)ds

=
Z 1

� cs
(
z
c

)2� � exp(� z)c� 1dz with z = cs

= c� � 3
Z 1

c
z2� � exp(� z)dz

= c� � 3
Z 1

0
z2� � exp(� z)dz for p ! pc c ! 0

= c� � 3�(3 � � )

� ÔÑ���Ò�

�€ÈŽ�s½ ¬T…£n …T† l„È’ �Äh Ä� mŠd e½e" ¡hen� Ä�

�( x) =
Z 1

0
zx� 1 exp(� z)dz � ÔÒ���Ò�

�•TX�s½ mŠ€ ÄhS Rd…h …T† Ä›hd„c / j pc � pj
1
� Ä� ÂTd Äh ÄvÈn eh ÄwUoÁ „€

S(p) / (p � pc)
� � 3

� � ÔÓ���Ò�

�¼T€Èh Ã€…� s­…£½STe¾Á P¼ÅS Rd…h …n�• Uë Ps­…š †d

S(p) / j p � pcj � 
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�mŠd „d…±…h eÅ�e¾ÁRd…h …T† Ä›hd„ ÄwUoÁ „€


 = (3 � � )=� � ÔÔ���Ò�

�� = 5=2 ¼T„ÇX�s½ mŠ€ Äh Ä‹ iŽ ÀTdRd…h ÄwUoÁ „€� = 1=2 Ç
 = 1 ¼UoŽd€ Äoh Ä‹ iŽ Rd…h Ä� �STewÁX†d

Rd�Ä›hd„ Ào­eTÀUÂø¾Å ÇP1 €Ç•{½eÁ ÄŽÈ~ ·e¾ozd ÄiŠe{½ €•’„€ns(p) sº� »…­ Ào‹Ád€ eh ¿ÈÂ� d

ˆ TsÂ£T �mŽd€ •ÅdÈ~ €ÈvÇ €Ç•{½eÁ ÄŽÈ~p > pc Rd†d Äh ¼UÁd€�s½�¼Uo‹Å � mU¾� ÀTdRe¾ÁRd…h

•ÅdÈ~ €Ç•{½ Ã†d•Ád eh ÄŽÈ~ˆ TÈ—¢ eTÇ mŠdP1 ·e¾ozd eh €Ç•{½eÁ ÄŽÈ~ È—¢ eTPÃ•Ž ·e§Žd ÃeŽTev

�mŽd€ ¼UÅdÈ~ ÄwUoÁ „€�•Å€�s½ |„
P 1

s=1 sns(p) ·e¾ozd eh ¼Uo®" …n�• Uë Ä� „Èš�¿e¾Å Ä� €Èh

p = P +
1X

s=1

sns(p) � ÔÕ���Ò�

�¼T„d€ ÄwUoÁ „€P1 = 0 Ä� ¼UÁd€�s½p � pc Rd…h

1X

s=1

sns(pc) = pc

¼T„d€sÁd…{h Ä›²Á „€ Ä� ÂTd Äh ÄvÈn eh�•Žeh d…Ž¾Å •Teh ¯È­„¾v PmŠd €Ç•{½ €•¢ˆ Tpc Ä� �STewÁX†d

„¾v ¸’ez � ÓÙ���Ò� Ä›hd„ °iš ÄwUoÁ „€ns(pc) / s� �

1X

s=1

sns(pc) =
1X

s=1

s1� �

sº� „Èš�Äh ÄwUoÁ „€ P� < 3 Ä� ¼T€d€ ¿e•Á …n�• Uës­…š †d�� > 2 ¼UŽeh ÄoŽd€ Ä� €Èh •ÅdÈ~ d…Ž¾ÅsÁe½†

s‹ TÈÁ†eh …T† l„È’ �Äh d„� Ò���Ò� Ä›hd„ d•ohd�¼T†d€…ë�s½P1 „d•²½ ÄiŠe{½ Äh ¿ÈÂ� d �2 < � < 3 ¼T„d€
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�¼UÂ� �s½

P1 (p) = p �
1X

s=1

sns(p) = p � pc + pc �
1X

s=1

sns(p)

= ( p � pc) + [
1X

s=1

sns(pc) �
1X

s=1

sns(p)]

=
1X

s=1

s(ns(pc) � ns(p)) + O(p � pc)

=
1X

s=1

s1� � (1 � e� cs) + O(p � pc) � ÔÖ���Ò�

„eU‹h c / j p � pcj � „d•²½pc s‹ T€‡Á „€ ¼UÁd€�s½�¼Uo‹ÅsÁd…{h Ä›²Ás‹ T€‡Á „€P1 ÄiŠe{½ ·eiÁ€ Äh e½

s" „‡h Äh Ä� s †dR…T€e²½ eÆÂn Ç •Âo‹Å ‡U÷eÁ P¯È­„¾v „€s ˆ ÷È� …T€e²½ ÄwUoÁ „€�•Ž •ÅdÈ~ Ú̂ T€‡Á

g T…²n ·d…#oÁd eh d„ ¯È­„¾v ¼UÁdÈn�s½ ·­ •oŠd ÀTd eh�•ÂÂ� �s½ e®Td„¾v ¸’ez À Td „€s¾Æ½ •²Á •ÂŽeh1=c

�¼UÁ‡h

P1 (p) �
Z 1

1
s1� � (1 � e� cs)ds

=
Z 1

c
(
z
c

)1� � (1 � e� z)c� 1dz with z = cs

= c� � 2
Z 1

c
z1� � (1 � e� z)dz � Ô×���Ò�

�mŽd€ ¼UÅdÈ~ W‡v�Äh W‡vR…U"�·d…#oÁd eh�mŠdc ! 0 l„È’ �Ähp ! pc •z „€ ·d…#oÁd ÀUTeë ¿d…�

P1 (p) = c� � 2
Z 1

0
z1� � (1 � e� z)dz

= c� � 2f (
1

1 � �
)z2� � (1 � e� z)j10 +

1
� � 2

Z 1

0
z2� � e� zdzg

= c� � 2f 0 +
1

� � 2
�(3 � � )g

/ c� � 2
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�¼T„d€ ÄwUoÁ „€c / j p � pcj1=� Ä� ÂTd Äh ÄvÈn eh Ç

P1 (o) / j p � pcj
� � 2

� � ÔØ���Ò�

ÀUhR…ŽT€ R�Ä›hd„ Äh ÄwUoÁ „€P1 / j p � pcj � sÂ£T �mŠd� PP1 mU¾� sÁd…{hRe¾Á Ä� �STewÁX†d Ç

�¼UŠ„�s½sÁd…{hReÅe¾Á

� =
� � 2

�
� ÔÙ���Ò�

˜Èh…½ns(p) ÄhRÈ{Á Äh Ä� R …ŽT€ mU¾� …ÅRd…h Ä� mŠd ¿X ¼T†È½X�s½ eÅ�e¾Á ÀUh ™hdÇ„ ÀTd †d Ä� ÄøÁX

� Ç� Re¾Á Ç€ Äh d„ •T•v m U¾� R e¾Á Ä� •TX�s½ mŠ€ ÄhRd�Ä›hd„ P•ÁÈŽ�s½ ÄiŠe{½ mU¾� ÀTd †d Ç •ÁÈŽ�s½

Äh d„ eÅ�mU¾� …TeŠRe¾Á ¿dÈn�s½ PeÅ�¿X Ào‹Ád€ eh Ä� €„d€ €ÈvÇ ¸²o‹½Re¾Á Ç€ eÆÂn„±dÇ „€�€†eŠ�s½ ˜Èh…½

�€„ÇX mŠ€

•£h Ç€ „€ ŒÇd…n Ô���Õ���Ò

Äh ¿ÈÂ� d�¼UÂ� ¸z ° U±€ „Èš�Äh Äoh Ä‹ iŽ ÇR•£hˆ TÄ‹ iŽ RÇ„ …h d„ ŒÇd…n Äºc‹½ ¼Uo‹ÁdÈn „e� R ewÂTd Äh en

mTeÆÁ„€ Ç m‹UÁ …‹U½ Äºc‹½ °U±€ ¸z m¹ez ÀTd „€ Ä� €d€ ¼UÅdÈ~ ¿e•Á�¼T†d€…ë�s½ •£h Ç€ „€ ŒÇd…nsŠ„…h

�¼UŽeh Äºc‹½ ÀTdsŠ„…hRd…hR…ŽT€ReÅ�ŒÇ„ ·eiÁ€ Äh •Teh

eÅ�ÄŽÈ~ €d•£n ™ŠÈo½ Ñ���Ô���Õ���Ò

ehRd�ÄŽÈ~ Ç •Žeh Ã•Ž ·e§Žd PÃeŽTev ˆ TeÆÂn Ä� ÂTd ·e¾ozd l„È’ ÀTd „€�•T…UŽh …ŸÁ „€s£h…½Rd�Ä‹ iŽ

„eÆ÷ Ç mŠd ·e§Ždp ·e¾ozd eh ÃeŽTev ˆ Td…T† �n1 = p(1 � p)4 eh mŠd …hd…h ¼UŽeh ÄoŽd€ Ñ Ã†d•Ád

·e¾ozd eh Ò Ã†d•Ád ehRd�ÄŽÈ~ ÀoŽd€ ÀUÂø¾Å�•Å€�s½ |„ (1 � p)4 ·e¾ozd eh Ä� •ÂŽehs¹e~ •Teh ¿X ÄTe‹¾Å

¿X ·e¾ozd(1 � p)6 Ç mŠd ÃeŽTev Ç€ ¿€Èh ·e§Žd ·e¾ozdp2 ¿X „€ Ä� •Å€�s½ |„ �n2 = 2p2(1� p)6

ÄŽÈ~� €„d€ €ÈvÇ m¹ez ÀTdRd…hR•Âh…‹ Uë Ç€ Ä� �STewÁX†d Ç�•ÂŽehs¹e~ PÃeŽTev Ç€ ÀTd ÄTe‹¾Å •Ž Ä� mŠd
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� >Ò@R•£h Ç€ Ä‹ iŽ „€ s = 4 Ã†d•Ád ehRd�ÄŽÈ~Rd…h ¬ºo•½ReÅ�R•Âh…‹ Uë • Te¾Á�ÑÚ���Ò ¸‹ Ž

ÀTd €d•£n PeÅ�ÄŽÈ~ Ã†d•Ád •Td‡­d eh�€…U"�s½ „d…± ·e¾ozd ÀTd „€ Ò gT…–̂ T� •ŽehR€È¾¢ eTs²­d •ÁdÈn�s½

ÑÖ Ps = 4 Rd…h ·es½ ¿dÈÂ¢�Äh�€Èh •ÅdÈ•Á mzd„ns ÄiŠe{½ …ŽT€ Ç •heT�s½ • Td‡­d ¿È" eÁÈ" R eÅ�R•Âh…‹ Uë

ÒÓÄ‹ iŽ leÁdÈUz eÅ�R•Âh…‹ Uë ÀTd Äh�€„d€ €ÈvÇR•Âh…‹ Uë ÖÓ Ps = 5 Rd…h Ç €„d€ €ÈvÇ ¬ºo•½R•Âh…‹ Uë

�•Å€�s½ ¿e•Á Ô Ã†d•Ád ehRd�ÄŽÈ~Rd…h d„ ¬ºo•½ReÅ�R•Âh…‹ Uë� ÑÚ���Ò� ¸ ‹ Ž �•ÂTÈ"�s½ ‡UÁ

ÄŽÈ~ …Å ™U{½ Ä� t s¹e~ReÅ�ÄTe‹¾Å €d•£n ˆeŠd …h d„ eÅ�R•Âh…‹ Uë ÀTd P¼T€…� ¿eUh�®i± Ä� „Èš�¿e¾Å

„€ l„È’ À Td „€�¼UÅ€�s½ ¿e•Ágs;t eh d„t ™U{½ Çs Ã†d•Ád ehReÅ�ÄŽÈ~ €d•£n�¼UÂ� �s½R•Âh�ÄoŠ€ PmŠd

�¼T„d€Rd�Ä‹ iŽ …ÅRd…hsº� m¹ez

ns =
X

t

gs;t ps(1 � p)t

s²U±€ ¸z Psº� m¹ezRd…h ŒÇd…n Äºc‹½ ¿ÈÂ� en U̧¹€ ÀU¾Å Äh�mŠdgs;t ÄiŠe{½ •Â� �s½~Á…§h d„ Äºc‹½ ÄøÁX

»e¾nRÇ„ …ht ÀU#ÁeU½ Ä� €ÈŽ�s½ mher�€„d€ €ÈvÇ „‡hReÅ�ÄŽÈ~Rd…hR•z fdÈv ˆ Te½d�mŠd ÄoŽd•Á

¿dÈn�s½s ! 1 •z „€ ÀTd…heÂh� >Ò@mŠd gŠeÂo½ ÄŽÈ~ Ã†d•Ád ehs ! 1 •z „€ s Ã†d•Ád ehReÅ�ÄŽÈ~

„€ gs;t eÅ�R•Âh…‹ Uë €d•£n� < 1� pc
pc

Rd…h €ÈŽ�s½ mher�€…� R •Âh�Ä²iš� = t=s g‹z…h d„ eÅ�R•Âh…‹ Uë

s Ã†d•Ád ehRd�ÄŽÈ~ReÅ�R•Âh…‹ Uë ¸� €d•£n ÀTd…heÂh� >Ò@•Â� �s½ „eo­„[ (� +1) � +1

� � ]s l„È’ �Ähs ! 1 •z

�•Â� �s½ …UU§ns ehSTe¾Á l„È’�Ähgs =
P

t gs;t PsÂ£T

gs / s� � consts

kj G�iiB+2 �MBK�Hb
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�� = 3=2 •£h ÄŠ „€ Ç� = 1 •£h Ç€ „€ Ä�

�¼T„d€ Ç €ÈŽ�s½ ‡U÷eÁ(1 � p)t „Èo� e­p ! 0 •z „€ Ä� ¼UÂUh�s½

ns(p) =
X

t

gs;t ps(1 � p)t �
X

t

gs;t ps = ps
X

t

gs;t / s� � psconsts

�>eoTeÆÁ

ns(p) / s� � psconsts; p ! 0

ˆ TÄ‹ iŽ „€ P…n�• Uë ÄøÁX�•Â� �s½ m­d >e£T…Šns Ps ! 1 Rd…h Ãe#ÁXp � 1=const…" d Ä� ¼UÂUh�s½

logns / � s l„È’ �Äh „‡hReÅs •z „€ Ä� mŠd ¿X …#ÁeUh P¼T€„ÇX mŠ€ Ähns Rd…h Äoh Ä‹ iŽ ÇR•£h

eh Ä� ¼Uo‹Å ¿X ·eiÁ€ Äh Ä½d€d „€�¼Uo‹Å ‡UÁ •£h Ç€ „€R„eo­„ ÀUÂ÷ •ÅeŽ •Š„�s½ …ŸÁ Äh ¿ÈÂ� d �•Â� �s½ „eo­„

m¹ez „€� •£h Ç€ „€ Äºc‹½Rd…hs½È¾¢ ¸z�Ãd„̂ Tm¾Š Äh ¼UÁdÈoh P¼T€„ÇX mŠ€ Äh Äoh Ä‹ iŽ Rd…h ÄøÁX ¼U¾£n

�¼TÇ…h� •£hd „€ sº�

sŠeU²½ ÄT…ŸÁ Ö���Ò

¬ U’Èn „€ Rd�R•Uº� •²Á Pns(p) €Ç•{½ Ã†d•Ád ehReÅ�ÄŽÈ~ ¡T†Èn mU¾� Ä� ¼T€d€ ¿e•Á ¸i±ReÅ�m¾‹± „€

ÀUÂø¾Å ÇsÅeÂo½ReÅ�ÄŽÈ~ ÀU#ÁeU½ Äº¾v†d P¼Æ½ leU¾� …TeŠ ¼UÁdÈn�s½ ¿X Ào‹Ád€ eh�€„d€ ŒÇd…n †e­ „dƒ"

Äoh Ä‹ iŽ ÇR•£hˆ Tm¹ez Ç€Rd…h mU¾� ÀTd Ä� ¼Uo®" ÀUÂø¾Å�¼T„ÇeUh mŠ€ Äh d„sÅeÂo½eÁ ÄŽÈ~ ·e¾ozd

e½d�€…� fe‹z R•£h …ÅRd…h ÇRd�Ä‹ iŽ …ÅRd…h d„ ¿X ¿dÈn��s¾Ásº� „Èš�Ähs¹Ç PmŠd ÄiŠe{½�̧he± °U±€ „Èš�Äh

€„d€ mU¾Åd ÄøÁX�¼T„d•Á †eUÁns(p) €„È½ „€ le¢®šd »e¾n Äh e½ ÄšÈh…½ReÅ�mU¾� ÄiŠe{½Rd…h ÄÁeo•iŽÈ~

P¼T€†ns(p) ¡henRd…hsŠ•z Ç ¼T€d€ »ewÁd Äoh Ä‹ iŽ Rd…h ÄøÁX •ÂÁe¾Å�mŠdns(p) mU¾� sŠeU²½ ‹̧ Ž

•ÂÁe¾Å P”…­ ÀTd eh�¼UÂ� ”…­ mU¾� ÀTdRd…hsŠeU²½s£hen Ç ¼UÅ€ ¼U¾£n d„ €È~ ”…­ ¼UÅdÈ~�s½ ¿ÈÂ� d

†ds­d…{Ád ÄÁÈ"�öUÅ ¿ÈÂ� en�€…� d•Uë ¬ºo•½ReÅe¾Á ÀUhs›hdÇ„ Ç €…� ÄiŠe{½ d„ ¼Æ½ReÅ�mU¾� ¿dÈn�s½ ¸i±

�mŠd Ã••Á Ã•T€ eÅ�R†eŠ�ÄUiŽ „€ sŠeU²½ ”…­ ÀTd
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�¼UÂ� �s½ x…›½ …T† l„È’ �Äh d„ €È~sŠeU²½ ”…­

ns(p) = q0s� � f [q1(p � pc)s� ] (p ! pc; s � 1) � ÕÚ���Ò�

Äo‹hdÇ Ä‹ iŽ „eo~eŠ Ç leUb‡v ÄhsŽ¾Å eÅ�mU¾� ÀTd�ŒÇd…n ÄÁeoŠXpc Ç •Âo‹Å gŠeÂn�mherq1 Çq0 ¿X „€ Ä�

�•Âo‹UÁ ·È¾Ž�¿eÆv Ç •Âo‹Å

sn„ei¢ Äh�•Á„d€ ™h„ Ä‹ iŽ •£h Äh eÆÂn Ç •Ád�Ä‹ iŽ „eo~eŠ †d ¸²o‹½ Ä� P•Âo‹ÅsÁd…{hReÅe¾Á� Ç�

�•TX�s½ „e¾Ž Äh ·È¾Ž�¿eÆv leU¾� W‡v Ç mŠd Ä‹ iŽ le Ub‡v †d ¸²o‹½ ‡UÁf ¡hen ÀUÂø¾Å�•Âo‹Å ·È¾Ž�¿eÆv

¿dÈn�s½ eÆÂn Ç €…� ÄiŠe{½ >e¾U²o‹½R•£h …ÅRd…hsozd„ Äh ¿dÈn��s¾Á d„ ¡hen ÀTd�€„d€ ™h„ Ä‹ iŽ •£h Äh eÆÂn Ç

mŠ€ Äh�®i± Ä� swTeoÁ eh Ä� ÁX „ÈŸÂ½�Äh�€„ÇX mŠ€ ÄhR€•¢ ReÅ�̧z Ç R…nÈUì½e� R eÅ�R†eŠ�ÄUiŽ ˆ ¾� Äh

eT jzj � 1 Rd…h …n�° U±€ l„ei¢ Äh eT  „‡hReÅ�s Rd…h m‹Teh�s½f ¡hen P•Žeh ÄoŽd€sÁdÈ•¾Å ¼T€„ÇX

�•Žeh mherR„d•²½Rd„d€s � s� eTjzj � 1 Rd…h Ç •Žeh ¡T…Š m­dRd„d€s � s� / j p � pcj1=�

f (z) =

8
><

>:

constant LI jzj � 1 ) j p � pcjs� � 1 ) s � j p � pcj �
1
� / s�

decaysfast LI jzj � 1 s � s�

� ÕÑ���Ò�

>e£T…Šf ¡hen Ps � s� Rd…h Ä� �STewÁX†d …ŽT€�l„ei¢ �Äh�•Â� �s½ ¸¾¢ Ä“••½ ·Èšˆ T¿dÈÂ¢�Ähs� ÀTd…heÂh

Ã†d•Ád ÀU#ÁeU½ „€R…r]½ •²Ás � s� ehSTeÅ�ÄŽÈ~ eÆÂn Ç •Á„d•Á eÅ�ÄŽÈ~ €d•£n ™ŠÈo½ „€s¾ÆŠ P•Â� �s½ m­d

ˆ T•ÅeŽ ÄwUoÁ „€�•TX�s½ mŠ€ Ähns / s� � l„È’ �Äh eÅ�ÄŽÈ~ €d•£n ™ŠÈo½ m¹ez ÀTd „€�•Á„d€ eÅ�ÄŽÈ~

�¼Uo‹Å sÁd…{h …U¦ ReÅ�ÄŽÈ~ Äh� sÁdÈn ¡T†Èn eh� sÁd…{hReÅ�ÄŽÈ~ †d PeÅ�ÄŽÈ~ Ã†d•Ád ™ŠÈo½ „€ÒÔ†e­ „dƒ"

�®½e� sŠeU²½ ”…­ ÀTd eh P¼T€„ÇX mŠ€ Äh Äoh Ä‹ iŽ ÇR•£ĥ TÄºc‹½Rd…h …n�• Uë Ä� ÄøÁX Ä� €d€ ¿e•Á ¿dÈn�s½

mŠ€ Ähns(p) = ( p � pc)2e� s(p� pc ) l„È’ �Äh d„ eÅ�ÄŽÈ~ ¡T†ÈnR•£hˆ TÄ‹ iŽ „€ �€„d€sÁdÈ•¾Å

k9+`QbbQp2`
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�mŽd€ ¼UÅdÈ~ ¼UÂ� s‹ TÈÁ†eh …T† l„È’ �Äh d„ Ä›hd„ ÀTd …" d�¼T€„ÇX

ns(p) = ( p � pc)2e� s(p� pc ) = s� 2(s(p � pc))2e� s(p� pc ) = s� 2f [s� (p � pc)]

� ÕÒ���Ò�

�¼T„d€ ¼UÂ� Ä‹Te²½� ÕÚ���Ò� sŠeU²½ ”…­ eh d„ Ä›hd„ ÀTd …" d

� = 2; � = 1; f (x) = x2e(� x)

STe¾Á l„È’�Äh ¡T…Š m­dRd„d€x � 1 Rd…h Ç •Â� �s½ „eo­„x2 sÁdÈn l„È’�Ähx � 1 Rd…h e½sŠeU²½ ¡hen

�mŠd

eÅe¾Á ÀUh Ä›hd„ Ñ���Ö���Ò

·eiÁ€ Äh ¿ÈÂ� d �¼T„ÇeUh mŠ€ Ähs›hdÇ„ ¬ºo•½ReÅe¾Á ÀUhns(p) ˆ ¾� eh ¼Uo‹ÁdÈn Äoh Ä‹ iŽ Rd…h …n�• Uë

ÀUhs›hdÇ„ Äh ¸i± Ähe•½ns(p) †dR€Ç•{½ le¢®šd ÀoŽd€ ÇsŠeU²½ ”…­ eh eÆÂn ¿dÈn�s½ eTX Ä� ¼Uo‹Å ¿X

�¼UÂ� �s½  Ç…Ž
 Re¾Á eh d•ohd Vm­eTmŠ€ ¬ºo•½ReÅe¾Á

S /
1X

s=1

s2ns(p)

�
Z 1

1
s2� � f (z)ds where z= ( p � pc)s� = (

s
s�

)�

= jp � pcj � (3� � )=�
Z 1

1=s�
�

jzj � 1+(3 � � )=� f (z)dz=� where : p ! pc ) s� ! 1

/ j p � pcj � (3� � )=�

�ÀTd…heÂhjp � pcj � 
 s­…š †d


 = (3 � � )=� � ÕÓ���Ò�
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mŽÈÁ ¿dÈn�s½� � ÔÖ���Ò� Ä¹€e£½� ¸i± •ÂÁe¾Å P¼TÇ„�s½sÅeÂo½eÁ ÄŽÈ~ ·e¾ozd ¤d…Š Äh ·ez

� P =
1X

s=1

sns(p) � p

=
1X

s=1

sns(p) � pc + ( pc � p)

=
1X

s=1

s[ns(p) � ns(pc)] + O(p � pc) where
1X

s=1

sns(pc) = pc

�
Z 1

1
qs1� � [f (z) � f (0)]ds � ÕÔ���Ò�

Rd…h Ç mŠdz > 0 Ãe#ÁX P•Žehp > pc …" d �¼UÅ€�s½ »ewÁd d„z = ( p � pc)s� …U§o½ …UU§n ¿ÈÂ� d

s‹ TÈÁ†eh …T† l„È’ �Äh d„ …U§o½ …UU§n Ç„�ÀTd†d�mŠd mis½ Ã„dÈ¾Ås mU¾� e½d�mŠdz < 0 Pp < pc

�¼UÂ� �s½

s = jzj1=� (jp � pcj � 1=� )

ds =
1
�

jzj
1
� � 1(jp � pcj � 1=� )dz

�¼T„d€ ÀTd…heÂh�mŠddz > 0 Ä�

� P = jp � pcj
( � � 2)

�

Z
jzj(� 1+ (2 � � )

� ) [f (z) � f (0)]dz=�

¼UÁd€�s½�mŠd�1 en0 †d ·d…#oÁd €Ç•zp < pc Rd…h Ç mŠd1 en0 †d ·d…#oÁd €Ç•zp > pc Rd…h Ä�

Rd…h ÀTd…heÂh�mŠd …®’ ¿X „d•²½p < pc Rd…h Ç mŠd …®’ …U¦ Ç sÅeÂo½R„d•²½p > pc Rd…hP1 Ä�

�m‹ Teh�s½s®Â½ReÅ�¿e½È" „X

Z
jzj(� 1+ (2 � � )

� ) [f (z) � f (0)]dz = 0
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„d•²½ †d …o¾� le±ÇdsÅe" m‹ Teh�s½f (z) ¡hen P€ÈŽ …®’ ¯È­ ·d…#oÁd ŒÇd…n ÄÁeoŠX …T† Ä� ÁXRd…h ÀTd…heÂh

�1 †ds®Â½ReÅ�¿e½È" „XRd…h •ÁdÈn��s¾Á Ç €ÈŽ …®’­ eh ·d…#oÁd  È¾w½ „€ en •Žeh ¿X †d …o•UhsÅe" Çf (0)

Rd„d€f (z) ¡hen PŒÇd…n ·È¾£½ReÅ�Äºc‹½Rd…h Ä� mŠd Ã•Ž Ã•Åe•½�•Žeh ÄoŽd€s¹Ç‡ÁR…UŠ Ã„dÈ¾Å0 en

s—£h „€ Çf (0) †d …o•Uhf (z) ˜e²Ás—£h „€ l„È’ ÀTd „€�mŠds®Â½ReÅ�z „€ °º›½ ÄÂU• Uh „d•²½̂ T

�€ÈŽ�s½ „d…±…h ¯È­ ˜…Ž Ç mŠd ¿X †d …o¾� ˜e²Á

�¼T„d€ mTeÆÁ„€

Z
jzj(� 1+ (2 � � )

� ) [f (z) � f (0)]dz =

8
><

>:

constant 6= 0 IRU p > pc

0 IRU p < pc

� ÕÕ���Ò�

�¼T„d€ Ç •Â� ��s¾ÁsÂUh�• UësÅeÂo½eÁ ÄŽÈ~p < pc Rd…hsoŠ„€�Äh e½sŠeU²½ ”…­ ÄwUoÁ „€

P(p) /

8
><

>:

jp � pcj
( � � 2)

� IRU p > pc

0 IRU p < pc

� ÕÖ���Ò�

R…ŽT€sŠeU²½ Ä›hd„ Äh ÄwUoÁ „€P / j p� pcj � ¼T„d€sÂ£TPmŠd� PP Rd…hsÁd…{hRe¾Á Ä� ÂTd Äh ÄvÈn eh

�¼UŠ„�s½

� =
(� � 2)

�
� Õ×���Ò�

¿dÈn�s½�®s½�€…� fe‹z d„ •ÁÈŽ�s½ Äo~eŠns(p) Äh ÄvÈn eh Ä� R eÅ�mU¾� …TeŠRe¾Á ¼UÁdÈn�s½ ŒÇ„ ÀU¾Å Äh

� Ç� ¸²o‹½Re¾Á Ç€ g‹z…hSTe¾Á ¿XRd…h Ç €…� fe‹z d„ ÄŽÈ~ Ã†d•Ád †d »dk Äin…½ mÂ½È½ Psº� m¹ez „€
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�€„ÇX mŠ€ Äh

M k /
1X

s=1

skns(p)

�
Z 1

1
sk� � f (z)ds where z= ( p � pc)s� = (

s
s�

)�

= s(k� � +1)
�

Z 1

1=s�
�

jzj � 1+( k� � +1) =� f (z)dz=� where : p ! pc ) s� ! 1

� ÕØ���Ò�

ÄwUoÁ Ç •Â� ¸ U½ …®’ Äh •ÁdÈn�s½ ·d…#oÁd ÀUTeë ¿d…� Pk � � > � 1 sÂ£T•Žeh ÀU�n eÁ Ã•¹d…#oÁd Ä� sÁe½† en

�Äh €ÈŽ�s½ …wÂ½ Ä� •ŽehsÅeÂo½ ·d…#oÁd

M k / sk� � +1
� / j p � pcj

� � k � 1
� � ÕÙ���Ò�

sÅeÂo½eÁ d„ ·d…#oÁd P¿X ÀUTeë •z Ç m­…" ·d…#oÁd ¿dÈn��s¾Á €ÈŽ�s½ ÀU�n Ã•¹d…#oÁd Ä� k � � < � 1 Rd†d Äh

�Ä� �R„Èš�Äh m­…" °o•½ „ehn Ps� Äh mi‹ÁM k †d ¿dÈn�s½ m¹ez ÀTd „€�•Â� �s½

dnM k

(ds� )n
/ s(k� � +1+ n)

�

Z 1

1=s�
�

jzj � 1+( k� � +1+ n)=� f (z)dz=� � ÖÚ���Ò�

ÀU�n …ŽT€ Ã•¹d…#oÁd l„È’ ÀTd „€�n > � � k � 1 Ä� mŠdRd�s£Uiš €•¢ ÀT…n�̂ ÷È� n ¿X „€ Ä�

�¼T„d€ Ç mŠd €Ç•{½R„d•²½ ·d…#oÁd ¸’ez ÄwUoÁ „€ Ç €Èh •ÅdÈ•Á

dnM k

(ds� )n
/ s(k� � +1+ n)

� � ÖÑ���Ò�

�¼T„ÇeUh mŠ€ Äh d„ ¸i± ÄwUoÁ Ã„ehÇ€ ¯È­ Ä›hd„ †dR…U"�·d…#oÁd „ehnehsozd„ Äh ¼UÁdÈn�s½ m¹ez ÀTd „€

M k / sk� � +1
� / j p � pcj

� � k � 1
� � ÖÒ���Ò�



ÕÖ ŒÇd…n ÄT…ŸÁ��Ò ¸“­

s ¹eo� …­ •£h Ç eÅ�ÄŽÈ~  e£Ž Ò���Ö���Ò

mŠ€ Äh …T† Ä›hd„ †d Ä� ¬ T…£n ¿ÈUŠd…T	  e£Žˆ T¿dÈn�s½s Ã†d•Ád eh ÄŽÈ~ …ÅRd…h Ä� ¼T€…� Ã„eŽd …n�• Uë

�•TX�s½

2R2
s =

1
s2

X

ij

(r i � r j )2 � ÖÓ���Ò�

�m­…" …ŸÁ „€ ¿ÈUŠd…T	 e£ŽsÁ†Ç ÀU#ÁeU½ l„È’ �Äh ¿dÈn�s½ d„s#o‹i¾Å ·Èš Ä� ¼T€d€ ¿e•Á Ç

� 2 =
P

s 2R2
ss2ns(p)

P
s s2ns(p)

� ÖÔ���Ò�

PeÅ�ÄŽÈ~ Ã†d•Ád »Ç€ mÂ½È½ „€s¾Æ½ ¼ÆŠ Ä� m­…" …ŸÁ „€STeÅ�ÄŽÈ~  e£Ž ¿dÈÂ¢�Äh ¿dÈn�s½ d„s#o‹i¾Å ·Èš

sÁdÈnR„eo­„ ŒÇd…n ÄÁeoŠXs‹ T€‡Á „€ PS eÅ�ÄŽÈ~ Ã†d•Ád »Ç€ mÂ½È½ Ä� �STewÁX†d�•Á„d€ ŒÇd…n ÄÁeoŠXs‹ T€‡Á „€

„eo­„ PŒÇd…n ÄÁeoŠX Ä›²Ás‹ T€‡Á „€ ‡UÁs#o‹i¾Å ·Èš Ä� ¼T„d€ „eŸoÁd P€ÈŽ�s½ mTeÆÂUhsÁd…{h Ä›²Á „€ Ç €„d€

�…ŽT€�l„ei¢ �Äh�€ÈŽ mTeÆÂUh ‡UÁsÁd…{h Ä›²Á „€ Ç •Žeh ÄoŽd€sÁdÈn

� / j p � pcj � � � ÖÕ���Ò�

�mŠds#o‹i¾Å ·ÈšsÁd…{hRe¾Á� ¿X„€ Ä�

ReÅ�mU¾� s½e¾n�•ÁÈŽ�s½ d…" dÇ ŒÇd…n ÄÁeoŠX „€ ÄšÈh…½ReÅ�mU¾� †dR„eU‹h P¼Uo®" ¿ÈÂ� en Ä� „Èš�¿e¾Å

¼T€…� ¿eUh Ç�•ÂoŽd€ …h„€ d„s ¬ºo•½ReÅ�Ã†d•Ád eh eÅ�ÄŽÈ~ »e¾n Ä¾ÅRÇ„ …h„¾v P€È~ ¬T…£n „€sÂUÂ÷ ÀTd

s� / j p � pcj � 1=� Ä“••½ Ã†d•Ád €Ç•z „€ PeÅ�¿X Ã†d•Ád Ä� mŠSTeÅ�ÄŽÈ~ ¼ÆŠ ¸U¹€ Äh eÅ�STd…" dÇ ÀTd Ä�

„€ STd…" dÇsº’d gi‹½ Ä� mŠ ReÅ�ÄŽÈ~ ¿e¾Å  e£Ž„±dÇ „€ Ps#o‹i¾Å ·Èš Ä� ¼UÅ€�s½ ¿e•Á ¿ÈÂ� d�mŠd

€ÈŽ�s½sÁd…{h „eo­„ ÀTd giŠ Ä� €„d€ €ÈvÇ� ·Èš ˆ TeÆÂn�¼T€…� ¿eUh ¿ÈÂ� en Ä� mŠ STeÅ�mU¾� s½e¾n

Ä“••½ Ã†d•Ád Ç� Ä“••½ ·Èš ÀTd ÀUhR…žeÂn ÀUÂø¾Å Ç €ÈŽ�s½ €eT¼o‹UŠ Ä“••½ ·Èš ¿dÈÂ¢�Äh ¿X †d Ç

�€„d€ €ÈvÇs� ¼o‹UŠ
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>ÔPÓ@ÒÕsºÂoŠd „eh ÀU¹ÇdRd…h�•Â� �s½ …UU§ns eh ÄÁÈŽ÷ PRs ÄŽÈ~̂ T e£Ž Ä� ¼U¾Æ®h ¼UÅdÈ~�s½ ¿ÈÂ� d

R•£h Ç€ Ä‹ iŽ ˆ T�€…� ¬ U’Èn ·eo� …­ ¼UÅe®½ ™ŠÈn ¿dÈn�s½ d„ ŒÇd…n Äºc‹½ „€ eÅ�ÄŽÈ~ „eo~eŠ Ä� €d€ ¿e•Á

d„r � r ·Èš Äh fÈ÷„e÷̂ Tm¹ez ÀTd „€ �mŠdp > pc Ä� •UÂ� ”…­ d•ohd „€�•T…UŽh …ŸÁ „€ d„

ÀT•Â÷ †d •£h ÀU#ÁeU½ „Èš�Äh Ä� sše²Á €d•£n l„È’ ÀTd „€�¼T†d•Ád�s½ Ä‹ iŽ ÀTd †dSTev „€s­€e“n „Èš�Äh

¼UheUh …" d m¹ez ÀTd „€�¼T…U"�s½ …ŸÁ „€M (r ) d„ €…U"�s½ „d…± fÈ÷„e÷ ÀTd ¸~d€ P•Te½†X ÀTd »ewÁd „eh

•T€ ¼UÅdÈ~ P¼T…UŽh …ŸÁ „€ d„r = 2; 4; 6; 8; ::: �®s½s®ºo•½ReÅ�·Èš Ç ¼UÅ•h …UU§n d„ fÈ÷„e÷ Ã†d•Ád

�M (r ) / r 2 …ŽT€�l„ei¢ �Äh fÈ÷„e÷ mze‹½ eh €„d€s›~ Ä›hd„ fÈ÷„e÷ ¸~d€ ˜e²Á €d•£n ÀU#ÁeU½ Ä�

„Èš�Äh ¼Åd •£h m¹ez „€� = M (r )
r 2 = const €Èh •ÅdÈ~ fÈ÷„e÷ ·Èš †d ¸²o‹½ ˜e²Ás¹eŽ÷ ÄwUoÁ „€

…UU§n �̧ Äh ™Td…Ž ŒÇd…n ÄÁeoŠX „€ e½d�� = M (r )
r d = const ÀUÂø¾Å Ç €Èh •ÅdÈ~M (r ) / r d Ähe•½

R€eT† €d•£nRd„d€ ÄŽÈ~ ÀTd …ŽT€�l„ei¢ �Äh�€Èh •ÅdÈ~ ¸•º•o½ „eU‹h ÄŽÈ~ ÀT…n� „‡h m¹ez ÀTd „€�•Â� �s½

…Å „€ m¹ez ÀTd „€�•ÂŽeh Ã€d€Rev d„STeÅ�ÄŽÈ~ ¿eŽ€È~ ¿Ç„€ •ÂÁdÈn�s½ ‡UÁ eÅ�Ã…®z ÀTd Ç P€Èh •ÅdÈ~ Ã…®z

€È~ ÄŽÈ~ ÀT…n� „‡h ¼UTÈ"�s½ >ez®›’d ��� ÑÑ���Ò� ¸ ‹ Ž� ¼UÂUh�s½ d„ eÅ�Ã…®z ¼UÂ� Ãe#Á Ä‹ iŽ Äh Ä� sŠeU²½

�•Å€�s½ ¿e•Ás¹eo� …­ •dÈ~ €È~ †d ÄwUoÁ „€�mŠd Ähe•o½

fÈ÷„e÷ mze‹½ eh gŠeÂo½ P€d•£n ÀTd …ŽT€ �¼T„e¾•h d„M (r ) fÈ÷„e÷ ¸~d€ ˜e²Á €d•£n ¼UTeUh …" d

�¼T„ÇX�s½ mŠ€ ÄhR•£h Ç€ m¹ezRd…h�®s½�€Èh •ÅdÈ•Á

M (r ) / r 1:9

�€Èh •ÅdÈ•Á mher …ŽT€ ˜e²Ás¹eŽ÷ Ç

� =
M (r )

r 2
/

r 1:9

r 2
/ r � 0:1

Ä›hd„ †d …ŽT€ fÈ÷„e÷ ¸~d€ ˜e²Á €d•£n m¹ez ÀTd „€ …ŽT€�l„ei¢ �Äh�¼UTÈ"�s½s¹eo� …­ •£h1:9 €•¢ Äh

s¹eo� …­ •£ĥ T™ŠÈn ¿X „eo­„ ”È¢ „€ Ç •Â� ��s¾ÁRÇ…Uë mŠ Ä‹ iŽ sŠ•Uº±d •£hd ¿X „€ Ä� M (r ) / r d

k81m;2M2 >Xai�MH2v
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ÀTd…heÂh�•Âo‹Ås¹eo� …­ l„È’ �Äh „‡h Ã†d•Ád ehReÅ�ÄŽÈ~ Ppc ŒÇd…n ÄÁeoŠX Ä›²Á „€ ¼Uo®" ÄøÁX eh ÄvÈn eh

„eŸoÁd …ŽT€�l„ei¢ �Äh�€ÈŽ�s½ ‘••½ s¹eo� …­ •£ĥ TehRs ÄŽÈ~ ¿X  e£Ž Çs ÄŽÈ~̂ TÃ†d•Ád ÀUh Ä›hd„

�€ÈŽ�s½ ÄiŠe{½ …T† l„È’ �Ähs#o‹i¾Å ·Èš ÄwUoÁ „€s / Rdf
s ¼T„d€

� 2 =
P

s 2R2
ss2ns(p)

P
s s2ns(p)

=
P

s 2s
( 2

df
+2)

ns(p)
P

s s2ns(p)
� ÖØ���Ò�

mÂ½È½sº� m¹ez „€ P¼T€„ÇX mŠ€ Äh V••h „€ …n�• Uë� mŠdk = 2 Äin…½ mÂ½È½ …‹� ÀTd t…•½ Ä�

Äin…½ mÂ½È½ Ä� ‡UÁ l„È’ Ç mŠd � � 3
� Re¾ÁRd„d€ t…•½ ÄwUoÁ „€�mŠd� � k� 1

� Re¾ÁRd„d€ »dk Äin…½

�¼T„d€ mTeÆÁ „€ ÀTd…heÂh�mŠd
� � 3� 2=df

� Re¾ÁRd„d€ PmŠdk = 2 + 2 =df

� 2 /
jp � pcj(

� � 3� 2=d f
� )

jp � pcj
� � 3

�

/ j p � pcj
� 2

df �

�¼T„d€ ÄwUoÁ „€

� / j p � pcj
� 1

df � � ÖÙ���Ò�

�¼UŠ„�s½ eÅe¾Á ÀUhR…ŽT€ Ä›hd„ Äh ÀTd…heÂh

� =
1

df �
� ×Ú���Ò�

ÀUÂø¾Ådf = 2:5 R•£h ÄŠ Ä‹ iŽ Rd…h Ç mŠddf = 91=48 = 1:894R•£h Ç€ Ä‹ iŽ Rd…hs¹eo� …­ •£h

�mŠddf = 4 s¹eo� …­ •£h ÀTd PÄoh Ä‹ iŽ Rd…h Ä� >Ò@•Ád�Ã€d€ ¿e•Á

Äh PŒÇd…n ÄÁeoŠXs‹ T€‡Á „€ eÅ�mU¾� †dR„eU‹h STd…" dÇ ÇsÁd…{h „eo­„ P•Ž Äo®" …n�• Uë Ä� „Èš�¿e¾Å

Ä›hd„ Äh ÄvÈn eh�mŠds� „d•²½ €Ç•z „€ eÅ�¿X Ã†d•Ád Ä� STeÅ�ÄŽÈ~ PmŠd „‡h Ã†d•Ád ehReÅ�ÄŽÈ~ ¼ÆŠ ¸U¹€
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�mŽÈÁ ¿dÈn�s½� ×Ú���Ò� sŠeU²½

s� / j p � pcj � 1=� / j p � pcj � df � / � df

s#o‹i¾Å ·Èš ÀUhR…žeÂn Ç •Ád�sÁd…{h „eo­„ ÇSTd…" dÇ gi‹½ Ä� STeÅ�ÄŽÈ~  e£Ž Ps#o‹i¾Å ·Èš …ŽT€�l„ei¢ �Äh

eÅ�ÄŽÈ~ Ã†d•Ád ¡T†Èn ¡hen „€s� m²U²z „€ �€„d€ €ÈvÇs� / � df l„È’ �Ähs� ¼o‹UŠ Ä“••½ Ã†d•Ád Ç

„Èš�Äh eTs � s� Rd†d Äh�•Â� �s½ d•v …ŽT•‹ T†d d„ ¡T†Èn ¡hen ÀTd ‡Te¾o½ „eo­„ Ç€ Ä� •Â� �s½ ¸¾¢Rd�ÄÁÈ"�Äh

Rs � � ·€e£½ „Èš�Äh eTs � s� Rd…hs¹Ç P€„d€sÁdÈnR„eo­„ ¡T†Èn ¡hen Ä� ¼Uo‹Å ¿X •ÅeŽRs � � ·€e£½

�•Â� �s½ m­dSTe¾Á l„È’�Äh ¡T†Èn ¡hen

ÀTd Ç mŠdpc ŒÇd…n ÄÁeoŠX „€ ¼o‹UŠ „eo­„ Ähe•½ >e²U±€Rs � � eTs � s� Rd…h ¼o‹UŠ „eo­„„±dÇ „€

Ä� d„sÁd…{h „eo­„ Ä� mŠd ¼o‹UŠ Rd…h Ä“••½ ·Èšˆ T¿dÈÂ¢�Äh� „±dÇ „€�•Âo‹UÁ ‡U¾n ¸he± …ŽT•‹ T†d Ç€

Rs / s1=df sÂ£TP•Âo‹Ås¹eo� …­ •dÈ~Rd„d€ eÅ�ÄŽÈ~ Ç mŠds / s� � STe¾Á l„È’�Äh ¡T†Èn ¡hen ¿X „€

�•Â� �s½ d•v PRs / s1=d ÀUÂø¾Å Ç •Â� �s½ m­dSTe¾Á Ç m‹UÁsÁdÈn ¡T†Èn ¡hen Ä� sÁd…{h …U¦ „eo­„ †d d„

Ã„ehÇ€�€„ÇX mŠ€ Äh eÅ�¿X ÀUhRd�Ä›hd„ Ç €d€ ™h„� Ç� ReÅe¾Á Äh d„s¹eo� …­ •£hRe¾Á ¿dÈn�s½ ÀUÂø¾Å

l„È’ À Td „€�¼Td�ÄoŽdƒ" Ä‹ iŽ †dSTev „€s­€e“n l„È’ �Äh d„r � r €e£hd Äh fÈ÷„e÷ˆ T•UÂ� ”…­

Äh P•Ád�sÅeÂo½eÁ ÄŽÈ~ È—¢ Ä� STeÅ�ÃeŽTev €d•£n l„È’ ÀTd „€ P•Žehr < � …" d ¼Uo®" …n�• Uë Ä� „Èš�¿e¾Å

¸~d€ Ã•Ž ·e§ŽdReÅ�ÃeŽTev ¸� €d•£ns­…š †d�r df eh mŠd gŠeÂo½ Ç €ÈŽ�s½ ‘••½ s¹eo� …­Re¾Á̂ ¾�

gŠeÂo½ •ŽehsÅeÂo½eÁ ÄŽÈ~ È—¢ ÃdÈ•¹€sÅeŽTev Ä� ÁX ·e¾ozd l„È’ ÀTd „€�prd eh mŠd gŠeÂo½ fÈ÷„e÷

�eh mŠd

P1 /
r df

r d
; r < �

�¼T„d€ ÄwUoÁ „€�mŠd Ñ †d …n�̂ ÷È� Ç ÃdÈ•¹€R€•¢ a Ä� r = a� Ä� •UÂ� ”…­ ¿ÈÂ� d

P1 /
� df

� d
= / � df � d / j p � pcj � � (df � d)
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�¼UŠ„�s½s¹eo� …­ •£h ÇsÁd…{hReÅe¾Á ÀUhR…ŽT€ Ä›hd„ Äh ÄwUoÁ „€

� = � � (df � d) =) df = d �
�
�

� ×Ñ���Ò�

eÅ�R†eŠ�ÄUiŽ PR•£h Ç€ Ä‹ iŽ Rd…h�mŠd ·È¾Ž�¿eÆv ‡UÁs¹eo� …­ •£h P•Âo‹Å ·È¾Ž�¿eÆv� Ç� ReÅe¾Á Ä� �STewÁX†d

Äh>Ó@ �€„d€sÁdÈ•¾Å ¯È­STe¾Á ™hdÇ„ ehShÈ~�Äh Ä� df � 91=48 eh mŠd …hd…h „d•²½ ÀTd •Å€�s½ ¿e•Á

mŠ„€eÁ­ eh €e£hd „€ PmŠd «Ç…£½ÒÖsŠeU²½ d…­ Ä›hd„ Äh Ä� df = d � �
� Ä›hd„ Ä� €d€ ¿e•Á ¿dÈn�s½sozd„

sÁd…{h •£h ¿X Äh Ä� mŠd ¯€e’ d � dc €e£hdRd…h eÆÂn Ä›hd„ ÀTd Ä� €„d€ €ÈvÇ €e²o¢d ÀTd„±dÇ „€�mŠd

Ä‹ iŽ •£h Ä� �s¹ez„€�mŠddf = 4 ¿Xs¹eo� …­ •£h ¼Uo®" �®i± Äoh Ä‹ iŽ Rd…h ·es½ ¿dÈÂ¢�Äh�•ÂTÈ"�s½Ò× ­ eh

�m‹ UÁ „d…±…h� ×Ñ���Ò� Ä›hd„ Ç mŠd mTeÆÂUh

ˆ TÄhe•½ PsÁd…{hReÅe¾Á Ç ŒÇd…n •ÂTd…­d � dc •£h ehReÅ�Ä‹ iŽ Rd…h Ä� €„d€ €ÈvÇ „Çeh ÀTd„±dÇ „€

eh ÄwUoÁ „€�•Á…U"�s½ „d…±s¹È¾Ž�¿eÆv ®̂� ˆ T„€ eÅ�¿X Ä¾Å Ç mŠd Äoh Ä‹ iŽ ¿Èø¾ÅR•£h mTeÆÂUh Ä‹ iŽ

¿dÈn�s½df = 4 Ä� ÂTd Äh ÄvÈn eh Ç� = 1=2 Ç� = 1 ¼T€„ÇX mŠ€ Äh Äoh Ä‹ iŽ Rd…h Ä� STeÅe¾Áˆ ¾�

�€„ÇX mŠ€ Äh d„­ ehsÁd…{h •£h

dc = df +
�
�

= 6

sÅe" Ç „dÈŽ€ „eU‹h sº� „Èš�Äh ŒÇd…n Äºc‹½ °U±€ ¸z Ä� ÁX ¼¦„�sº¢ Ä� mŠd ¿X ¼Uo~È½X ¿ÈÂ� en ÄøÁX

P¼UÂ� � „€ le Ub‡v eh Ç ¸½e� „Èš�Äh d„ Äºc‹½ en ¼T„d•Á †eUÁ ¿X „eo­„� „€ Rd…h e½ e½d P•Š„�s½ …ŸÁ Äh À‹ ¾½eÁ

¬ U’Èn d„ ¼Æ½ReÅ�mU¾� „eo­„ ¿dÈn�s½ Äºc‹½ †dR•Uº� Ç ¼Æ½ „eU‹h s¹Ç P€Ç•{½ le¢®šd Ào‹Ád€ eh Ä‹ ºh

sÁd…{hReÅe¾Á ¼Uo‹ÁdÈnsŠeU²½ ”…­ˆ ¾� eh e½�m®" À•Š eÅ�¿Xs¹È¾Ž�¿eÆvReÅ�̂ ®� †d ÀUÂø¾Å Ç €…�

¸²o‹½Re¾Á Ç€ eÆÂn €ÈvÈ½ReÅe¾Á »e¾n ÀUh †d Ä� ¼T€d€ ¿e•Á Ç ¼T†eŠ ˜Èh…½ …ŽT•‹ TÄh d„ ¬ºo•½ReÅ�mU¾�

Äºc‹½ •£h Äh eÆÂn Ä� ¸²o‹½Re¾Á Ç€ ÀTd�€„ÇX mŠ€ Äh e¾Á Ç€ ÀTd Ào‹Ád€ eh ¿dÈn�s½ d„ eÅe¾Á ÄU²h Ç €„d€ €ÈvÇ

�•Á†eŠ�s½ ‘••½ e½Rd…h d„s¹È¾Ž�¿eÆv ®̂� …Å •Á„d€ ™h„

ke>vT2`b+�HBM;
kdmTT2` +`BiB+�H /BK2MbBQM
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Œ„ewÂÆh†eh ÃÇ…" ŒÇ„ ×���Ò

ˆ ¾� Äh�€d€ „d…± e½ „eUo~d „€ ŒÇd…n Äºc‹½ ¸z „€R•Â¾Ž†„d le¢®šd ¼Uo~d€…ë ¿X Äh …n�• Uë Ä� sŠeU²½ ÄT…ŸÁ

s›hdÇ„ ¬ºo•½ReÅe¾Á ÀUh ¼Uo‹ÁdÈn …n�¼Æ½ Ä¾Å †d Ç ¼UÂ� sŠ„…h d„ ¬ºo•½ReÅ�mU¾� sÁdÈn „eo­„ ¼Uo‹ÁdÈn ¿X

ÄT…ŸÁ e½d�€„d€ €ÈvÇ ¸²o‹½Re¾Á Ç€ eÆÂn Ç •Âo‹UÁ ¸²o‹½ …ŽT•‹ T†d eÅe¾Á ÀTd Ä� ¼T€d€ ¿e•Á Ç ¼T„ÇeUh mŠ€ Äh

•TehR†eŠ�ÄUiŽ eTÇsºUº{n …ŽT€ReÅ�ŒÇ„̂ ¾� eh Ç„�ÀTd†d�•TÈ"�s¾Á eÅe¾Á ÀTd „d•²½ €„È½ „€R‡U÷ sŠeU²½

�m­„ ŒÇd…n ÄÁeoŠX ÀUÂø¾Å Ç eÅe¾Á ÀTd …T€e²½ Ào­eT·eiÁ€ Äh

†d Œ„ewÂÆh†eh ŒÇ„ Ã•Td�mŠd Œ„ewÂÆh†eh ŒÇ„ Ã•Ž  d•hd ¿ÈÂ� en Ä� sºUº{n ReÅ�ŒÇ„ ÀT…n�¼Æ½ †ds‹ T

ReÅ�̂e U²½Rd…h ¼T€…� ¿eUh�®i± Ä� „Èš�¿e¾Å�€…U"�s½ Ä¾•÷…ŠsÁd…{h Ä›²Á „€ ¼o‹UŠ ¿€Èh Ähe•o½ €È~ »ÈÆ®½

P / r df � d �®s½ Ç mŠds¹eo� …­ •dÈ~Rd„d€ Ç mŠd Ähe•o½€È~ ¼o‹UŠ � s#o‹i¾Å ·Èš †d …o¾� s¹Èš

»e¾nsÂ£T¿€Èh Ähe•o½€È~ ÀTd …ŽT€�l„ei¢ �Äh�mŠdns / s� � sÁdÈn eÅ�ÄŽÈ~ Ã†d•Ád ¡T†Èn ¡hen ÀUÂø¾Å Ç

·Èš PŒÇd…n ÄÁeoŠX Ä›²Á „€ mŠ„€�•Á…ŽT•‹ TÄhe•½R„e½X …ŸÁ †ds#o‹i¾Å ·Èš †d …o¾� Ã†d•Ád ehReÅ�ÄŽÈ~

¡T†Èn ¡hen †d Ä� „Èš�¿e¾Å�•ÁÈŽ�s½ …ŽT•‹ TÄhe•½R„e½X …ŸÁ †d eÅ�ÄŽÈ~ »e¾n ÀTd…heÂh�€ÈŽ�s½ mTeÆÂUhs#o‹i¾Å

¿dÈÂ¢�Äh�€„d€ €È~ „€ d„s¹ÈšReÅ�̂e U²½ Ä¾Å ¼o‹UŠ P•TX�s½…h mŠdsÁdÈnsÁd…{h Ä›²Á „€ Ä� eÅ�ÄŽÈ~ Ã†d•Ád

Ä‹Te²½sº’d Ä‹ iŽ eh d„ ¿X ‰ìŠ Ç ¼UÂ� STe¾Á� „‡h d„ ¿X Ç ¼UÂ� d•v d„ Ä‹ iŽ †ds‹ ÷È� Ä� nˆ T…" d ·es½

�¼UÅ€ ‡UU¾n …ŽT•‹ T†d d„ Ç€ ¿XR„e½X …ŸÁ †d ¼UÁdÈn��s¾Á Ç €Èh •ÂÅdÈ~ …ŽT•‹ TÄUiŽ Ç€ ÀTd P¼UÂ�

¼UÂ� �s½ ¼U‹²n b� bÃ†d•Ád ehSTeÅ�·ÈºŠ Äh d„ Ä‹ iŽ �¼UÂ� �s½ ¸¾¢ ÄÁÈ"�ÀTds²U²z Re—­ „€ Œ„ewÂÆh†eh „€

�mŠds#o‹i¾Å ·Èš †d …n�̂ ÷È� „eU‹h b „d•²½ ¿X „€ Ä� �mŠd ÃeŽTevb2 €d•£nRd„d€ ·ÈºŠ …Å Ä� �R„Èš�Äh

¼UTÈ"�s½ÒØÃeŽTev …hd P•T•v ÃeŽTev ÀTd Äh ¼UÂ� �s½ ÀT‡ŽTevs� n ÃeŽTevˆ Teh d„ eÅ�·ÈºŠ ÀTd †d »d•� …Å ¿ÈÂ� d

Äh Ä� ¿ÈÁe±ˆ T™ŠÈn ÃeŽTev …hd ÀTd €ÈiÁ eT¿€Èh ·e§Žd mU£–Ç �•ÂTÈ"�s½ÒÙ¿€…� mŽ„€�ÄÁd€ •ÂTd…­ ÀTd Äh Ç

P¿ÈÁe± ÀTd�€…� „–Ç ¿XRd…h ¿dÈn�s½s®ºo•½ReÅ�¿ÈÁe±�€ÈŽ�s½ ÀUU£n P€ÈŽ�s½ Äo®" ÓÚŒ„ewÂÆh†eh ¸T•in ¿X

…" d Ä� l„È’ À Td Äh�•Â� �s½ ÀUU£n ·ÈºŠ ¸~d€ReÅ�ÃeŽTev ˆeŠd …h d„ ÃeŽTev …hd €ÈiÁ eT¿€Èh ·e§Žd mU£–Ç

k3bmT2`@bBi2
kN+Q�`b2@;`�BMBM;
jy `2MQ`K�HBx�iBQM i`�Mb7Q`K�iBQ
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…hd •ÂŽehs¹e~ mT…s� d …" d Ç €ÈŽ�s½ Äo­…" …ŸÁ „€ Ã•Ž ·e§Žd ‡UÁ ÃeŽTev …hd P•ÂŽeh Ã•Ž ·e§Žd eÅ�¿X mT…s� d

™ŠÈn P¼U½eÂhp0 d„ ÃeŽTev …hd ¿€Èh ·e§Žd ·e¾ozd …" d l„È’ À Td „€�€ÈŽ�s½ Äo­…" …ŸÁ „€s¹e~ ‡UÁ ÃeŽTev

eÅ„eh e½ …" d PmŠd Ähe•o½ €È~�®½e� ¼o‹UŠ Ä� sÁd…{h Ä›²Á „€ mŠ„€�€ÈŽ�s½ ‘••½ p0 = R(p) ¸ T•in

�p0 = p = pc Ä� ¼T„d€ „eŸoÁd PmŠd Ähe•o½ €È~ ¼o‹UŠ Ä� ¸ U¹€ ÀTd Äh ¼UÅ€ »ewÁd d„ Œ„ewÂÆh†eh •ÂTd…­ ÀTd

mher Ä›²Áp� Ä� pc = p� sÂ£TR(p) Œ„ewÂÆh†eh ¸T•in ÓÑmher Ä›²Á eh mŠd …hd…hsÁd…{h Ä›²Á ÄwUoÁ „€

�¼T„d€sÂ£T�mŠdR(p) ¸ T•in

p� = R(p� )

�€ÈŽ�s½ …hd…hbmŠd ÄTe‹¾Å ÃeŽTev Ç€ ÀUh Äº’e­ Ä� Ä‹ iŽ mher PŒ„ewÂÆh†eh •ÂTd…­ »ewÁd „eh …Å ehs­…š †d

l„È’ À Td „€�€ÈŽ�s½ ÄiŠe{½ •T•v •zdÇ ÀTd „€ eÅ�mU¾� »e¾n Ç €ÈŽ�s½ …hd…hbÄ‹ iŽ „€ Ps¹Èš •zdÇ„±dÇ „€

�•Â� �s½ …UU§nsº’d Ä‹ iŽ Äh mi‹Á1=b„Èo� e­̂ Teh Äo­eTŒ„ewÂÆh†eh Ä‹ iŽ „€ eÅ�·Èš Ç eÅ�Ã†d•Ád Ç ¸’dÈ­ »e¾n

�mŠd …T† l„È’ �Äh •T•v Ä‹ iŽ „€ s#o‹i¾Å ·Èš ÄwUoÁ „€

� 0 = �=b � ×Ò���Ò�

Äo­eTŒ„ewÂÆh†eh Ä‹ iŽ „€ Ähe•½ „Èš�Äh�� = constjp � pcj � � ¼T„d€s#o‹i¾Å ·ÈšRd…hsº’d Ä‹ iŽ „€

�¼T„d€ ÀTd…heÂh�� 0 = constjp0 � pcj � � ¼T„d€ ‡UÁ

jp0 � pcj � � =
1
b
jp � pcj � � � ×Ó���Ò�

�¼T„d€ Ãe#ÁX P¼UÅ€ „ÈºUn ™‹hp� = pc sÁd…{h Ä›²Á ·Èz d„R(p) …" d

p0 = R(p� ) +
dR(p)

dp
jp� (p � p� ) + O((p � p� )2)

jR}t2/ TQBMi
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�ÄwUoÁ „€

p0 � p� � � (p � p� ); � �
dR(p)

dp
jp� � ×Ô���Ò�

�¼T„d€ ¼UÁeŠ…h� � ¿dÈn Äh d„ ¯È­ Ä›hd„ ÀU­…š …" d

jp0 � p� j � � = � � � jp � p� j � �

¼T„ÇX mŠ€ Äh d„� Re¾Á „d•²½ ¼UÁdÈn�s½ ÄwUoÁ „€� � � = b� 1 ¼UheU½„€� ×Ò���Ò� Ä›hd„ Ç ¯È­ Ä›hd„ Ä‹Te²½ eh

�¼T„d€ Ç

� =
logb
log�

� ×Õ���Ò�

…hd Ç€ ÀUh Äº’e­ Ä� � PÄo­eTŒ„ewÂÆh†eh Ä‹ iŽ s¹Èš •zdÇ „€ d„� ¼UÅdÈ•h …" d P¼Uo®" …n�• Uë Ä� „Èš�¿e¾Å

¼T„d€ Ç mŠd Ähe•o½€È~ Ä‹ iŽ PsÁd…{h Ä›²Á „€ Ä� �STewÁX†d e½d�� 0 = �=b ¼T„d€ P¼UÂ� fe‹z � mŠd ÃeŽTev

„€ eÆÂn Ä¹€e£½ Ç€ ÀTd�� 0 = � ¼UŽeh ÄoŽd€ •Teh ÀTd…heÂh�•Â� …UU§n •TeiÁ Ä›²Á ÀTd „€s#o‹i¾Å ·Èš Pp0 = p

>d„…‹ ½ ¼UÁdÈn�s½ Ç €ÈŽ�s½ mTeÆÂUhs#o‹i¾Å ·ÈšsÁd…{h Ä›²Á „€�� = 1 ; 0 Ä� •Á„e"†eŠ …ŽT•‹ Tehsn„È’

…" d e½d�•Áe½�s½s±eh mTeÆÂUhs#o‹i¾Å ·Èš ¿eÂø¾Å P¿X »ewÁd „eh …Å eh Ç ¼UÅ•h »ewÁd d„ Œ„ewÂÆh†eh ¸¾¢

•Åe � Œ„ewÂÆh†eh „eh …Å eh Ç mŠdsÅeÂo½R„d•²½s#o‹i¾Å ·Èš P¼UŽeh ÄoŽd€ Äº’e­sÁd…{h Ä›²Á †ds� •Ád

Ä›²Á †dp0 = R(p) Œ„ewÂÆh†eh ¸T•in ·e¾¢d „eh …Å eh ‡UÁp0 „d•²½ Ç�¼TÈŽ�s½ „Ç€sÁd…{h Ä›²Á †d Ç •heT�s½

�mŠd „d•TeëeÁ mher Ä›²Áˆ TmŠdsÁd…{h Ä›²Á Ä� Pmher Ä›²Á ÄwUoÁ „€�€ÈŽ�s½ „Ç€p� mher

Ç€ Ä‹ iŽ ˆ T �¼UÁd•h d„ Œ„ewÂÆh†eh ¸T•in ¼T„d€ †eUÁ� Re¾Á Ç ŒÇd…n ÄÁeoŠX „d•²½ ÄiŠe{½Rd…h ¿ÈÂ� d

eh l„È’ À Td „€�•T…UŽh …ŸÁ „€ ÃeŽTev2 � 2 †d ‹̧ •o½ d„ ·ÈºŠ …Å ÀUÂø¾Å�•T…UŽh …ŸÁ „€s£h…½R•£h

·e§Žd ·ÈºŠ ¸~d€ReÅ�ÃeŽTev mT…s� d Ä� mŠd ·e§Ždsn„È’ „€ ÃeŽTev …hdˆ T€…� mŽ„€�ÄÁd€ •ÂTd…­ »ewÁd

mU£–Ç~Âë� ÑÒ���Ò� ¸ ‹ Ž �•Žeh ·e“ndRd„d€ mŠd„ Äh ê÷ †d Ç ÀUTeë Äh­ eh †d ·ÈºŠ Ä� R d�ÄÁÈ"�Äh P•Žeh Ã•Ž

l„È’ À Td „€�¼T…U"�s½ …ŸÁ „€ Ã•Ž ·e§Žd d„ ÃeŽTev …hd eÅ�¿X †ds‹ T¿€d€ |„ eh Ä� •Å€�s½ ¿e•Á d„ ¬ºo•½
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Psº’d R�Ä‹ iŽ „€ Ä� ·ÈºŠ Ç€�Œ„ewÂÆh†eh ¸¾¢ †ehˆ T†d •£h Ã•Ž €ewTdRe›~ †dRd�ÄÁÈ¾Á�ÑÓ���Ò ¸‹ Ž
Äo­eTŒ„ewÂÆh†ehReÅ�ÃeŽTev Œ„ewÂÆh†eh ¸¾¢ †d •£h Ä� �s¹ez„€ P•ÂÂ� �s¾Á ¸“o½ mŠd„ m¾Š Äh d„ ê÷ m¾Š

�•Ád�̧“o½ …ŽT•‹ TÄh

ew� „€ „±dÇ „€ Vm‹U÷ •Âo‹UÁ °U±€� sÁd…{hRe¾Á Ç ŒÇd…n ÄÁeoŠXRd…h Ã•½X�mŠ€�Äh …T€e²½ ÀTd Ä� ÁXU̧¹€

¸ T•in Ä›hd„ ÀoŽÈÁ »e#ÂÅ P„±dÇ „€ e½ V€ÈŽ�s½ uTeoÁ ¿•Ž °U±€eÁ giŠ Ä� ¼T€…� €„dÇ Äºc‹½ „€SiT…²n e½ P„e�

¸²o‹½ PÃeŽTev …hd …Å Ào­…" …ŸÁ „€ ·e§Žd ·e¾ozd Ä� ÂTd ¿X Ç ¼T€…� ¼Æ½ „eU‹h ”…­ ˆ TR(p) Œ„ewÂÆh†eh

…Å ·e§Žd ·e¾ozd d•ohd „€ d…T† mŠd mŠ„€ Œ„ewÂÆh†eh Äºz…½ ÀU¹Çd „€ «…z ÀTd�mŠd eÅ�ÃeŽTev …hd …TeŠ †d

•ÅdÈ•Á ¸²o‹½ ·e¾ozd ÀTd …ŽT€ PŒ„ewÂÆh†eh „eh�̂ T†d •£h e½d�mŠd …ŽT•‹ T†d ¸²o‹½sº’d Ä‹ iŽ „€ ÃeŽTev

•TX�s½ mŠ€ Äh Äo­eTŒ„ewÂÆh†eh Ä‹ iŽ „€ STeÅ…U‹½ m¹ez ÀTd „€�mŠd Äo‹hdÇsºi±ReÅ�»e" Äh„±dÇ „€ Ç €Èh

�mŠd Ã•Ž Ã€d€ ¿e•Á� ÑÓ���Ò� ¸ ‹ Ž „€ ¿X †dRd�ÄÁÈ¾Á�mŠd ÄoŽd•Á €ÈvÇsº’d Ä‹ iŽ „€ Ä�

¿eUh �¼T€…� ¬ T…£n d„ ·•½ ÀTd „€ ¼Æ½ReÅ�mU¾� Ç ¼T€…� s­…£½ ¸U“®n Äh d„ ŒÇd…n ·•½ ¸“­ ÀTd „€

�¼T€…� s­…£½STeÅe¾Á eÅ�¿XRd…h Ç •Á„d€sÁdÈn „eo­„ eÅ�mU¾� ÀTd PŒÇd…n †e­ „dƒ" sÁd…{h Ä›²Á „€ Ä� ¼T€…�

¼T€…� ¿eUh ÀUÂø¾Å�¼Uo~d€…ë ¿X leUb‡v Äh Ç ¼T€…� ¸z Äoh Ä‹ iŽ ÇR•£ĥ TÃ€eŠ Ä‹ iŽ Ç€Rd…h d„ ·•½ ÀTd

ÄT…ŸÁRÇ„�ÀTd†d Ç m‹UÁ …Tƒë�¿e‹ ½d ¿X °U±€ ¸z •£h ÄŠ eT•£h Ç€ „€�®s½ …n­ eh €e£hd Çs½È¾¢ m¹ez „€ Ä�

¼T„ÇX mŠ€ Äh eÅ�mU¾� „eo­„ †dSiŠeÂ½ ¬U’Èn sº� m¹ez „€ ¼T„€e± ¿X̂ ¾� Äh Ä� ¼T€…� s­…£½ d„sŠeU²½

Ç€ eÆÂn Ç •Âo‹UÁ ¸²o‹½ …ŽT•‹ T†d eÅe¾Á ÀTd Ä� ¼T€d€ ¿e•Á Ç ¼T€„ÇX mŠ€ ÄhsÁd…{hReÅ�Re¾ÁRd…hs›hdÇ„ Ç

Rd…hRd�SiT…²n ¸z ¿dÈn�s½ Ä� ¼T€d€ ¿e•Á Œ„ewÂÆh†eh ÃÇ…" ŒÇ„s­…£½ eh Ä½d€d „€�€„d€ €ÈvÇ ¸²o‹½Re¾Á

¸“­ „€ �¼UÂ� ÄiŠe{½ d„sÁd…{hReÅ�Re¾Á ¼Uo‹ÁdÈn ŒÇ„ ÀTdˆ ¾� Äh •£h Ç€ „€�¼T„ÇeUh mŠ€ Äh Äºc‹½ ÀTd

¼UÂ� �s½s­…£½ d„sÂT„:ŒÇ€„dRd�Ã„Ène� Ä‹ iŽ Ã
TÇ�Äh Ç ¼UÂ� �s½sŠ„…h Ã•UøUëReÅ�Ä‹ iŽ RÇ„ …h d„ ·•½ ÀTd •£h

�¼T†d€…ë�s½ Ä‹ iŽ ÀTdRÇ„ …h Äºc‹½ ÀTd ¸z Äh Ç


