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Statistical Pattern Recognition 

 مدل مخفی مارکوف



 فهرست مطالب

 زنجيره ی مارکوف•
 مدل مارکوف قابل مشاهده•
 مدل مخفی مارکوف•
 چند مثال•
 مسائل سه گانه•

 ارزیابی–
 یافتن زنجيره ی حالات–
 آموزش–
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 پيش گفتار

  تصادفی متغيرهای» نمونه ها که می شد فرض تاکنون•
 .هستند «(iid)یکسان توزیع با مستقل

 .است درست نمایی محاسبه ی سادگی فرض این مزیت–
 متوالی نمونه های که کاربردها برخی برای حال، عين در–

 .نيست  پذیرفتنی پيش فرض این دارند، وابستگی
 مثال عنوان به دارند، وابستگی کلمه یک حروف مثال عنوان به•

 x و t حرف های از بعد یکسانی احتمال با h حرف انگليسی زبان در
 .نمی شود ظاهر

 به که است واج هایی شناسایی به مربوط نيز صدا بازشناسی•
 معتبر واج ها این از مشخصی توالی تنها و هستند وابسته یکدیگر
 .نيستند مجاز نيز کلمه ها از ترتيبی هر بالاتر سطحی در هستند،

 را نمونه ها توالی می تواند «پارامتری تصادفی فرآیند» یک–
 .کند توليد
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Parametric random process 



 فرآیندهای گسسته ی مارکوف

  زمان از لحظه هر در که بگيرید نظر در را سيستمی•
 : باشد شده مشخص حالت N از یکی در

  S1, S2, ...., SN 

  داده نمایش qt با t زمان در سيستم حالت•
 :می شود

 
  با دیگر حالتی به سيستم حالت تغيير احتمال•

 :می شود تعيين سيستم قبلی حالت های به توجه
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Discrete Markov Process 

qt=Si  در زمانt  سيستم در حالتSi می باشد 

1 -1(  |  , ,...)t j t i t kP q S q S q S   

   
 



 (...ادامه)فرآیندهای گسسته ی مارکوف

 t+1 زمان در حالت مارکوف، مدل از خاصی حالت برای•
  مدل» آن به که دارد، بستگی t زمان در حالت به تنها

 .می گویند «اول مرتبه ی مارکوف
 

  از مستقل (transition) «گذار احتمال» که این فرض با•
 : باشد زمان

 
 Si حالت اولين که که است این احتمال  اوليه، احتمال•

 :باشد
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First-order Markov Model 

1 -1 1(  |  , ,...) (  |  )t j t i t k t j t iP q S q S q S P q S q S      
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 (...ادامه)فرآیندهای گسسته ی مارکوف

 
 
 
 
 

• A=[aij] ابعاد با ماتریس یک N×N که است 
 .می شود یک برابر آن سطر هر عناصر جمع

 تمام حاصل جمع که است تایی-N برداری          •
 .است یک برابر آن عناصر
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Stochastic automaton 

[ ]i 



 مارکوف قابل مشاهدهمدل 

  t زمان در ، «مشاهده قابل مارکوف مدل» یک در•
 .می دهد نشان را حالت کدام qt که می دانيم

 حالت هر ؛است فعلی حالت برچسب فرآیند، خروجی–
 .می باشد فيزیکی رخداد یک مشاهده ی با متناظر

 

  ترتيب معادل اینجا در ،O ،«مشاهدات دنباله ی»•
  رخداد احتمال که ، است شده مشاهده حالت های

 :می شود محاسبه زیر صورت به آن
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Observable Markov Model 

1 1 2 11 1
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Observation sequence 



 1مثال 

 در مشخص زمان یک در جوی وضعيت بيانگر حالت هر•
 :می باشد (ظهر مثلاا)روز
 بارندگی وجود :1حالت–

  ابری هوای :2حالت–
 آفتابی هوای :3حالت–

 :انتقال ماتریس•
 

  این احتمال باشد، آفتابی هوا اول روز در که این فرض با•
 -بارانی-بارانی-آفتابی-آفتابی بعد، روز هفت که

 :باشد آفتابی-ابری -آفتابی
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 (...ادامه)1مثال 

 
 
 
 

 :dاحتمال باقی ماندن مدل در یک حالت به اندازه ی زمان •
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 ...(ادامه)1مثال 
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 به طور متوسط چند روز پياپی هوا آفتابی است؟

( ) ( | , ) ( ) ( )d 1

i 1 i ii ip d P O Model q S a 1 a   

 طور به می رود انتظار فوق مثال در نمونه عنوان به
  تنها و ابری روز 2.5 آفتابی، هوا پياپی روز پنج متوسط

 .باشد بارانی هوا متوالی روز 1.67
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 2مثال 

 هریک در که داریم اختيار در گلدان  N کنيد فرض•
 .است موجود رنگ هم توپ هایی

 (S3) سبز و (S2) آبی ،(S1) قرمز•
–qt زمان در که توپی رنگ t را است، شده برداشته  

 .می دهد نمایش

 الگوشناسی آماری
11 

 

 1 1 3 3

0.4 0.3 0.3

0.5,0.2,0.3        0.2 0.6 0.2

0.1 0.1 0.8

, , ,

T

O S S S S

 
 

  
 
  



A

         1 1 1 3 1 3 3

1 11 13 33

| , | | |

                 

                 0.5 0.4 0.3 0.8 0.048

P O P S P S S P S S P S S

a a a

    

   

    

A



 (...ادامه)2مثال 

  T طول با مشاهده (K) سری یک مثال این در کنيد فرض•
 یاد را A و П پارامترهای می تواند سيستم است، موجود
 ام-k دنباله ی در t زمان در سيستم حالت     اگر .بگيرد
  تقریب زیر صورت به می توان را اوليه حالت احتمال باشد،

 :زد
 

 گذار احتمال و•
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 مدل پنهان مارکوف

  بسيار عملی استفاده ی برای مشاهده قابل مارکوف مدل•
 .می باشد محدود

  را سيستم حالت های ،«(HMM)پنهان مارکوف مدل» در•
  خروجی حالت، هر در بلکه نمود مشاهده نمی توان
  خاص حالت یک در سيستم حضور احتمال شده، مشاهده

 .می کند بيان احتمالاتی تابعی با را
  از سيستم خروجی مختلف حالت های در که این فرض با •

 :باشد زیر مجموعه ی
 

 :می آید دست به زیر صورت به  «مشاهده احتمال»–
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Hidden Markov Model 

1 2{ , ,..., }Mv v v

( ) ( | )j t m t jb m P O v q S  

Observation (emission) probability 



 (...ادامه)مدل پنهان مارکوف

 .نيست مشاهده قابل سيستم حالت های دنباله ی•
 چنين است شده باعث که است نکته ای همان این–

 .شود ناميده پنهان سيستمی
  را نآ می توان مشاهدات، دنباله ی به توجه با ولی –

 .نمود محاسبه را آن احتمال بهتر بيان به یا و زد حدس
 «مشاهده دنباله ی» هر ازای به  که داشت توجه باید–

  می تواند که است موجود حالت دنباله ی زیادی تعداد
 با ولی نماید توليد را مشاهده دنباله ی همان

 .متفاوت احتمال های
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 (...ادامه)مدل پنهان مارکوف

 تصادفی حرکت بر علوه مارکوف پنهان مدل در•
 تصادفی هم شده مشاهده خروجی حالت ها، بين

 .است
  تو مارکوف مدل نوعی واقع در پنهان مارکوف مدل –

 .است تو در
 حالات بين انتقال اصلی مارکوف مدل که بدین ترتيب –

  یک به توجه با مشاهده  حالت، هر در و می دهد نشان را
 .می شود انجام حالت آن به وابسته مارکوف مدل

  آن تخصيص و حالات تعداد تعيين مشکل اولين•
 .است مشاهدات دنباله ی به
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 3مثال 

  (چند یا)یک مانع یک پس در شخصی کنيد فرض•
  نحوه ی که این بدون و می کند پرتاب را سکه

  را پرتاب نتيجه ی تنها باشد، معين عملکردش
 :می دهد نمایش

 
 
 

  مارکوف زنجيره ی با را فرآیند این می توان چگونه•
 کرد؟ مدل
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1 2 3 TO o o o o

   HHT TTH



 (...ادامه)3مثال 
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1 2

1-P(H)P(H) 1-P(H)

Heads TailsP(H)

O=HHTTHTHHTTH…

S=1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 ...

1 

 .دو حالت در نظر گرفته و هر حالت بيان گر یک روی سکه باشد•
 .است p(H)تنها پارامتر مجهول •
 !است« مدل مارکوف قابل مشاهده»•



1 2

a11 a221-a11

1-a22
P(H)=P1

P(T)=1-P1

P(H)=P2

P(T)=1-P2

O=HHTTHTHHTTH…

S=2 1 1 2 2 2 1 2 2 1 2 ...

 ...(ادامه)3مثال 
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2 

دو حالت در نظر گرفته و هر حالت بيان گر خروجی یک روی •
 .سکه است

 (.البته به جز احتمال اوليه)چهار پارامتر مجهول وجود دارد•
 !است «مدل مارکوف پنهان»•



 ...(ادامه)3مثال 
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3 

 (.البته به جز احتمال اوليه)نه پارامتر مجهول وجود دارد•

1 2

3

a11 a22

a33

a12

a21

a32

a23

a31

a13 State

1 2 3

-------------------------------------

P1 P2 P3

1-P1 1-P2 1-P3

P(H)

P(T)

O=HHTTHTHHTTH…

S=3 1 2 3 3 1 1 2 3 1 3 ...

 .هر چه مدل بزرگ تر شود قابليت مدل کردن آن بهتر خواهد بود•
 .رخ دهد  overfittingاما در عين حال ممکن است مشکل •

 



 4مثال 

 که است حالتی معادل پنهان مارکوف مدل گلدان، و توپ مثال در•
   .باشيم داشته  متفاوت رنگ های با توپ  هایی گلدان هر در

 امj گلدان از m رنگ با توپی کردن خارج معادل  bj(m) اینجا در•
 .می باشد

 که تفاوت این با است موجود رنگ ها از دنباله ای نيز بار این •
  .هستند گلدان کدام به متعلق توپ ها که نمی دانيم
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{ , , , , }o red red green blue yellow

Jack Ferguson and his colleagues 
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HMM Unfolded in Time 



 مؤلفه های مدل پنهان مارکوف

 (N:)تعداد حالت ها•
 (M:)تعداد نماد های قابل مشاهده•
 احتمال گذار•
 احتمال مشاهده•

 
 :احتمالات حالات اوليه•

 الگوشناسی آماری
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1 2{ , , , }NS S S S

1 2{ , ,..., }MV v v v

ij 1[ ] where ( | )ij t j t iA a a P q S q S   

[ ( )] where ( ) ( | )j j t m t jB b m b m P O v q S   

1[ ] where ( )i i iP q S    

 بنابراین یک مدل مارکوف پنهان را می توان به صورت

 :زیر نشان داد

( , , )A B  



 HMMسه مسأله ی پایه مرتبط با 
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Jack Ferguson of IDA (Institute for Defense Analysis) 

 تعيين احتمال رخداد یک دنباله از مشاهدات: ارزیابی 1

Evaluation 
P (O | λ)=? 

2 
 تعيين محتمل ترین حالت یک دنباله از مشاهدات

State sequence 

P (Q* | O, λ ) = maxQ P (Q | O , λ ) 

 یادگيری مدل 3

Learning 

 Given X={Ok}k, find λ* such that  

  P ( X | λ* )=maxλ P ( X | λ ) 

 کارآمد



 مسأله ی ارزیابی

 :است شده مشاهده زیر دنباله ی که فرض این با•
 

 :باشد مشخص  حالت ها، دنباله ی اگر –
 

  حالت های در مشاهدات از دنباله این رخداد احتمال –
 :می آید دست به زیر ترتيب به شده مشخص

 الگوشناسی آماری
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1 2{ ... }TQ q q q

1 1 2 2

1

( | , ) ( | , ) ( ) ( ) ( )
T

T

t t q q q T

t

P O Q P o q b o b o b o 


 

P (O | λ)=? 

1 2{ ... }TO o o o

تنها اطلعاتی که در این حالت داریم، خروجی سيستم است و 
 هيچ اطلعاتی از حالات سيستم نداریم

 ادامه



 مسأله ی ارزیابی

 
 :احتمال رخداد دنباله  حالات سيستم •

 
 

 :در نتيجه•
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P (O | λ)=? 

1 1 2 11 1

2

( | ) ( ) ( | ) ...
T T
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t t q q q q q

t

P Q p q P q q a a 
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 ادامه



 مسأله ی ارزیابی

 
  تابع محاسبه ی و فوق رابطه ی داشتن اختيار در با•

 :داشت خواهيم O حاشيه ای احتمال
 
 

 !نيست عملی شيوه این البته که•
 .دارد وجود حالت ها برای مختلف شيوه ی NT که چرا–
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P (O | λ)=? 

1 1 1 2 2 3 11 2 2( , | ) ( ) ( ) ... ( )
T T Tq q q q q q q q q q TP O Q b o a b o a a b o 




  

( | ) ( , | )
all possible Q

P O P O Q   O(2TNT) 



 مسأله ی ارزیابی
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P (O | λ)=? 
Forward backward Procedure 

   1 , |t t t ii P O O q S  

 

     1 1

1

2)Induction Recursion :

        
N

t t ij j t

i

j i a b O  



 
  
 


Forward variable 

   
1

3)Termination :

|
N

T

i

P O i 



O(N2T) 

   1 | ,t t T t ii P O O q S  

Backward variable 

   1 1

1)Initialization:

        i ii b O 



 ریز محاسبات
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Forward backward Procedure 
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   1 | ,t t T t ii P O O q S  

Backward variable 

 

1) Initialization:

        1T i 

 امکان و هستند کوچکی بسيار اعداد ضرب محصول متغير دو هر :نکته
 هر در می شود توصيه مشکل این از پرهيز برای دارد، وجود آن ها پاریز

 .شوند نرمال نتایج مرحله
 ( )t tj

c j

     1 1

1

2) Recursion:

        
N

t ij j t t

j

i a b O j  







 ریز محاسبات
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Backward variable 



 یافتن دنباله ی حالات

  مارکوف مدل یک خصوصيات داشتن اختيار در با•
 مشاهدات، از دنباله یک و λ پنهان

 
 بيشترین با که هستيم  حالت ها از دنباله ای پی در •

 :کند توليد را نظر مورد مشاهدات دنباله ی احتمال
 

    انتخاب و ممکن حالات  تمام محاسبه ی راه یک•
 !است احتمال بيشترین با مسير
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P (Q* | O, λ ) = maxQ P (Q | O , λ ) 

1 2{ ... }TO o o o

1 2{ ... }TQ q q q



 یافتن دنباله ی حالات
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   ,t t ii P q S O  

P (Q* | O, λ ) = maxQ P (Q | O , λ ) 

   

   
1

t t

N

t tj

i i

j j

 

 






حالتی انتخاب می شود که بيشترین ( t)در هر گام 
 .احتمال را داشته باشد

qt
*= arg maxi γt(i) 

t i t iP(O|q =S ,λ)P(q =S |λ)
=  

P(O|λ)



 ریز محاسبات
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t t i

t i t i

t i t i1 t t+1 t iT
N

t jj=1

1 t t i t+1 t iT

γ (i) P(q =S |O,λ)               Bayse theorem

P(O|q =S ,λ)P(q =S |λ)
      =  

P(O|λ)

P(o ... |q =S ,λ) P(q =S |λ)o P(o ... |q =S ,λ)o
      =

,q =SP(O |λ)

P(o ... , |λ)o q =S P(o ... |q =S ,λ)o
      =

P





N

t jt jj=1

t t

N

t tj=1

, P( )(O|q =S λ) q =S

α (i)β (i)
      =

α (j)β (j)





P (Q* | O, λ ) = maxQ P (Q | O , λ ) 
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Viterbi’s Algorithm 

1 2 t-1

t 1 2 t-1 t i 1 t
q q ...q

δ (i) max P(q q ...q ,q =S ,o ...o |λ)

P (Q* | O, λ ) = maxQ P (Q | O , λ )` 

1) initialization :

1 i i 1

1

   

δ (i)=π b (o )

ψ (i)=0
2) induction :

max

arg max

t t-1 ij j t
i

t t-1 ij
i

  

δ (j)= δ (i)a .b (o )

ψ (j)= δ (i)a

  

  

3) Ter min ation :

max

arg max

*

T
i

*

T T
i

 

p = δ (i)

q = δ (i)
 (دنباله ی حالت ها:)برگشت مسير•

4) Path backtracking :

* *

t t+1 t+1

  

q =ψ (q ),   t=T-1,T-2,...,1



 یادگيری

  یک داشتن اختيار در با که است این هدف•
 مشاهدات از آموزشی مجموعه ی

 برآورد گونه ای به                       مدل پارامترهای
 بيشينه                 درست نمایی تابع که شوند
 .شود

 .ندارد وجود مساله این برای تحليلی حل راه•
 :می شود استفاده شونده تکرار فرآیند یک از–
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 Given X={Ok}k, find λ* such that  

  P ( X | λ* )=maxλ P ( X | λ ) 
Learning 

* ( , , )A B  

 
1

K
k

k
O


X

*( | )P X

   1, , | ,t t i t ji j P q S q S O   

Baum-Welch algorithm 



 ریزمحاسبات
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t t i t 1 j

t i t 1 j t i t 1 j

t i t 1 j t 1 j t i t i

1 t t i t 1 t 1

( i , j ) P( q S ,q S | O , )

P( O | q S ,q S , ) P( q S ,q S | )
           

P( O | )

P( O | q S ,q S , ) P( q S | q S , ) P( q S | )
           

P( O | )

1
           P( o ...o | q S , ) P( o | q S

P( O | )
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t 2 T t 1 j ij t i

1 t t i t 1 t 1 j

t 2 T t 1 j ij

t j t 1 t 1 ij

t kl l t 1 t

, )

               P( o ...o | q S , )a P( q S | )

1
           P( o ...o ,q S | ) P( o | q S , )

P( O | )

               P( o ...o | q S , )a

( i )b ( o ) ( j )a
          

( k )a b ( o )

 

 

 

 



 

  







 

 




 

  1k l

t ij j t 1 t 1

t kl l t 1 t 1k l

( l )

( i )a b ( o ) ( j )
          

( k )a b ( o ) ( l )



 

 



 

 

 

 



 (...ادامه)یادگيری

 
 
 

 
 محاسبه را حالت یک در حضور احتمال می توان•

 :کرد
 

 باشد، مشاهده قابل مارکوف مدل که صورتی در•
 .بود خواهند یک و صفر ξ و γ مقادیر از کدام هر–
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 Given X={Ok}k, find λ* such that  

  P ( X | λ* )=maxλ P ( X | λ ) 

   
     

     

1

1 1

1 1

, , | ,

            =

t t i t j

t ij j t t

t kl l t tk l

i j P q S q S O

i a b O j

k a b O l

 

 

 



 

 

  

 

Baum-Welch algorithm 

N

t t

j 1

( i ) ( i , j )


    ,t t ii P q S O  



 (...ادامه)یادگيری
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 Given X={Ok}k, find λ* such that  

  P ( X | λ* )=maxλ P ( X | λ ) 

Baum-Welch algorithm(EM) 

 

 

 11# sequences  starting  with 
ˆ

# sequences

k

ii k

i

q SS

K



 



 
 

 
 

1

11

1

1

# transitions from  to 
ˆ

# transitions from 

1  and 
    

1

i j

ij

i

T - k k

t i t jk t

T - k

t ik t

S S
a

S

q S q S

q S







 




 

 

   1, , | ,t t i t ji j P q S q S O   

   ,t t ii P q S O  

11 if 1 if  and 
   

0 otherwise 0 otherwise

t i t i t jt t

i ij

q S q S q S
z z

   
  
 

        ,t t

i t ij tE z i E z i j        



، با پارامترهای  با مقدار فعلی پارامترهای 1در گام •
 .تخمين زده می شوند ξو  γمدل مقادیر 

بر اساس تخمين زده شده، پارامترهای مدل به روز  •
 .می شوند
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Baum-Welch algorithm 

   

 

 
   

 

1
1

1 1 1
1

1 1

1 1

1 1

,
ˆ ˆ       

1
ˆ     

     

k

k

k

k

K
k

K T k

tk k t
i ij K T k

tk t

K T k k

t t mk t

j K T k

tk t

i
i j

a
K i

j O v
b m

i













  


 

 

 

 




  
 

 

 

E-Step 

M-Step 

 .نزولی خواهد بود p(O|λ)این روند تا همگرایی ادامه خواهد یافت، ثابت شده است که 

Soft count 



 چند نکته -یادگيری

 عمل در و می یابد را محلی ماکزیمم الگوریتم، این•
  پيچيده ای شکل (maximization surface)هدف رویه ی

 .است محلی ماکزیمم زیادی تعداد دارای و دارد
  نوعی به آموزش مسأله ی کليت که این به نظر•

  نظير تکنيک های از و است بهينه سازی مسأله ی یک
  بهره می توان مسأله این حل برای گرادیان نزول

 .جست
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در برخی کاربردها مانند تشخيص گفتار استفاده از  •
 .مدل های خاصی توصيه  می شود

 الگوشناسی آماری
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Ergodic model 

Model Selection in HMM 

Left to right HMMs(Bakis Model) 
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 دسته بندی

  یک، هر که داشت خواهيم هاHMM از مجموعه یک•
   .می کنند مدل را دسته یک به مربوط دنباله های

 HMM یک کلمه، هر ازای به شده ادا کلمات بازشناسی در مثلا –
 .می شود داده آموزش جداگانه

 مدل های تمام شناسایی، برای جدید کلمه ی یک ارائه ی با –
 .می شود محاسبه مقدار و می گيرند قرار ارزیابی مورد موجود
 :داشت خواهيم بيز قانون از استفاده با سپس

 
 
 

 دسته ی عنوان به باشد P(λi|O) احتمال بيشترین درای که مدلی–
 .می گردد معرفی شده شناسایی
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Ferdinando Silvestro Samaria,  “Face Recognition Using Hidden Markov Model”,  1994 



 سایر منابع

• Rabiner, L. R. (1989). "A tutorial on hidden Markov models and 
selected applications in speech recognition." Proceedings of the 
IEEE 77(2): 257-286. 

 الگوشناسی آماری
47 


