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!نکبت ابعاد

عملکردبهبودبهمنجرابعادافزایشنظری،لحاظاز•
.تنيسگونهاین هميشهعملدرامامی شود،دسته بندی

يونرگرسیادسته بندیایده آلفرآیندیکدرمی رودانتظار•
کاهش»فرآیندوشودصرفنظربی اهميتخصيصه هایاز

دوجواینبا.نباشدنيازموردجداگانهصورتبه«ابعاد
:می گيردقرارتوجهموردزیردلایلبهابعادکاهش
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Curse  of dimensionality

است که ( sparsity)بزرگ شدن ابعاد معادل افزایش حجم و تنکی داده
 statistical)این قضيه برای کليه کاربردهایی که در آن معناداری آماری 

significance )اهميت دارد، می تواند مشکل ساز شود.



مزایای کاهش ابعاد

حجمومصرفیحافظه ی:«محاسباتحجمکاهش»•
بستگیداده ها(d)ابعادو(N)تعدادبهمحاسبات

.دارد
محاسباتزمان–
نيازموردحافظه ی–

داده هایحذف:«دادهجمع آوریدرصرفه جویی»•
غيرضروری

ساده،مدل های:(robustness)«مقاوم بودن»•
باشد،کم حجمآموزشیداده هایکههنگامی

قدرت؛(دارندکم تریواریانس)می باشند«مقاوم تر»
بعاد،اافزایشباداده،مشخصیتعدادبرایپيش بينی

.می یابدکاهش
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...(ادامه)مزایای کاهش ابعاد

وردمدرکم تر،خصيصه هایتعدادبا:«دانشاستخراج»•
وجودبهتریدرکآنبهمربوطفرآیند هایوداده ها
بهمی توانراخصيصه هااینگاهی.داشتخواهد
متغيرهایکهگرفتنظردر«پنهانعوامل»صورت

.می گيرندنشأتآن هاازمشاهدهقابل

دادندستازبدون)خصيصه هاتعدادکههنگامی•
درکبهتر«داده هاساختار»باشد،کم تر(اطلاعات
تشخيصبهترغيرمعمولوپرتداده های.می شود

.دارندبهترینمایشقابليتمی شود؛داده
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Hidden or latent factor



خصيصه( استخراج–انتخاب )

:خصيصهانتخاب•
–Kمهم ترخصيصه ی(k<d)می شودانتخاب.
زیرمجموعهانتخابالگوریتم های–

:خصيصهاستخراج•
–Kمی شوداستخراج،جدیدخصيصه ی.
بعدی-kفضایبهبعدیn-فضایازنگاشت–
مختلفیدیدگاه هایازنيزخصيصهاستخراجروش های–

برابردرخطیروش هایهستند،طبقه بندیقابل
برابردربی نظارتروش  هاییاوغيرخطیروش های
بانظارتروش های

الگوشناسی آماری
6

Feature Selection vs Extraction



انتخاب زیرمجموعه

بهترینانتخابهدفزیرمجموعه،انتخا بدر•
وابعادکم ترینبازیرمجموعه ایزیرمجموعه،
.می باشدنتيجه،درست ترین

–2d،مجوعه ییکدرزیرمجموعهd-دارد،وجودعضوی
باشد،کوچکdکهزمانیجزبهحالاتتمامبررسی

.نيستامکان پذیر
:جلوبهروجستجوی•

درØاوليهحالتدرFخصيصه ها،مجموعه ینخست،گامدر–
.می شودگرفتهنظر

دهافزوخصيصه هامجموعه یبهخصيصهبهترینگامهردر–
(کم تر(E(F))خطایميزان).می شود

.کرداستفادهvalidationداده هایازبایدخطابررسیبرای–

الگوشناسی آماری
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Forward search

j = argmini E ( F  xi ) 

Add xj to F  if E ( F  xj ) < E ( F ) 



...(ادامه)انتخاب زیرمجموعه 

:عقببهروجستجوی•
اوليهحالتدرFخصيصه ها،مجموعه ینخست،گامدر–

.می شودگرفتهنظردرخصيصه هاتمامی
حذفخصيصه هامجموعه یازخصيصهبدترینگامهردر–

.می شود
روشاست،زیادخصيصه هاتعدادکههنگامی•

.می شوددادهترجيحجلوبهروجستجوی
.استبانظارتصورتبهزیرمجموعهانتخاب•
اطلاعاتتنهاییبهخصيصهیککهکاربردهاییدر•

دمانن).نيستمفيدخصيصهانتخابندارد،مفيدی
(چهرهتشخيص
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Backward search



مثال

الگوشناسی آماری
9

Iris data: Single feature

Iris setosa Iris versicolor Iris virginica

0.76

0.57

0.92

0.94
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Iris data: Add one more feature to F4

0.940.87 0.96
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!در صورت اضافه کردن خصيصه ی بعدی نتایچ افت می کند

.گی دارددر بسياری موارد انتخاب خصيصه ها به نوع دسته بند بست

د در صورت کوچک بودن پایگاه داده، خصيصه ی انتخاب شده، می توان
validationو trainingبه نحوه ی تقسيم پایگاه به دو دسته ی 

.مربوط باشد



تحليل مؤلفه های اصلی

بعدی-kفضایبهبعدی-dداده ینگاشتهدف•
رخاتلافميزانکم ترینکهگونه ایبه،(k<d)است
.دهد

:wراستایدرxنگاشت–
z = wTx

Var(z)کهمی شودانتخابگونه  ایبهراستااین•
آنامتداددردادهکهراستاییشود،ماکزیمم
.باشدداشتهراتغييراتبيشترین

.ودشآشکارترنمونه هاتفاوتمی شود،باعثمسألهاین–
.است«بی نظارت»صورتبهبعدکاهششيوه یاین•
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Principal Components Analysis



...(ادامه)تحليل مؤلفه های اصلی

الگوشناسی آماری
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http://www.public.asu.edu/~jye02/



...(ادامه)تحليل مؤلفه های اصلی
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http://www.public.asu.edu/~jye02/



...(ادامه)تحليل مؤلفه های اصلی
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http://www.public.asu.edu/~jye02/



...(ادامه)تحليل مؤلفه های اصلی

:پراکندگی داده ماکزیمم می شود، wدر راستای •
Var(z) = Var(wTx) = E[(wTx – wTμ)2] 

= E[(wTx – wTμ)(wTx – wTμ)]
= E[wT(x – μ)(x – μ)Tw]
= wT E[(x – μ)(x –μ)T]w = wT ∑w

where Cov(x)= ∑

در این حالت تنها راستا است که اهميت دارد، در نتيجه•
:اشدبرای یافتن پاسخ یکتا، باید شرط زیر نيز برقرار ب

||w||=1

الگوشناسی آماری
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...(ادامه)تحليل مؤلفه های اصلی

هبزیررابطه یاساسیمؤلفه یاولينبراینتيجهدر•
:می آیددست

و برابر صفر قرار دادن w1با مشتق گرفتن نسبت به •
آن

در نتيجه•

از طرفی                       ،  در واقع واریانس در راستای •
w1برابر مقدار ویژه ی متناظر با آن است.

الگوشناسی آماری
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می باشدΣیکی از بردارهای ویژه ی ماتریس w1در نتيجه 
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T

نس با ، برابر بردار ویژه ی ماتریس کواریامؤلفه ی اصلیاولين  
.بيشترین مقدار ویژه است



...(ادامه)تحليل مؤلفه های اصلی

رایطشبرعلاوهاصلی،مؤلفه یدومينیافتنبرای•
مهاساسیمؤلفه یاولينراستایبربایدپيش
شدهنگاشتداده هایحالتایندرباشد،عمود

.بودخواهند(uncorrelated)«ناهمبسته»
باید،(w2)اصلیمؤلفه یدومينیافتنبرای•

Var(z2)بودنمتعامدبهمشروطشود،ماکزیمم
w2||=1||واصلیمؤلفه یاولينبر

الگوشناسی آماری
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...(ادامه)تحليل مؤلفه های اصلی

:پس از مشتق گرفتن خواهيم داشت•
با ضرب در •

الگوشناسی آماری
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ریسماتویژه یبرداربرابر،اصلیمؤلفه یدومين
مدورده یدرویژهمقداربيشترینباکواریانس

بهویژهمقادیرسایرترتيبهمينبهاست،
.می آینددست
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...(ادامه)تحليل مؤلفه های اصلی

بردارهایباشد،متقارنماتریسکهصورتیدر•
.هستندمتعامدآنویژه ی

positiveماتریسکهصورتیدر• definite،باشند
.بودخواهندمثبتهمگیویژهمقادیر

اندازه یبهباشد،singularماتریسکهصورتیدر•
rankخواهيمغيرصفرویژه یمقادیرماتریس

.داشت

الگوشناسی آماری
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...(ادامه)تحليل مؤلفه های اصلی

z = WT(x – m)

، بردارهای ویژه ی ماتریس کواریانس Wستون های •
.هستند

الگوشناسی آماری
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...(ادامه)تحليل مؤلفه های اصلی

الگوشناسی آماری
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Haykin, S. Neural Networks: A Comprehensive Foundation,



...(ادامه)تحليل مؤلفه های اصلی

هنگامسألهاینبهمی تواننيزدیگریزاویه یاز•
کهاستتبدیلیماتریسیافتنهدفکرد؛

فضایدرکهکندنگاشتگونه  ایبهراداده های
.باشند«ناهمبسته»جدید

•Cd×dبردارهایستون هایشکهاستماتریسی
:استکواریانسماتریسویژه ی

الگوشناسی آماری
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xWz
T   D'z Cov ماتریس قطری

ICC T

T
SCCS 

ادامه



...(ادامه)تحليل مؤلفه های اصلی
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T
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TT
cccccc   222111

T
CDC ماتریس قطری که عناصر روی قطر اصلی 

.دمقادیر ویژه ی ماتریس کواریانس هستن
Spectral decomposition

DSCC T   SWWzxWz
TT  Cov      ,

CW    Dz Cov



کاهش بعد

نتيجهمی توانباشد،کوچک|S|کهصورتیدر•
يجهنتدر.هستندکوچکویژه،مقادیربرخیگرفت
آنبامتناظرویژه  یبردارراستایدرداده ها

.استکردنصرفنظرقابلوداردکمیواریانس
بامی شوند،انتخابپرارزشمؤلفه یKحالتایندر–

مرتبصعودیصورتبهویژهمقادیرکهآنفرض
.باشندشده

معمولاًصوت،یاتصویرپردازشنظيرکاربردهایدر–
.استتوجهقابلابعادکاهش

الگوشناسی آماری
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21Proportion of Variance (PoV)

PoV>0.9
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Scree graph

Proportion of Variance (PoV)

نمایش واریانس برحسب تعداد بردارهای ویژه
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Visual analysis

eigendigits

در صورتی که سه بعد نخست، حاوی بخش عمده ای از واریانس باشند،
.بهره برد«بررسی دیداری»می توان داده ها از آن ها برای 



چند نکته

ویژه ایبردارهایمی توان،PoVگرفتننظردربرعلاوه•
به)حدآستانهیکازآنمتناظرویژه یمقدارکه

حذفرااستکم تر(واریانسميانگينمثالعنوان
.نمود

ادیزیتغييراتمختلفابعاددرواریانسکهصورتیدر•
رویبرهمبستگیمقدارازبيشباشند،داشته

.بودخواهداثرگذاراصلیمؤلفه ی
ماتریس»ویژه یمقادیروبردارهاازمی توانشرایطایندر–

بهراداده هاکهاینیاکرداستفاده(R)«همبستگی
داشتهیکسانواریانسهمگیکهکردنرمالگونه ای

.باشند

الگوشناسی آماری
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چند نکته

•PCA ،استحساسشدتبهنویزبهنسبت.
فاصله یازاستفادهباپرتداده هایحذفسادهروشیک–

Mahalanobisکواریانسماتریسمحاسبه یازپيش
.است

راخطاميزانکم ترینPCAمتعامد،بردارهایتماممياندر•
.دارد

•Karhunen-Loève expansionوHotelling transform
.می روندکاربهمشابهمفاهيمبرایهستنددیگرینام های

commonدر• principal componentsکلاس هاهمه یبرای
اینبامی شود،گرفتهنظردریکسانیاساسیمؤلفه های

.ودمی شگرفتهنظردرمتفاوتکلاسهرواریانسکهتفاوت

الگوشناسی آماری
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Reconstruction error  
t
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xx̂

T

iiS CCD



در شناسایی چهرهPCAکاربرد 
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ORLپایگاه داده ی 

ميانگين چهره ها

M. Turk, A. Pentland, "Eigenfaces for Recognition", Journal of 

Cognitive Neuroscience, vol. 3, no. 1, pp. 71-86, 1991.



...(ادامه)در شناسایی چهرهPCAکاربرد 
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6 5 4 3 2 1

40 39 38 37 36 35

Eigenfaces



...(ادامه)در شناسایی چهرهPCAکاربرد 
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= -0.05

+ …. -0.012

+(2.4

)103+1.9



تشخيص چهره
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xx ˆ



.استصورتبهداده هاماتریس•
ردمی باشد،خصيصه هاکواریانسماتریس•

نتيجه
Xدرطرفينضرببا•

ویژه یمقدارباویژه یبردارXwiنتيجهدر•
λiاست.

درنمونه هامختصاتویژه،بردارحالتایندر•
.می دهدنشانراwiراستای

الگوشناسی آماری
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Feature Embedding

  ii

T
XwXwXX 



,min(dحداکثرماتریسرتبه یمی شود،ثابت• N)

.می باشد
256×256تصویرچهلحاویدادهپایگاهیکبرای•

خواهد65536×65536خصيصه هاکواریانسماتریس–
.بود

.می باشد40×40نمونه هاکواریانسماتریسکهحالیدر–
ازمی دهد،نشانرانمونه هادوبه دوشباهتماتریساین–

فضاییکدرراداده هاشيوه اینگفتمی تواننظراین
kظحفآن هابينفاصله یکهمی دهدقرارگونه ایبهبعدی

.می شود

الگوشناسی آماری
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Feature Embedding



تحليل تفکيک خطی

برای دسته بندی مناسب است؟PCAآیا •
راستای نگاشت بر اساس واریانس،–

.انتخاب می شود
در این ميان ممکن است اطلاعات دسته ها از–

.بين بروند

ندی به است و برای دسته ب«باناظر»تحليل تفکيک خطی، •
.کار می رود

است که بين هدف آن کاهش بعد همراه با حفظ اطلاعاتی–
.دسته ها تمایز قائل می شود

الگوشناسی آماری
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Fisher Linear Discriminant Analysis

Ronald Aylmer Fisher

در این راستا دو کلاس
همپوشانی دارند

در این راستا دو کلاس 
بدون خطا طبقه بندی 

می شوند

http://www.public.asu.edu/~jye02/

دسته بندی دو کلاسه



کاهش ابعاد برای دسته بندی

الگوشناسی آماری
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Between-class distance Within-class distance

ات برای انتخاب راستای مناسب برای نگاشت، باید اطلاع
.دسته ها نيز  در نظر گرفته شود

http://www.public.asu.edu/~jye02/

دسته بندی دو کلاسه



...(ادامه)تحليل تفکيک خطی 
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می شودانجامگونه ایبهنگاشت،LDAدر
وشدهحداکثرکلاسدوبينفاصله یکه

کلاسیکبهمتعلقنمونه هایفاصله ی
.گرددمينيمم
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...(ادامه)تحليل تفکيک خطی 
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...(ادامه)تحليل تفکيک خطی 

:هدف ماکزیميم کردن رابطه ی زیر است•

:با مشتق گرفتن•
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جداساز خطی: یادآوری
بدین ترتيب، بر ای کلاس

جداساز بهينه  LDAنرمال، 
.است

دسته بندی دو کلاسه



دسته بندی برای بيش از دو کلاس

رایب:باشددوازبيشترکلاس هاتعدادکهزمانی•
موردنگاشتبرایWd×kماتریسابعاد،کاهش

:می گيردقراراستفاده

ماتریس هایWTSWWوWTSBWنگاشت، ازپس•
«درون دسته ها»و«بين دسته ها»دادهپراکندگی

.بودخواهند
الگوشناسی آماری
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K>2 Classes
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Within-class scatter

Between-class scatter:



دسته بندی برای بيش از دو کلاس

زیر،عبارتشدنبيشينهصورتدرنتيجهدر•
.می شودانجامشکلبهترینبهدسته بندی

هکاستمعياریدترمينانکواریانس،ماتریسبرای–
.می دهدنشانرادادهپراکندگی

رینبزرگ تبامتناظرویژهبردارهایپاسخ،حالتایندر–
SWماتریسویژه یمقادیر

-1SBبودخواهد.
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مثال
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PCALDA
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PCA vs LDA



LDAکاربردهای 

• Face recognition

– Belhumeour et al., PAMI’97

• Image retrieval

– Swets and Weng, PAMI’96

• Gene expression data analysis

– Dudoit et al., JASA’02; Ye et al., TCBB’04

• Protein expression data analysis

– Lilien et al., Comp. Bio.’03

• Text mining

– Park et al., SIMAX’03; Ye et al., PAMI’04

• Medical image analysis

– Dundar, SDM’05

الگوشناسی آماری
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مقدمه ای بر تحليل عاملی

یککهمی کنيمفرض«عاملیتحليل»در•
که(z)داردوجود«مخفیعامل»مجموعه ی

.می سازدرا(x)متغيرهاآن هاترکيب

xi – µi = vi1z1 + vi2z2 + ... + vikzk + εi

E[ zj ]=0, Var(zj)=1, Cov(zi ,, zj)=0, i ≠ j , 

E[ εi ]= ψi, Cov(εi , εj) =0, i ≠ j, Cov(εi , zj) =0 ,

الگوشناسی آماری
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Factor Analysis

latent factors

noise sourcesfactor loadings



...(ادامه)تحليل عاملی

مجموعهکهمی شودفرضطوراینواقعدر•
ودارندریکدیگبابالاییهمبستگیکهمتغيرهایی
،استپایينمتغيرهاسایرباآن هاهمبستگی

اببدین ترتيب.هستندمشترکیعواملدارای
«خوشه بندی»متغيرهاعاملیتحليلازاستفاده
.می شوند

.است«بی ناظر»،PCAمانندعاملیتحليل•

الگوشناسی آماری
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Factor clusters
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• PCA From x to z z = WT(x – µ)

• FA From z to x x – µ = Vz + ε

x z

z x

PCA vs FA



...(ادامه)تحليل عاملی

تغييرچرخش،ازپس)عواملعاملی،تحليلدر•
.می سازندرامتغيرها(انتقالومقياس

الگوشناسی آماری
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...(ادامه)تحليل عاملی

الگوشناسی آماری
49

   z v ...  z v z v  – µx ikikiiii  2211

    zv   x i

k

j

jiji  
1

      – εVzµx 

µ=0بدون لطمه به کليت مسأله در ادامه فرض می کنيم،  

      dkkdd 111   εzVx

 ixVar

واریانس مربوط به عوامل مشترک

xiواریانس مربوط به 

    v ...   v  v iikii  22

2

2

1



...(ادامه)تحليل عاملی
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   εVzx  CovCov

   εVz CovCov 

  ψVzV  TCov

ψVV  T

  Iz Cov

با فرض داشتن دو عامل

  2212211121,Cov vvvvxx 

استمعناینبهباشد،بالامتغيردوکواریانسکهصورتیدر•
يجهنتدروهستندمرتبطهمبهمشترکعاملیکطریقازکه

.بودخواهدبالاعاملآنبهمربوطضریبدوهربرای
:داریمهمچنين•

 1 2
Cov ,x z 

ماتریس قطری

  Vzx ,Cov
loadingهمبستگی متغيرها با فاکتورها را نشان می دهند  ،

ALVIN C. RENCHER

   12 2 2 12 2 12
Cov , Var zv z z v v 



...(ادامه)تحليل عاملی

با در اختيار داشتن تخمين ماتریس کواریانس•

:صرفنظر کنيمΨدر صورتی که از •

Sبا تجزیه ی طيفی •

در نتيجه•

Ψiو مقادیر  •

الگوشناسی آماری
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ψVVS  T

T
VVS 

  TTT 21212121 CDCDCDCDCDCS 

21
CDV 
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ijii vs
1

22       v ...   v  vx iikiii  22

2

2

1Var

Principal Component Method



...(ادامه)تحليل عاملی

(Tمانند)متعامدماتریسیکدرVکهصورتیدر•
(TTT=I):شودضرب

دستبهحلکهمی شودمشاهدهبدین ترتيب•
.نيستیکتاآمده

تغييررامبداازفاصلهمتعامدماترسیکدرضرب–
.می شودمحورهاچرخشباعثتنها.نمی دهد

تورهافاکمناسب ترینکاراینبامی توانبدین ترتيب–
.یافترا

الگوشناسی آماری
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   SVVVVTTVV  TTTT
TT



کاهش بعد با استفاده از تحليل عوامل

نمونهNبرای همه  •

جی شبيه مسأله ی رگرسيون خطی چند متغيره با چند خرو•
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تجزیه ی مقدارهای تکين

تجزیهماتریسسهبهماتریسیک،SVDازاستفادهبا•
:می شود

•Vویژه یبردارهایشاملXXT،می باشدWشامل
عنصرkدرراویژهمقادیرAواستXTXویژه یبردارهای

.داردخودقطری
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Singular Value Decomposition

T

dddNNNdN   WAVX

   TTTTTTTT VEVVWAVAWVAWVAWXX 

    TTTTTTTT WDWVAWVWAVAWVAWXX 

T
AAE  AAD

T



تجزیه ی مقدارهای تکين
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T

dddNNNdN   WAVX
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به(ابعادکاهش)نگاشتهدفشيوه ایندر•
 هانمونهبينفاصلهحتی المقدورکهاستنحوی
.شودحفظ

:در صورتی که داشته باشيم–

کاهش بعد به نحوی صورت پذیرد که –
:به طور کلی این کار به دو صورت انجام می پذیرد–

– Metric MDS

– Nonmetric MDS
الگوشناسی آماری
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MULTIDIMENSIONAL SCALING

ijd

ij

بعدی-dدر فضای اصلی؛ jو iفاصله ی بين نمونه ی 

(K<d)بعدی -kپس از کاهش بعد؛ 

ijij d
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Classical Solution(Principal coordinate analysis)
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N

t

t

jx

rو sفاصله ی بين دو نمونه ی 

:ماتریس فاصله ها به صورت روبرو تعریف می شود

:با بازنویسی روابط خواهيم داشت

:به صورت زیر تعریف می شودBماتریس 

(:بدون لطمه به کليت)قيدی برای مساله در نظر گرفته می شود
ادامه
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Classical Solution(Principal coordinate analysis)

rsssrrrs bbbd 22 

:به صورت زیر تعریف شودTدر صورتی که 

:خواهيم داشت
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ادامه 2222

2

1
rssrrs ddddb  

:در نتيجه
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Classical Solution(Principal coordinate analysis)

نمایش به صورت ماتریسی

1 1 1

2

T

N d d N
N N

 

   
       

   
X X B I J D I J

:در نتيجه خواهيم داشت

:را به گونه ای یافت کهZدر صورتی که بتوان 
T

NkkN  ZZB

!می توان گفت که مسأله  حل شده است
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  TT CCCC 2121 B

  TCC 2121 

 21 CZ  21

kNNNCZ  

Classical Solution(Principal coordinate analysis)

Bبا تجزیه ی طيفی ماتریس 

T

NkkN  ZZB

:باشدkبرابر با Λدر صورتی که رتبه ی ماتریس 

ماتریسرتبه یکهصورتیدرشده اند، نگاشتبعدی-kفضایبهداده ها
مناسبتقریبکم ترویژه یمقادیربامتناظرابعادحذفباباشد،بيشتر

.آمدخواهددستبه



مثال

:تفاصله ی اقليدسی پنج نمونه به صورت زیر اس•

در این صورت•
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...(ادامه)مثال 
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Rencher, A. C. (2003). Methods of Multivariate Analysis, Wiley.
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Map from CIA – The World Factbook: http://www.cia.gov/

Map of Europe by MDS


