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Statistical Pattern Recognition



فهرست مطالب

(SVM) ماشين بردار پشتيبان•
تاریخچه–
معرفی–
داده های جدایی پذیر خطی–

•Soft Margin

مجموعه های جدایی ناپذیر خطی•
نگاشت به فضایی با ابعاد بالا–
–Inner product kernel

XORمثال •

•SVM درMatlab
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2



تاریخچه

Vladimir Vapnikتوسط آقای SVMنسخه ی اوليه ی •

.ارائه شد
•Vapnik با همکاری خانمCorinna Cortes استاندارد

پایه ریزی کرده و در 1993را در سال SVMکنونی 
.منتشر نمودند1995سال 
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Cortes, C. and V. Vapnik (1995). "Support-vector networks." 

Machine Learning 20(3): 273-297.



معرفی

یک جداکننده ی خطی را می توان همانند شکل زیر•
.  در نظر گرفت

الگوشناسی آماری
4

WTX + b = 0

WTX + b < 0

WTX + B > 0

F(X) = SIGN(WTX + b)

www.cs.utexas.edu/~mooney/cs391L/slides/svm.ppt



مرز بهينه

سوال•
کدام یک از مرزها، مرزی بهينه برای جداسازی است؟–

الگوشناسی آماری
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مرز جدا سازی

راجدا سازیمرزبهترینگونه ایبهمی خواهيم•
.آوریمبه دست
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رز فرض کنيم نزدیک ترین نقطه به م
ه را جداسازی در نظر گرفته شده و فاصل

rبناميم  .

r .استrهدف ماکزیمم نمودن 

یک حاشيه مشخص می کنيم هر 
پهن  تری را نتيجهمرزی که حاشيه ی 

.استبهتر دهد، 

Margin of separation



حاشيه ی ماکزیمم

خوبیایده ی(Margin)حاشيهنمودنماکزیمم•
یاLSVMراشيوهاینخطی،جداسازیجهتاست

Linear SVMمی نامند.
حاشيهمرزرویبهکهنمونه هاییحالتایندر•

.برخوردارندویژ ه ایاهميتازهستند،
کردرصرفنظدیگرنمونه هایازمی توانبدین وسيله•

.پرداختحاشيهمرزرویمهمنمونه هایبهتنهاو
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بردار پشتيبان

«پشتيبانبردار»حاشيهمرزروینمونه هایبه•
.می گویند

الگوشناسی آماری
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نبردارهای پشتيبا

Support Vector

Optimal hyperplane



مرز جداسازی

:داشتيمجداسازیمرزمعادله یبرای•

مشخصbopوWopتوسطبهينهمرزکنيمفرض•
.شود

مرزبهنقطهنزدیک ترینکنيمفرض:فرض•
.بناميم«r»رافاصلهگرفته،نظردرراجداسازی

الگوشناسی آماری
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...(ادامه)مرز جداسازی 

هدف•
.استρ=2rهمانیافاصلهنمودنماکزیمم–
:داریمبهينهجداسازیمرزروینقاطبرای–

:داریممرزازخارجنقاطبرای–

–g(X)باشدمنفییامثبتمی تواند.
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0T

op opW X b 

( ) T

op opg X W X b 



...(ادامه)مرز جداسازی 

:تباشد، طبق شکل زیر خواهيم داشبردار پشتيبانXدر صورتی که •

•ABدر جهت عمود بر مرز جداکننده
در نظر گرفته شود، AB=rاگر اندازه ی بردار •

:خواهيم داشت

الگوشناسی آماری
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...(ادامه)مرز جداسازی 

:داشتيم•
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...(ادامه)مرز جداسازی 
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( ) opg X r W

( )

op
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.  استrهدف ماکزیمم نمودن 

.کمينه گرددWدر این حالت تحت شرایطی می باید 

A

B

xp

X

( )

op

g X
r

W


اتفاصله از مبدا مختص

op

op

b

W


X=0

است این نشان دهنده ی bopمثبت یا منفی بودن 
.استکدام سمت خط مرزی مبدأ در که 

0 Wopb



...(ادامه)مرز جداسازی 

:می گيریمنظردرزیرصورتبهراخطیجداساز•

اربرقرآموزشیالگوهایتمامیبرایبالارابطه ی•
.است

پشتيبانبردارهایبراینتيجهدرو•
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...(ادامه)مرز جداسازی 

:مرزدر نتيجه  فاصله ی دو بردار پشتيبان در دو طرف•
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جدایی پذیر خطی
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X-

x+
ρ=Margin Width

:می دانيم
• W . X+ + b = +1 

• W . X- + b = -1 

• W . (X+-X-) = 2 

( ) 2X X W

W W


  
 



جدایی پذیر خطی

با توجه به دو رابطه ی •
می باید مينيمم Wopبه این نتيجه می رسيم که •

.گردد
این مسأله معادل مينيمم کردن•

–Φ یک تابع محدب(Convex Function )است.
الگوی Nطبق رابطه ی                                    برای –

:آموزشی شرط زیر می باید برقرار باشد

الگوشناسی آماری
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خلاصه
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:وزن ها و بایاس را به گونه ای بيابيد که

is maximized 

and for all (Xi, di), i=1..n :     di(W
TXi + b) ≥ 1

:وزن ها و بایاس را به گونه ای بيابيد که

Φ(W) =1/2 ||W||2=1/2WTW is minimized 

and for all (Xi, di), i=1..n :    di (WTXi + b) ≥ 1

2

W
 



یافتن رویه ی بهينه

هکگونه ایبهمی شودتعریفزیرلاگرانژرابطه ی•
:دهدپوششراشدهذکرقيددوهر

دوهربهنسبتbopوWopآوردنبه دستبرای•
.می گيریممشتق

الگوشناسی آماری
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Lagrange multiplier(nonnegative)



یافتن رویه ی بهينه

:داشتخواهيمαبرایشرطدو•

بامتناظرآموزشیالگو هایبرایαiهرازایبه•
SVاستبرقرارزیررابطه یها:

رغيرصفپشتيانبردارهایبامتناظرαiنتيجهدر•
الگوشناسی آماری.بودخواهد
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صفر

غير صفر 

( ) 1 0T

i op i opd W X b  

Karush–Kuhn–Tucker(KKT) 

condition of optimization theory



یافتن رویه ی بهينه

: برای مقادیر بهينه داشتيم•

:پس خواهيم داشت•

الگوشناسی آماری
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Duality theorem



Dual Problem
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یافتن رویه ی بهينه
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αiها وابس ته به الگوهایXi,Xjو خروجی های مرتبط است
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یافتن رویه ی بهينه
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هاαمحاسبه یجهت،قيودگرفتننظردربدون
رارقصفربابرابرگرفتهمشتقαkبهنسبتمی توان

.داد
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یافتن رویه ی بهينه

:خواهيم داشتαپس از به دست آوردن •

الگوشناسی آماری
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support vectorsX X 1T s

op opW X b  
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op opb W X  



یافتن رویه ی بهينه

Xiکهاستایننشان دهنده یصفر،مخالفαiهر

.استپشتيبانبرداریکمتناظرش
:استزیرهمانندجداکنندهتابعحالتایندر

:توجه
بضرمحاسبهبهوابستهبهينه سازیمسالهحل

.استآموزشینمونه هایتمامیبينداخلی

الگوشناسی آماری
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W =ΣαidiXi b= dk- WTXk for any Xk such that αk 0

g(X) = ΣαidiXi
TX + b

ضرب داخلی دو بردار
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ξi

ξi

•SVMقراربررسیموردخطیجدایی پذیرداده هایبرای
.گرفت

راجداسازیقابليتآموزشداده هایمجموعه یاگرحال•
موردردصحبتبهتربيانبهشد؟خواهدچهباشند،نداشته
.هستندهمراهنویزباکهاستجدایی پذیرمسائل

Soft Margin



Hardمسأله ی• Marginمسأله یحلبهتبدیلرا
Soft Marginمی شود.

صورتیدرمی شود،گفتهsoftجداسازیحاشيه ی•
:شودنقضزیرشرطداده هابرخیبرایکه

Slack Variableبا اضافه کردن یک •

.مسأله را بار دیگر بررسی می کنيم
این متغير ميزان انحراف از شرط•

.فوق را نشان می دهد

الگوشناسی آماری
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Soft Margin
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i op opd W X b 

e7

e1

e2



الگوشناسی آماری
29

Soft Margin Classification 

:دو حالت ممکن است رخ دهد•
.داده ی در کلاس درست ولی در حاشيه قرار گيرد•
.داده ی آموزشی به اشتباه دسته بندی شود•

( ) 1 ,      1, 2, ,  i

T

i op opd W X b i N   

0 1i  1i 



کهدهستنآن هاییپشتيبانبردارهایحالتایندر•
حتیمی کنند،صدقبالاعبارتدرتساویرابطه یدر
ξ>0وجودبا

شود،خارجمجموعهازنویزیداده هایکهصورتیدر–
.کردخواهدتغييرجداکنندهرویه ی

آندرکهاست«جداکنندهرویه ای»یافتنهدف•
:شودمينيممآندرنادرستطبقه بندیخطای
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Soft Margin Classification 
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یکتابعیچنينکردنکمينهکهاینبهتوجهبا•
رده یدرواستnonconvexبهينه سازیمسأله ی

NP-completeزیرتابعباراآنمی گيرد،قرار
:می زنيمتقریب

:استزیرعبارتکردنمينيممهدفکلدرو•
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Soft Margin Classification 
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Soft Margin

:داشتيمHard Marginبرای •

:داریمSlack Variableبا اضافه کردن •
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Find W and b such that

Φ(W) =½ WTW is minimized and for all {(Xi ,di)}

di (WTXi + b) ≥ 1

Find W and b such that

Φ(W) =½ WTW + CΣξi is minimized and for all {(Xi ,di)}

di (WTXi + b) ≥ 1- ξi and    ξi ≥ 0 for all i



یافتن رویه ی بهينه

هکگونه ایبهمی شودتعریفزیرلاگرانژرابطه ی•
:دهدپوششرانيازمندی هاهمه ی

فینامنتاکهاستشدهاضافهرواینازآخربخش•
.کندتضمينراξبودن
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Soft Margin Classification 
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مثال
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n = 20;

rand('seed',2);

X = 4* rand (2 ,n) ;

bt = -6; 

wt = [4 ; -1];

d = sign (wt (1) * X (1 ,:) + wt (2) * X (2 ,:) + bt) ;

x1min=min(X(1,:));

x1max=max(X(1,:));

x2min=min(X(2,:));

x2max=max(X(2,:));

figure;

axis([x1min x1max x2min x2max]);

plot (X (1 ,find (d ==1)) ,X (2 ,find (d ==1)) , ' or ') ;

hold on

plot (X( 1,find (d ==-1)) ,X(2, find (d ==-1)) , ' ob ') ;

Linet=@(x1,x2) wt(1)*x1+wt(2)*x2+bt;

ezplot(Linet,[x1min x1max x2min x2max]);



...(ادامه)مثال
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...(ادامه)مثال
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C=10;

H=zeros(n,n);

for k1=1:n

for k2=1:n

H(k1,k2)=d(k1)*d(k2)*X(:,k1)'*X(:,k2);

end

end

f=-ones(n,1);

Aeq=d;

beq=0;

lb=zeros(n,1);

ub=C*ones(n,1);

alpha=quadprog(H,f,[],[],Aeq,beq,lb,ub)';

Svs=find(alpha> 1e-5);

w=0;

for k1=Svs

w=w+alpha(k1)*d(k1)*X(:,k1);

end 

b=mean(d(Svs)-w'*X(:,Svs));



...(ادامه)مثال

الگوشناسی آماری
38

plot(X(1,Svs),X(2,Svs),'ko','MarkerSize',12);

Line=@(x1,x2) w(1)*x1+w(2)*x2+b;

LineA=@(x1,x2) w(1)*x1+w(2)*x2+b+1;

LineB=@(x1,x2) w(1)*x1+w(2)*x2+b-1;

handle=ezplot(Line,[x1min x1max x2min x2max]);

set(handle,'Color','k','LineWidth',2);

handleA=ezplot(LineA,[x1min x1max x2min x2max]);

set(handleA,'Color','k','LineWidth',1,'LineStyle','--');

handleB=ezplot(LineB,[x1min x1max x2min x2max]);

set(handleB,'Color','k','LineWidth',1,'LineStyle','--');
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SVMغيرخطی

دارند،خطیجداسازیقابليتکهداده هاییبرای•
.استخوببسيارسيستمعملکرد

چگونهمسألهباشد،زیرصورت هایبهداده هااگر•
می شود؟حل
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0 x

0 x

0

x2

x

High Dimensionنگاشت به یک فضای 

www.cs.utexas.edu/~mooney/cs391L/slides/svm.ppt



نگاشت به فضای بالاتر

ادابعبافضاییبهمی تواندورودیفضایهمواره•
.گرددنگاشتبالاتر

ینادرکهباشدصورتیبهمی تواندنگاشتاین•
داشتهجدا سازیقابليتورودی هاجدیدفضای
.باشند
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Φ:  X→ φ(X)

www.cs.utexas.edu/~mooney/cs391L/slides/svm.ppt



نگاشت به فضای بالاتر

داشتيم•

نکاشتدیگریفضایبهورودی هاهنگامی که•
:داشتخواهيمجدیدنگاشتبرایشوند،

استجداسازیرویه ییافتنهدفحالتایندر•
:کهبه گونه ای
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نگاشت به فضای بالاتر

با فرض •
:خواهيم داشت•
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نگاشت به فضای بالاتر

برای کهقيودیوشروطتمامیمرحلهایندر•
بهتنهاداردوجودگرفتيمنظردرخطیجدا سازی

:می شودگرفتهنظردرΦ(Xi)هاXiازای
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نگاشت به فضای بالاتر
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K(Xi,Xj)= φ(Xi)
Tφ(Xj)
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ن ع   ا صی صهkernelب 
لی دو ب ردار خ 

رب داح 
 
که معادل ض ان عی است  .است، ب 



;x=[x1   x2]مثال

K(xi,xj)=(1 + xi
Txj)

2
, K(xi,xj)= φ(xi)

Tφ(xj):

K(xi,xj)=(1 + xi
Txj)

2
,= 1+ xi1

2xj1
2 + 2 xi1xj1 xi2xj2+ xi2

2xj2
2 + 2xi1xj1 + 2xi2xj2

= [1  xi1
2  √2 xi1xi2  xi2

2  √2xi1  √2xi2]
T [1  xj1

2  √2 xj1xj2  xj2
2  √2xj1  √2xj2] 

= φ(xi)
Tφ(xj), 

where φ(X) = [1  x1
2  √2 x1x2  x2

2   √2x1  √2x2]
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K(X1, X1) K(X1, X2) K(X1, X3) … K(X1, Xn)

K(X2, X1) K(X2, X2) K(X2, X3) K(X2, Xn)

… … … … … 

K(Xn, X1) K(Xn, X2) K(Xn, X3) … K(Xn, Xn)

Mercer’s theorem:  
Every semi-positive definite symmetric function is a kernel



نگاشت به فضای بالاتر
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 ماتریس متقارن

g(X) = ΣαidiK(Xi, X)+ b



توابع نگاشت
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chi-squared kernel 



SVMساختار 
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K(X1,X)

K(X2,X)

K(Xm1,X)

g(X) = ΣαidiK(Xi,X)+ b



چند نکته

•SVMیبرارایجشيوه هایبهکهاستگونه ایبه
.نداردنيازیMLPوRBFشبکه هایطراحی

بردارهایتوسطخصيصهفضایابعاد،SVMدر–
.می شودمشخصپشتيبان

بهآنمراکزواستفادهموردشعاعیتوابعتعداد–
RBF)می گرددمشخصخودکارصورت network).

خودکارصورتبهوزن هاومخفیلایه هایتعداد–
two-layer).می شودمشخص perceptron)

.ردندابستگیداده هاابعادبهمسألهپيچيدگی•

الگوشناسی آماری
50



XOR Problemمثال  

.نمونه های آموزشی دو بعدی هستند•
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1 1[ 1 -1] d 1X     

2 2[ 1 1] d 1X     

3 3[1 -1] d 1X    

4 4[1 1] d 1X    

4N 

( , ) ( ). ( )T

i iK X X X X  

2( , ) (1 )T

i iK X X X X 



XOR Problem

حال اگر بخواهيم پاسخ به دست آمده را با ضرب•
نشان دهيم خواهيم φ(Xi)و φ(X)داخلی دو بردار 

:داشت
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XOR Problem
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2 2

2 2 2 2
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ii i i i ix x x x x x x x x x x x     

2

2 2

1 1 2 1 2( ) [1, , 2 , , 2 , 2 ]TX x x x x x xφ
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XOR Problem
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XOR Problem
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XOR Problem

:ها بهينه منجر به روابط زیر می شودαiدست آوردن •
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XOR Problem

.ندبنابراین هر چهار ورودی،  بردار پشتيبان هست•
:را محاسبه می کنيمWoptها αپس از محاسبه ی •
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XOR Problem

:جهت محاسبه ی اندازه ی وزن بهينه داریم•

:داشتيم•
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XOR Problem

محاسبهزیررابطه یوسيله یبهبهينهرویه ی•
:می شود
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optW X 
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XOR Problem
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مثال
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clear all;

close all;

load fisheriris

data = [meas(:,1), meas(:,2)];

groups = ismember(species,'setosa');

[train, test] = crossvalind('holdOut',groups);

cp = classperf(groups);

svmStruct = 

svmtrain(data(train,:),groups(train),'showplot',true,'boxconstr

aint',1e6);

title(sprintf('Kernel Function: %s',...

func2str(svmStruct.KernelFunction)),...

'interpreter','none');

classes = svmclassify(svmStruct,data(test,:),'showplot',true);

classperf(cp,classes,test);

cp.CorrectRate
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clear all;

close all;

load fisheriris

data = [meas(:,1), meas(:,2)];

groups = ismember(species,'setosa');

[train, test] = crossvalind('holdOut',groups);

cp = classperf(groups);

svmStruct = svmtrain(data(train,:),groups(train),'showplot',true);

title(sprintf('Kernel Function: %s',...

func2str(svmStruct.KernelFunction)),...

'interpreter','none');

classes = svmclassify(svmStruct,data(test,:),'showplot',true);

classperf(cp,classes,test);

cp.CorrectRate

مثال
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مثال
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r = sqrt(rand(100,1)); % radius

t = 2*pi*rand(100,1); % angle

data1 = [r.*cos(t), r.*sin(t)]; % points 

r2 = sqrt(3*rand(100,1)+1); % radius

t2 = 2*pi*rand(100,1); % angle

data2 = [r2.*cos(t2), r2.*sin(t2)]; % points

plot(data1(:,1),data1(:,2),'r.')

plot(data2(:,1),data2(:,2),'b.')

axis equal

data3 = [data1;data2];

theclass = ones(200,1);

theclass(1:100) = -1;

cl = svmtrain(data3,theclass,'Kernel_Function','rbf',...

'boxconstraint',Inf,'showplot',true);

hold on

axis equal
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ساخت کرنل های جدید

براساس کرنل های موجود به سادگی می توان •
:کرنل های جدید ساخت

یک کرنل است چنانچه معادل ضرب (.,.)Kهر تابع –
.داخلی بردارهای حاصل از نگاشت باشد
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...(ادامه)جدیدساخت کرنل های 
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...(ادامه)ساخت کرنل های جدید
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