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فهرست مطالب

(توابع پایه شعاعی)RBFمقدمه ای بر •
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در جداسازی کلاس هاRBFنقش •
در تقریب توابعRBFنقش •
شيوه های آموزش•
چند مثال•
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•GRNN

الگوشناسی آماری
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پيش گفتار

ه یمسألیکصورتبهعصبیشبکه یطراحیبهاینجادر•
curve)«منحنیبرازش» fitting)نيز«درون یابی»و

.می شودنگریسته
عدیبچندفضاییدررویه یکیافتنمعادلمسألهنگاهاینبا–

داشتهتطابقآموزشیداده هایبانحوبهترینبهکهاست
.باشد

استفادهRBFشبکه یازدسته بندیبرایهمچنين•
.می شود

:coverقضيه ی•
ضایفبهنگاشتباالگو،بازشناختپيچيده یمسأله ییکدر–

high dimensionalبيشتریاحتمالباغيرخطیصورتبه
.بودخواهدخطیجدایی پذیر

الگوشناسی آماری

Cover, T. M. (1965). "Geometrical and Statistical Properties of Systems of 

Linear Inequalities with Applications in Pattern Recognition." Electronic 

Computers, IEEE Transactions on EC-14(3): 326-334.
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:داردوجودلایهنوعسهRBFشبکه هایدر•
sensory)ورودیلایه• unit)

بيروندنيایباشبکهرابطوشبکهمنبعگره های–
hidden)مخفیلایه• layer)

ارخودبهمختصشعاعیومرکزکهشعاعیتابعیگره،هر–
.می کنداعمالورودی هابهداراست،

output)خروجیلایه• layer)
مخفیلایه هایتوابعازخطیترکيبی–

الگوشناسی آماری

ر پذی ناجداییکلاس های 
خطی

Transform to

“higher”-dimensional

vector space

کلاس های جدایی پذیر 
خطی

Radial Basis Function
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RBF

است؛MLPهمانندRBFشبکه ییکساختار•
ایو«دسته بندی»برایمی تواندبدین ترتيب

.شوداستفاده«تابعتقریب»

الگوشناسی آماری
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الگوشناسی آماری
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http://aimm02.cse.ttu.edu.tw/class_2008_1/nn.html
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RBF

تعریفبرRBFشبکه هایشدگفتهکهگونههمان•
.تاساستوارمرکزازفاصلهبهوابستهتابعی

الگوشناسی آماری

i(x)= (||x  xi||)

مرکز
اصله لف  ک ش 

Radial Basis Function
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چند نمونه تابع فاصله ای

گاوسی•

• Hardy Multiquadratic

• Inverse Multiquadratic

الگوشناسی آماری

 
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22    0   and   
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jr x x 
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تابع گاوسی

الگوشناسی آماری
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http://aimm02.cse.ttu.edu.tw/class_2008_1/nn.html
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الگوشناسی آماری
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10



RBF

:تابع گاوسی•

هر چه واریانس کم تر باشد انتخاب ها ی محدودتر و•
.تهر چه واریانس بالا رود انتخاب ها گسترده تر اس

الگوشناسی آماری

G(y) = exp(-y2/2σ2) 

س
 

واری ان

.نيممی کبه وسيله ی سيگما ميزان پراکندگی داده را مشخص 
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توابع پایه

وجودبعدیnفضایبرایمرکزازتقارنخاصيت•
(استمراکزتعدادn)دارد

کم تریاهميتورودیشویمدورترمرکزازهرچه•
.بودخواهدکاهشیپاسخنتيجهدرکردهپيدا

الگوشناسی آماری

x1

x2

Data points Centers 12



الگوشناسی آماری

x2

xm0
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استRBFلای ه‌ی‌مخ

11... mj j

1 1 11 1 1(|| ||) ... (|| ||)m m my w x t w x tj j    
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01 ( ,..., ) mx x x
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مثال

الگوشناسی آماری

1

2

x1

x2

-

+

+
-

-

-

-
-

-

1 1

1 1

1 1

1 if || ||  
(|| ||)

0 if || ||

x t r
x t

x t r
j

 
  

 

2 2

2 2

2 2

1 if || ||  
(|| ||)

0 if || ||

x t r
x t

x t r
j

 
  

 

http://www.ptcdb.edu.ps/~agarad/courses/ANN/Courseoutline.html

کلاس‌ زی‌دو‌ داسا دف‌ج  ال‌ه  -و‌‌:  + استدر‌ای ن‌مث 

<x1,x2> →input space
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ادامه ی مثال

الگوشناسی آماری
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مثال

RBFبا شبکه ی XORحل مساله ی •

الگوشناسی آماری

(1,1)(0,1)

(0,0)
(1,0)

x1
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y
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0

)0,0( and )1,1( 21  tt
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نگاشت به صفر شده در یک گروه(1,1)و (0,0)

نگاشت به یک شده در گروه دیگر قرار می گيرند(1,0)و (0,1)
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مثال

الگوشناسی آماری
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مثال

الگوشناسی آماری

x1

x2

t1

+1

-1

-1

t2

Output

x1=[0:.01:1];

x2=[0:.01:1];

[X1,X2]=meshgrid(x1,x2);

f1=exp(-((X1-1).^2+(X2-1).^2));

f2=exp(-((X1).^2+(X2).^2));

z=-f1-f2+1;

contour(x1,x2,z);

title('xor problem, decision boundary');
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مرز تصميم گيری

الگوشناسی آماری
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دسته بندی خطی 

رابعدیm0فضایدرغيرخطیپيچيده یدسته بندیک•
رتصوبهبزرگ ترفضاییکبهنگاشتبامی توان
.ساختمعادلخطیدسته بند

……xNالگویNکنيدفرض• x2 x11اندازه یبا×m0را
.کنيمطبقه بندیA2وA1کلاسدودربخواهيم

کهجدیدعضویm1برداریکآموزشیالگویهربرای•
m0≤m1کهگونه ایبهمی کنيمتعریفاست

باشيمداشتهفرایندیمی خواهيمφتابعتوسطپس•
:که

الگوشناسی آماری

11( ) ( ),......., ( )   mx x xj j j

0 1:
m m

R Rj 
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دسته بندی کلاس ها

ان مجموع تمامی توابع مخفی را به صورت زیر نش•
:می دهيم

:حال اگر داشته باشيم•

.نشان گر رویه ی جداکننده است«
الگوشناسی آماری

  1

1
( )



m

i i
xj

( ) 0TW xj 

( ) 0TW xj 

1x A

2x A

.شده اندبا خاصيت جدایی پذیری خطی m1بعدی تبدیل به بردارهای جدید m0در فضای xiبردارهای  

( ) 0TW xj  21



تقریب تابع

الگوشناسی آماری

x

y Unknown Function 

to Approximate

Training

Data

http://aimm02.cse.ttu.edu.tw/class_2008_1/nn.html
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...(ادامه)تقریب تابع 

الگوشناسی آماری

x

y Unknown Function 

to Approximate

Training

Data

Basis Functions (Kernels)

http://aimm02.cse.ttu.edu.tw/class_2008_1/nn.html
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...(ادامه)تقریب تابع 

الگوشناسی آماری

x
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http://aimm02.cse.ttu.edu.tw/class_2008_1/nn.html
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...(ادامه)تقریب تابع 

الگوشناسی آماری

x

y
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Function 
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Nontraining

Sample
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1

(( )) i

i
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http://aimm02.cse.ttu.edu.tw/class_2008_1/nn.html
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...(ادامه)تقریب تابع 

الگوشناسی آماری

x

y
Function 

Learned

Nontraining

Sample
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1

(( )) i

i

i

m

wy f 
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 x x

http://aimm02.cse.ttu.edu.tw/class_2008_1/nn.html
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روش های یادگيری

دقيق•
یمخفواحد هایتعدادبابرابرآموزشیالگوهای–
تقریبی•

واحد هایتعدادازبيشترآموزشیالگوهای–
مخفی

مجهول ها•
tمراکز•

تابعواریانس•
وزن ها•

الگوشناسی آماری
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:حل مسأله در حالت کلی•
–N بردار متفاوت در فضایm0 بعدی:

–N عدد حقيقی

Fمطلوب است یافتن  –

الگوشناسی آماری

 0

1
ix

N
m

i
R

 1
1

N

i i
d R




0 1:
m

F R R

( ) iF dix

تعداد واحد های مخفی برابر با تعداد بردارهای ورودی
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آموزش دقيق

RBFشبکه ی •

:به گونه ای کهFیعنی انتخاب •

الگوشناسی آماری

1

( ) ( )
N

j j

j

F w j


 x x x
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x x
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k kj
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...(ادامه)آموزش دقيق 

ظرصرفنشعاعیتوابعاندیس هایازسادگیبرای•
:می کنيم

الگوشناسی آماری
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واب‌دارد ذی ری‌ج  رط‌معکوس‌ی  ی ه‌ش 
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معکوس پذیری

نمونه هاوباشدزیرتوابعازیکیφتابعاگر•
درون یابیماتریسحالتایندرنباشدتکراری

(nonsingular)معکوس پذیرواست:

الگوشناسی آماری

 
2

22    0   and   
r

r e r 


  

  2 2     0   and   r r c c c r    

  2 2     0   and   r c r c c r    

Micchelli’s theorem

Micchelli, C. (1986). "Interpolation of scattered data: Distance matrices and 

conditionally positive definite functions." Constructive Approximation 2(1): 11-22. 31



ساختار شبکه

همانندساختاریازمی توانتوابعتخمينجهت•
:گرفتبهرهزیر

الگوشناسی آماری
Feature Vectors

x1 x2 xm0

y1 ym2

Inputs

Hidden

Units

Output

Units

Projection

Interpolation

( )y f x

http://aimm02.cse.ttu.edu.tw/class_2008_1/nn.html
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ساختار شبکه

استفادهClassifierعنوانبهRBFازکههنگامی•
:می شود

الگوشناسی آماری

Feature Vectors
x1 x2 xm0

y1 ym2

Inputs

Hidden

Units

Output

Units

Subclasses

Classes

http://aimm02.cse.ttu.edu.tw/class_2008_1/nn.html
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اندازه ی ماتریس 

تعدادباشد،آموزشیالگوهایتعدادNاگر•
نظردرNبابرابررامخفیلایه یواحد های
.می گيریم

گره هایتعدادشودبزرگ ترNهرچهحالتایندر•
معکوسمشکلوشدهبيشترهممخفیلایه ی

.داشتخواهدپیدررابزرگماتریسیکنمودن
حلراه•

نظردرNازکم تررامخفیلایه یواحد هایتعداد–
(M<N)می گيریم

تعدادوNبابرابرآموزشیالگوهایتعدادحالتدراین–
.استMمخفیلایه یواحدهای

الگوشناسی آماری
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پارامترهای آزاد

الگوشناسی آماری
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ماتریس درون یابی

:در این حالت خواهيم داشت•

•ti همان مراکز هستند که می توانند برابر باx ها
.باشند و یا نباشند

0

( ) ( )
M

j j

j

F w j


  jx x x

{  ,  }i it x M N 
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کم‌ی ی‌

 
ف
 
ای‌مخ عداد‌واجد‌ه 

ت 

بایاس

الگوشناسی آماری
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ماتریس درون یابی

طریقازنيستمربعیشدهنتيجهماتریسچون•
عملمی تواننمعکوسماتریسمحاسبه ی

.نمود
.استبيشترآزادپارامترهایازداده هاتعداد–

1 1 1 2 1 2 1

1 2 1 2 2 2 2
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1 1N M M N  Φ W D

interpolation matrix

الگوشناسی آماری
Overdetermined problem 37



ماتریس درون یابی

راخطاحداقلکهاستبهينهجوابهنگامی•
:باشيمداشته

2

1

( ) ( ( ))
N

j j

j

E F d F x


 
2

( ) ( )T    E D ΦW D ΦW D ΦW

T T T T TT
 = D D - W Φ D-D ΦW+W Φ ΦW

T T T T T
 = D D - 2W Φ D+W Φ ΦW

الگوشناسی آماری

Minimum norm solution
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ماتریس درون یابی

برای حداقل کردن خطا•

2T T T T T  E DD W Φ D W Φ ΦW

 WE 0

2 2T TD W      
W

E

1 1
1

1
1

     2 2T T

M N N M N N M M
M M M

M
M

    
 




  Φ D Φ Φ W

1
( )

T T
W Φ Φ Φ D

Pseudo Inverse

1
M N W D


   

W Φ D
الگوشناسی آماری

39



2.5
1

        ( ) 2.5

2.8

T T
 
 

   
 
 

W Φ Φ Φ D

1(XOR)مثال 0 0 1

1 1 0 0

 
  
 

X

0 1 0 1   D

x1

x2

t1

w0

w2

w1

t2

Output

2
( ) ( )

0
0

y x w x t wj jj
j

j  


2
( ) exp( )x t x t jj

j     [1 1]          [0  0]
1 2

T T
t t 

ΦW=D
0

1

2

1 1 0.13 0

1 0.36 0.36 1

1 0.13 1 0

1 0.36 0.36 1

w

w

w

   
    
    
    
     

   

الگوشناسی آماری
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...(ادامه)مثال 

در صورت در نظر گرفتن دو ورودی دیگر به عنوان •
مرکز 

1        ( )T TW Φ Φ Φ D

T T
[1 0]          [0  1]

1 2
 t t

1.9
1

        ( ) 1.9

1.4

T T
 
 

   
  

W Φ Φ Φ D

الگوشناسی آماری
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استراتژی های یادگيری

آموزشیالگوها یميانازثابتصورتبهمراکز–
.می شوندانتخاب

:می شودمحاسبهزیررابطه یازمعيارانحراف–

. شودمیانتخابنظرموردتابعفوقمقادیربهتوجهبا–
:می شودمحاسبهزیررابطه یبهتوجهباوزن ها–

max

2
1

Maximum distance between any 2 centers

number of centers

d

m
  

+
W = Φ D

Fixed Center Selected at Random

الگوشناسی آماری

2 21( ) exp( )      1, 2, .....,
12

max

m
x t x t i mi i

d
j     
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محاسبه ی ماتریس شبه معکوس
ماتریس هایباشد،N×MماتریسیکGاگر•

:کهصورتیبهدارندوجودVوUمتعامد

:کهصورتیبه•

:داریم+Gمحاسبه یبرایصورتایندر•
:آندرکه•

همحاسبقابلوزن هافوقماتریسمحاسبه یبا•
.است

{ , , ........., }
1 2

u u u
N

U { , , ........., }
1 2

v v v
M

V

{ , , ........., }     min{ , }
1 2

T
U GV diag k M N

k
   

+ + T
G = VΣ U

{1/ ,1 / , ....,1 / , 0, 0..., 0}
1 2

diag
k

  

Σ

where   matrixis M N


 

الگوشناسی آماری Golub and Van Loan 1996
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•Mمی شودانتخابمخفیواحد.
(مراکز)هاtkبرایتصادفیمتغيرسرییک:اوليهمقداردهی1.

tk(0).می شودگرفتهنظردر

.می شوداعمالشبکهبهوانتخابxورودییک2.

آنومی آوریمدستبهمراکزتمامیازراxبردارفاصله ی3.
:می نمایيمروزبهرااستنزدیک ترینکهمرکز

چندانیتغييرمراکزکهزمانیتادوممرحله یبهبازگشت4.
.باشندنداشته

2
( ) arg  ( )      1, 2, .....,min

1
h x x t n k mk

k
  

 ( ) ( ) ( )         if ( )k kt n x n t n k h x  

( )                        otherwisekt n
(   1)kt n  

Self Organizing Selection of Centers

http://home.deib.polimi.it/matteucc/Clustering/tutorial_html/AppletKM.htmlالگوشناسی آماری
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K-means clustering example

CMPUT 466/551 Nilanjan Rayالگوشناسی آماری
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K-means clustering exampleمثال

Applied Informatics

University of Macedoniaالگوشناسی آماری
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K-means clustering exampleمثال

الگوشناسی آماری
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K-means clustering exampleمثال

الگوشناسی آماری
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K-means clustering exampleمثال

الگوشناسی آماری
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K-means clustering exampleمثال

الگوشناسی آماری
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K-means clustering exampleمثال

الگوشناسی آماری
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(Clustering)خوشه بندیفرآیندطریقازمراکز•
.گردیدمشخص

:انحراف معيار•

.محاسبه می گرددLMSاز طریق الگوریتم وزن ها•

max

2
1

Maximum distance between any 2 centers

number of centers

d

m
  

Self Organizing

الگوشناسی آماری
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Supervisedسيستم 

.است.G.Dبه روز رسانی وزن ها برپایه ی •
.ابتدا تابع معيار خطا تعریف می شود•

2

1

( ) ( ( ))
N

j j

j

E F d F x






 
2

1 1

      ( )
N M

j i j i

j i

d w x tj
 

 
   

 
 

( )

1

( )
( 2 ) ( )

( )

N

j j i n

ji

E n
e x t

w n
j




  




1

( )
( 1) ( )

( )


  


i i

i

E n
w n w n

w n
 1 i M 

به روز رسانی وزن ها

الگوشناسی آماری
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مراکز

طا برای به روز رسانی مراکز می باید از تابع معيار خ•
:مشتق گرفته شودtiبرحسب 

به روز رسانی مراکز

2

1

( ) ( ( ))
N

j j

j

E F d F x






 
2

1 1

      ( )
N M

j i j i

j i

d w x tj
 

 
   

 
 

1

( )( )
(2 )( )

( )

N
j i

j i

ji i

x tE n
e w

t n t

j



 
 

 


2

2
1

( )
      ( 2 )( )

N
j i j i

j i

j ij i

x t x t
e w

tx t

j



   
  

 


1

      ( 2 )( ) ( )( 2( ))
N

j i j i j i

j

e w x t x tj


    

2

( )
( 1) ( )

( )
i i

i

E n
t n t n

t n



  

الگوشناسی آماری
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به روز رسانی پراکندگی

1

( )E(n)
(2 )( )

( )

N
j i

j i

ji i

x t
e w

n

j

 

 
 

 


2

2 2 2

4 2

( )

exp[ ]
2 4 ( )

exp[ ]
4 2

i i

i i n i

r

r n r
A

 

  





  



3

( )
( 1) ( )

( )
i i

i

E n
n n

n
  




  



الگوشناسی آماری
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 MLPوRBFمقایسه ميان 

نآحالباشيمداشتهمخفیلایه  یچندمی توانيمMLPدر•
.داریممخفیلایه یتنهایکRBFدرکه

patternبرایاگرMLPدرمعمولاً• classificationاستفاده
.خطی اندغيرتوابعتمامیشود

کهآنحالاستاقليدسیفاصله یRBFدرتوابعآرگومان•
وزندرلایهورودیبردارداخلیضربآرگوماناینMLPدر

.هاست
دستبهخروجی-ورودیرابطه یازکلیتقریبیکMLPدر•

محلیصورتبهتخميناینRBFدرکهصورتیدرمی آورد
.می شودمحاسبه

تعدادحالعيندراست،بيشترRBFیادگيریسرعت•
.استبيشترهمآنآزادپارامترهای

الگوشناسی آماری
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Matlabدر RBFشبکه های 

الگوشناسی آماری
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...(ادامه)تقریب تابع-مثال
p = -3:.1:3;

a = radbas(p);

plot(p,a)

title('Radial Basis Transfer Function');

xlabel('Input p');

ylabel('Output a');

الگوشناسی آماری

2

radbas( ) nn e
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...(ادامه)تقریب تابع-مثال
p = -3:.1:3;

a = radbas(p);

a2 = radbas(p-1.5);

a3 = radbas(p+2);

a4 = a + a2*1 + a3*0.5;

plot(p,a,'b-',p,a2,'b--',p,a3,'b--',p,a4,'m-')

title('Weighted Sum of Radial Basis Transfer Functions');

xlabel('Input p');

ylabel('Output a');

الگوشناسی آماری
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...(ادامه)Matlabدر RBFشبکه های 

الگوشناسی آماری
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شيوه ی دقيق-RBFایجاد شبکه ی 

الگوشناسی آماری

net = newrbe(P,T,SPREAD)

P - input vectors.

T - target class vectors.

SPREAD - of radial basis functions, default = 1.0.

صفرآموزشیداده هایبرایخطاحالتایندر•
.است

داده هایبابرابرمخفیلایه ینرون هایتعداد•
.بودخواهدآموزشی

.شودانجامدقتبهبایدSPREADانتخاب•

61



RBFایجاد شبکه ی 

الگوشناسی آماری

[net] = newrb(P,T,goal,spread,MN,DF)
P - input vectors; R-by-Q matrix of Q input vectors

T - target class vectors.

SPREAD - of radial basis functions, default = 1.0.

GOAL-Mean squared error goal (default = 0.0)

MN- Maximum number of neurons (default is Q)

DF- Number of neurons to add between displays (default = 25)

مخفیلایه ینرون هایتعدادبهحالت،ایندر•
حدازخطاميزانکهزمانیتامی شود،افزوده
 یلایهنرون هایتعدادیاوشودکم ترشدهتعيين
.برسدورودی هاتعدادبهمخفی

62



تقریب تابع-مثال
P = -1:.1:1;

T = [-.9602 -.5770 -.0729  .3771  .6405  .6600  .4609 ...

.1336 -.2013 -.4344 -.5000 -.3930 -.1647  .0988 ...

.3072  .3960  .3449  .1816 -.0312 -.2189 -.3201];

plot(P,T,'+');

title('Training Vectors');

xlabel('Input Vector P');

ylabel('Target Vector T');

الگوشناسی آماری
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P = -1:.1:1;

T = [-.9602 -.5770 -.0729  .3771  .6405  .6600  .4609 ...

.1336 -.2013 -.4344 -.5000 -.3930 -.1647  .0988 ...

.3072  .3960  .3449  .1816 -.0312 -.2189 -.3201];

eg = 0.02; % sum-squared error goal

sc = 1;    % spread constant

net = newrb(P,T,eg,sc);

plot(P,T,'+');

xlabel('Input');

X = -1:.01:1;

Y = sim(net,X);

hold on;

plot(X,Y);

hold off;

legend({'Target','Output'})

...(ادامه)تقریب تابع-مثال

الگوشناسی آماری
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انتخاب انحراف معيار

الگوشناسی آماری

SPRED=100

SPRED=0.01
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مثال
%generate training data (input and target)

p = [0:0.4:5];

t = cos(p*pi);

%Define and train RBF Network

net = newrb(p,t);

plot(p,t,'*r');hold;

%generate test data

p1 = [0:0.1:5];

%test network

y = sim(net,p1);

plot(p1,y,'ob');

legend('Training Data','Test Data');

xlabel('input, p');

ylabel('target, t‘)

الگوشناسی آماری
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الگوشناسی آماری
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Probabilistic Neural Networks

الگوشناسی آماری
68



دراستفادهبرایکهاستRBFشبکه ینوعی•
.استمناسبدسته بندی

عملدربگيریم،نظردرصفرنزدیکراspreadاگر•
1-NNبودخواهد.

الگوشناسی آماری

Probabilistic Neural Networks

P = [1 2 3 4 5 6 7];

Tc = [1 2 3 2 2 3 1];

T = ind2vec(Tc)

net = newpnn(P,T,0.001);

Y = sim(net,P)

Yc = vec2ind(Y)

Yc =

1     2     3     2     2     3     1 69



Generalized Regression Networks

الگوشناسی آماری

x

y
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دراستفادهبرایکهاستRBFشبکه ینوعی•
.استمناسبرگرسيون

متفاوتمعمولیRBFباشبکه،ایندوملایه ی•
.است

یخروجبهمخفیلایه یازمتصلوزنحالت،ایندر•
.ودمی شگرفتهنظردرمطلوبخروجیبامتناسب

ماتریسمحاسبه یبهکهاستایندرآنمزیت•
.نداردنيازیمعکوس

الگوشناسی آماری

Generalized Regression Networks

Specht, D.F., A general regression neural network. IEEE 

Transactions on Neural Networks, 1991. 2(6): p. 568-576.
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