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شبکه های عصبی مصنوعی

صبیعشبکه های»برمبتنیشبکه هاایناصلیایده ی•
.است«زیستی

حلقابلسادگیبهانسانتوسطمسائلازبسياری•
.می باشد

.می دهدانجامرامحاسباتموازیصورتبهمغز•
یآدمذهنتوسطکهمسائلیبرایمی تواندمدلاین•

.باشدمفيدمی شود،انجامراحتیبه
الهامنوعیبهذهندررفتهکاربهشيوه یواقعدر•

بامشابهقابليت هاییایجادبرایمدلیارائه یبخش
اماستفاده یمورد عصبیشبکه یهرچنداست،مغز

.داردزیستیعصبیشبکه هایبابسياریتفاوت های

الگوشناسی آماری
3



ساختار یک نورون طبيعی

صورتبهکهاستنورون1011حدودشاملانسانمغز•
باطمتوسطوربهنورونهرکههستندپيوستههمبهفوق العاده ای

.استمرتبطدیگرنورون104
.ودمی شذخيرهنرون هابيناتصالاتدرداده هامی دهندنشانیافته•
پيام هایوشدهشاخهشاخهکهاست(آکسون)آسهیکشامل•

.می کندهدایتیاختهبيرونبهراالکتریکی
 هایسلولازراالکتریکیپيام هایکهها(دندریت )دارینهازخوشهیک•

.می کنددریافتمجاور

الگوشناسی آماری
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...(ادامه)ساختار یک نورون طبيعی

درزیستیساختاریک(سيناپس)همایه•
يامپعصبیسلولیکآنراهازکهاستآکسون هاپایانه

یاماهيچه اییاختهیادیگرنورونیکدندریتبهراخود
.می فرستدغدهیک

در . جسم سلولی مولد این سيگنال های ارسالی است•
یک صورتی که ميزان سيگنال دریافتی از طریق دارینه ها از

حد آستانه بيشتر باشد؛
.نورون تحریک می شود

الگوشناسی آماری
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مغز چگونه کار می کند؟

دریافتورودیدیگرینرون هایازنورونهر•
.می کند

(receptor)گيرندهسلول هایبهنرون هایبرخی•
.هستندمتصل

دیگریکباالکتریکیسيگنال هایارسالبانرون ها•
.می کنندبرقرارارتباط

.داردیبستگسيناپسیارتباطوزنبهورودیهراثر•
لکتامی یابندتغييروفقیصورتبهوزن هااین•

.دهدانجامدرستیبهرامحاسباتشبکه

الگوشناسی آماری
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شبکه ی عصبی

وشدهتوزیعساختارباپردازشگریعصبیشبکه ی•
واحدهایازکهاستموازی سازیبالایقابليت

تقابليواستشدهتشکيلساده ایپردازشگر
برایآنکارگيریبهوتجربياتکردنذخيره

.می باشدداراراآتیاستفاده های
.می کنددانشکسباطرافمحيطازیادگيریطریقاز–
دهاستفاسيناپسیوزن هایازدانشذخيره سازیبرای–

.می کند
تنظيمنحوه یمورددربخش،اینمطالبعمده•

.ندکنحلراخاصیمسائلبتواندتاوزن هاستاین

الگوشناسی آماری
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نيازمندی های شبکه های عصبی

جمع آوری و آناليز مناسب داده•
طرح، آموزش و تست شبکه ی عصبی•
:ورودی ها( normalize)بهنجار کردن•

وده و تغييرات باید به نحوی باشد که قابل برگشت ب–
.هيستوگرام ورودی را تغيير ندهد

الگوشناسی آماری
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تاریخچه ی مختصر

McCulloch&Pitts، مفهوم نورون 1943•

Hebb، قانون آموزش 1949•

Rosenblatt، مفهوم پرسپترون 1958•

•1960 ،Adaline توسطWidrow&Hoff

Minsky&Papert، نقد شبکه ی عصبی 1969•

، شبکه های رقابتی و حافظه ی تداعی گر1972•
،  الگوریتم یادگيری پس انتشار خطا1980•

الگوشناسی آماری
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deep artificial neural networks



مدل نرون

کوچک ترین واحد پردازشگر اطلاعات•

الگوشناسی آماری
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ساختار نورون تک ورودی

+
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McCulloch and Pitts 1943
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...(ادامه)مدل نورون 
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i i

i
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:به دو صورت می توان چنين نرونی را نمایش داد•
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مدل ریاضی یک نرون
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تابع انگيزش
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Activation Function



...(ادامه)تابع انگيزش 

الگوشناسی آماری
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تابع انگيزش
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15



پرسپترون

يبیترکگرفته،راورودیبرداریکپرسپترونیک•
فراهمراخروجینموده،محاسبهراآن هاازخطی

.می آورد
ردویکبودبالاترآستانه ایميزانازخروجیاگر•

.می گرداندباز(یکمنهای)صفراین صورتغير

الگوشناسی آماری
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پرسپترون

اردوسطحیداده هایجداسازیتواناییپرسپترون•
.داراست

رددوسطحیجداکنندهیکصورتبهراآن می توان•
.گرفتنظر

الگوشناسی آماری
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مثال
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1
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مثال

به ازای کدام ورودی پاسخ یک است؟•

الگوشناسی آماری
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(سوگيری)بایاس

.ر دادبه جای تغيير آستانه می توان بایاس را تغيي•

الگوشناسی آماری
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XOR Gate
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یادگيری

مصنوعیهوشبخش هایمهم ترینازیکی،یادگيری•
ارقرمتغيرشرایطبامحيطیدرکهسيستمیک.است
داشتهآموختنتواناییبایدبودنهوشمندبرایدارد،
تحالاهمه یپيش بينیبهنيازیحالتیچنيندر.باشد

.بودنخواهدممکن
صتشخيماشين ،بيناییدرمسائلازبسياریحلبرای•

.می آیندکاربهیادگيریالگوریتم  های...وصوت
ردکهزمينه هاستاینازیکیچهرهکمکباهویتشناسایی–

.می شودمطرح«الگوبازشناسی»

24
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مراحل طراحی یک شبکه ی عصبی و الگوریتم های آموزش

انتخاب وزن ها به صورت تصادفی•
(training set)اعمال مجموعه ی آموزشی •

اعمال هر ورودی به شبکه و به دست آوردن خروجی–
مقایسه ی خروجی مطلوب و واقعی–
ک آموزش شبکه به صورت تغيير وزن ها و در جهت نزدی–

شدن خروجی مطلوب و واقعی

الگوشناسی آماری
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    1 1 2 2, , , ,M X d X d



برحاضرحالدرHebbتوسطشدهمطرحفرضيه ی•
.استمؤثرعصب شناسیتحقيقاتروی

طرحممختلفبيان هایبهنيزپيشترفرضيهاین•
.بودشده

مواجهقانوناینبادوبارهبعدیبخش هایدر•
.شدخواهيم

الگوشناسی آماری
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Hebb 1949

When an axon of cell A is near enough to excite a cell B and repeatedly or 

persistently takes part in firing it, some growth process or  metabolic change 

takes place in one or both cells such that A’s efficiency, as one of the cells 

firing B, is increased



قانون آموزش پرسپترون

.هستند-1و 1مقادیر ورودی •
پله واحد( انگيزش)تابع فعاليت•

27

  ( )i i
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...(ادامه)اولين قانون آموزش

:شدتجميعرابطهیکدرشکلبدینو•

عودیصیکنواصورتبهانگيزشتابعکهصورتیدر•
خطاکاهشباعثوزن هاتغييرترتيببدینباشد،

.می شود

الگوشناسی آماری
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   1 k k

i i iw t w t d x  

   1i iw t w t    is correcty t

  not is  correcty t



مثال
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 0,   0 0 0 0 ;t W  1X
1 ;new oldW W X 

 1,   1 1 1 1 ;t W     2X
2 ;new oldW W X 

 2,   0 2 0 0 ;t W   3X
3 ;new oldW W X 

 3,   1 1 1 1 ;t W   1X
1 ;new oldW W X 

 4,   2 2 0 0 ;t W   2X
2 ;new oldW W X 

1
signum

 

 

 

1 1

2 2

3 3

1 1 1 1 ,     1

1 1 1 1 ,     1

1 1 1 1 ,     1

X d

X d

X d

    

    

 



مثال
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 5,   1 3 1 1 ;t W   3X

 6,   2 2 1 2 ;t W    1X

 7,   3 3 1 1 ;t W  

3X

3 ;new oldW W X 

1X

1 ;new oldW W X 

2X  new oldW W

 8,   3 3 1 1 ;t W  

 9,   3 3 1 1 ;t W  

 new oldW W

 new oldW W

 

 

 

1 1

2 2

3 3

1 1 1 1 ,     1

1 1 1 1 ,     1

1 1 1 1 ,     1

X d

X d

X d

    

    

 

2
signum



قضيه ی همگرایی

داشتهوجود*Wوزن هایمجموعه کهصورتدر•
محدودمجموعه ییکجداسازیقابليتکهباشد

آموزشقانونباشد،داشتهرا(خطیجدایی پذیر)
.شدخواهدهمگراپاسخیکبهپرسپترون

.بودنخواهدیکسان*Wباالزاماپاسخاین–
خروجیکهمی دهيمتغييرگونه ایبهراخروجی هاتمام–

.شود«+1»مطلوب
.می گيریمنظردرصفررااوليهوزن–
.استتاییn-ورودیبردار–

الگوشناسی آماری
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Convergence theorem

1 2[1, , ,......., ]k k k k

nX x x x



استفادهخطاتأثيرازجدیدوزن هایتوليدبرای•
.می شود

زانميبامتناسببه روزنماییميزانشيوهایندر•
تصورسریع ترهمگرایینتيجهدروبودخواهدخطا

.می گيرد

الگوشناسی آماری
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w wnew o wld 

Widrow and his graduate student Hoff introduced 
ADALINE network and learning  rule which they called 
the LMS(Least Mean Square) Algorithm. 

LMS(Least Mean Square)



•ADALINEنآتابعتنهااستپرسپترونهمانند
بهرا(0)-1و1مقادیرکه)بودندوسطحیجایبه

.استخطیتابعی(می دهداختصاصخود
•ADALINEمسائلمی تواندپرسپترونهمانند

.کندحلراخطیجدایی پذیر

الگوشناسی آماری
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ADALINE



الگوشناسی آماری
34

W Wnew o Wld 

( ) ( )k k

ke n d y n 

خروجی واقعی در مرحله ی  
n به ازای ورودیk -ام

ام kخروجی مطلوب ورودی 

( ) 0ke n تغيير وزن ها در جهت افزایش خروجی

( ) 0ke n تغيير وزن ها در جهت کاهش خروجی

( 1) ( ) ( )k k

i i iw n w n e n x  

(یادگيری)ضریب آموزش 

supervised training

ADALINE



مثال

خروجی هایکهرازیرداده یپنجمی خواهيم•
کلاسدودررااستمشخصنيزآن هامطلوب

:کنيمطبقه بندی

الگوشناسی آماری
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P=[0.7 -0.1 -0.3 0.1 0.5;

0.2  0.9  0.3 0.2 -0.5];

T=[1 1 0 0 0];

P1=[0.7,0.2];

T1=[1];

P2=[-0.1,0.9];

T2=[1];

P3=[-0.3,0.3];

T3=[0];

P4=[0.1,0.2];

T4=[0];

P5=[0.5,-0.5];

T5=[0];

MATLAB



مثال
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P=[0.7 -0.1 -0.3 0.1 0.5;

0.2 0.9 0.3 0.2 -0.5];

T=[1 1 0 0 0];

W=[0 0];

b=-1;

plotpv(P,T);

plotpc(W,b);

nepoc=0

Y=hardlim(W*P+b);

while any(Y~=T)

Y=hardlim(W*P+b);

E=T-Y;

dW=E*P';

db=sum(E);

W=W+dW;   

b=b+db;

nepoc=nepoc+1;

disp('epochs='),disp(nepoc),

disp(W), disp(b);

plotpv(P,T);

plotpc(W,b);

end

W1=2.7       W2=2.9

B=-2

Epoch=9

[dW,db]= learnp(P,E);



OR
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Epochs=     5

W1=2    W2= 2

b=  -1



AND
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epochs=   4

W1=1   w2= 1

b= -2



پرسپترون سه ورودی

الگوشناسی آماری
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1 2 3 1 2 3hardlim( ) hardlim([ , , ].[ , , ] )Ty z w w w p p p b  

epochs=

3

w1= 3   w2= -3    w3= 3

b=0



انگيزشتابعدارایخروجیواحدکهاینفرضبا•
.باشدخطی

.می کنيمبررسیرامسألهورودیNازایبه•

الگوشناسی آماری
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تغييرگونه ایبهرابایاسووزن هاLMSالگوریتم•
خروجیبين)خطامربعاتميانگينکهمی دهد
حداقلبهراسيستم(واقعیخروجیومطلوب
.برساند

الگوشناسی آماری
41

LMS(Least Mean Square)
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کمينه کردن خطا

ند باید به گونه ای عمل کرد که تابع خطا طی فرآی•
:آموزش کم تر شود

ابع هدف یافتن وزن بهينه ای است که به ازی آن ت•
:مينيمم شود( هزینه)خطا

:شرط لازم برای وجود وزن بهينه این است که•
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...(ادامه)کمينه کردن خطا
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Steepest descent
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:استS.S.Eیا Eهدف به حداقل رساندن مقدار •
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مطلوب wبرای انتخاب •
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تنظيم نرخ یادگيری
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تک لایه تک واحد با تابع غير خطی

LMSحل به وسيله ی الگوریتم •

الگوشناسی آماری
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شبکه ی تک لایه با چند خروجی
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Single-Layer Linear Network
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R تعداد المان  های ورودی

S  موجود در یک لایهنورون های تعداد



شمای شبکه ی قبل به اختصار
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1

1

-1

-1

x1

x2

x1 x2 x1 xor x2 

-1 -1 -1 

-1 1 1 

1 -1 1 

1 1 -1 
 

 

1     if v > 0

(v)=    

-1    if v  0

 is the sign function.

Minskyمثال & Papert (1969) offered solution to XOR problem by 

combining perceptron unit responses using a second layer of units
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...(ادامه)مثال
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شبکه عصبی چند لایه
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مخفیلایه ها ی 

لایه ی لایه ی خروجی
ورودی

Multilayer Neural Network

Multilayer Neural Perceptron( MLP)



...(ادامه)شبکه ی عصبی چند لایه

متصلخروجیبهمستقيمصورتبهورودی ها•
.نيستند

لایه یواحد هایتمامیبهقبلیلایه یازواحدهر•
(استمجازصفروزن).استمتصلبعدی

.استمشخصمخفیواحد هایتعداد•
.استجلوبهرواتصالاتتمام•
.باشدغيرخطیتابعیبایدانگيزشتابع•

الگوشناسی آماری
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مخفیلایه  های 

لایه ی خروجی
لایه ی 
ورودی

Feed Forward
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Structure
Types of

Decision Regions

Exclusive-OR

Problem

Classes with

Meshed regions

Most General

Region Shapes

Single-Layer

Two-Layer

Three-Layer

Half Plane

Bounded By

Hyperplane

Convex Open

Or

Closed Regions

Abitrary

(Complexity

Limited by No.

of Nodes)

A

AB

B

A

AB

B

A

AB

B

B
A

B
A

B
A

An introduction to computing with neural nets (Lippmann, R. P.)

Neural Networks – An Introduction Dr. Andrew Hunter



یادگيری

شار پس انت»برای آموزش این شبکه ها از الگوریتم •
.استفاده می شود«خطا

زیرطریقه یبهشبکه هادستاین آموزشبرای•
:می شودعمل

(Forward)جلوبهرو–
محاسبهواقعیخروجیوشدهاعمالشبکهبهورودیبردار•

.می شود

(Backward)عقببهرو–
بروشدهمحاسبه(مطلوبخروجی–واقعیخروجی)خطا•

.ی شودمتوليدخطابامتناسبسيگنالیمعيار،تابعحسب
دیورولایه یتاراوزن هاوکردهحرکتلایهلایهسيگنالاین

.می نمایداصلاح
الگوشناسی آماری
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ک  ی م ی  ی  ا می گو ت ه  iterationپ س از اصلاح وزن ه 

 
گرف .استصورت 

Back Propagation

sequential mode



عملکرد شبکه
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Function 

signals

Forward Step

Error signals

Backward Step

که  د  وی  ه ای اصلاح می ش  گوب  ا ب ه  نوزن ه  گی 
ای  می 
گردد. ت ه   کمی  طا 

موع مرت عات خ  مج 

فرض شبکه•
–mلایه بدون در نظر گرفتن لایه ی ورودی



ميزان خطا

ام jميزان خطا و ميانگين مربعات خطا برای نرون •
به شيوه ی زیر ( ام-nبه ازای ورودی )امnخروجی در تکرار 

:محاسبه می شود
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آموزش شبکه های چندلایه

:استLMSبه روز نمودن وزن ها همانند •
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آموزش لایه ی خروجی

برای به روز کردن وزن ها به  LMSهمانند •
:شيوه ی زیر عمل می کنيم
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...(ادامه)آموزش لایه ی خروجی
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...(ادامه)آموزش لایه ی خروجی
:داشتيمدلتااز قانون •
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...(ادامه)آموزش لایه ی خروجی
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آموزش لایه ی مخفی
بگيریمنظردرمخفیلایه یازنرونیراjنروناگر•

:خطامحاسبه یبرای
می بایدنظرموردنرونمحلیگرادیانمحاسبه یبرای–

موردنرونباکهنرون هاییمحلیگرادیان هایتمامی
.نمایيملحاظراهستندارتباطدرنظر
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...(ادامه)آموزش لایه ی مخفی 
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...(ادامه)آموزش لایه ی مخفی 
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...(ادامه)آموزش لایه ی مخفی 
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...(ادامه)آموزش لایه ی مخفی 
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Local Gradient of hidden neuron j
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...(ادامه)آموزش لایه ی مخفی 

:به صورت کلی خواهيم داشت•
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...(ادامه)آموزش لایه ی مخفی 
• Delta rule wji = j yi

C: Set of neurons in the layer following the one 
containing j
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IF j output node

IF j hidden node
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...(ادامه)آموزش لایه ی مخفی 
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تابع انگيزش
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...(ادامه)تابع انگيزش 

:اگر نرون در لایه ی خروجی باشد•

:و اگر در لایه ی مخفی باشد•
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Sigmoid  function
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...(ادامه)تابع انگيزش
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hyperbolic tangent 

    ( ( )) tanh       , 0j j jv n a bv n a b  

   ( ( ))j j j j

b
v n a y n a y n

a
         

α= 1.7159 and b = 2/3



انواع شيوه های آموزش

:ترتيبیشيوه ی•
ارکبهوزن هااصلاحبرایتک تکنمونه هاشيوهایندر–

.می روند

:دسته ایشيوه ی•
شده،اعمالآموزشینمونه هایتمامشيوه ایندر–

.می پذیردصورتوزن هااصلاحسپس

الگوشناسی آماری
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د آموزش را  ی  رآی 
 
ی  در ف

 
ای آموزش ه ه  موب 

 
ه  ی ن کامل اراب  ک دوره ی  دepochی  امی  .می ی 

Sequential Mode

online pattern or stochastic mode

Batch Mode
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...(ادامه)انواع شيوه های آموزش

.دارداحتياجکم تریحافظه یبهترتيبیشيوه ی•
د،شواعمالتصادفیوترتيبیصورتبهنمونه هاکهصورتیدر•

خواهدرکم تبيفتند،محلیمينيممدامدرالگوریتمکهایناحتمال
.بود

ورتصبهترتيبیروشباشيم،داشتهتکراریداده هایکهوقتی•
.می کنداستفادهتکراریداده هایازمؤثرتری

ارتردشوراهمگراییشرایطنظریتحليلبودن،تصادفیاینچندهر•
ازتریبهتقریبدسته ایشيوه یازاستفادهباکهحالیدرمی کند،

یمحلمينيممسویبههمگراییومی آیددستبهگرادیانبردار
.استشدهتضمين

.تساده اسمراتببهدسته ایشيوه یدرموازیپردازشازاستفاده•

الگوشناسی آماری
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...(ادامه)انواع شيوه های آموزش

بهآموزششيوه،دوهرمزایایازبهره برداریبرای•
کهاستمعمولنيز«mini-batch»صورت

صورتگامn(n>1)هرازبعدوزن ها،به روزرسانی
.می گيرد

الگوشناسی آماری
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که  هت  ود، از ای ن ج 
ح داده می ش  ی 

رچ 
 
ی، ای ن روش در غمل ی ب  ت 

رن 
 
ب روش ی م، معای 

 
رغ علی 

ر است
 
زی آن ساده ی اده سا ی  .ی 

ری است
 
وار و ی زرگ راه جل مؤی

ل دش 
.ی رای مسای 



معيارهای توقف آموزش

دفرآینآیاکهنمودمشخصنمی توانراحتیبهعمل،در•
ضوابطیاما.استرسيدهنظرموردنقطه یبهآموزش

.استشدهمطرحآموزشبهدادنپایانبرای
حدیکازگرادیانبرداراندازه یکهرودپيشجاییتاآموزش–

.شود کم ترآستانه
.شودطولانیاستممکنآموزشفرآیندکهاستاینروشاینعيب•

بهميانگينخطایاختلافکهمی شودمتوقفزمانیآموزش–
کوچککافیاندازه یبهمتوالی(epoch)دورهدودرآمدهدست
.باشد

ابشبکهآموزش،فازهرازپسکهاستایندیگرشيوه ییک–
قدرتوشودبررسیآموزشیداده هایازغيرداده هایی

.باشدآموزشتوقفبرایملاکیآن«تعميم پذیری»

الگوشناسی آماری
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الگوشناسی آماری
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گردد ر 
 

ق صف
 
ت
 

که مس ی است  ای  لی ج  مم مح ی 
 
ت من 

If slope is negative  increase w

If slope is positive  decrease w
E

w

طا خ 

مم مح  ی 
 
ت لیمن 

مم مطلق ی 
 
ت من 

Gradient Descent



موجببالاآموزشنرخشد،مطرحاینازپيشچنان چه•
دفرآینپایينآموزشنرخکهحالیدرمی شود،ناپایداری
.کردخواهدطولانیراآموزش

مختلفوزن هایبرایراآموزشنرخمی توانهمچنين•
.گرفتنظردرمتغير

تأثير نرخ آموزش

الگوشناسی آماری
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Connection dependent

بدون تغييرات زیادولی روند حرکت همگرایی کند است : نرخ آموزش کوچک

با تغييرات زیادولی روند حرکت همگرایی تند است : نرخ آموزش بزرگ
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Momentum and Learning Rate Adaptation

Local Minima

http://www.willamette.edu/~gorr/classes/cs449/momrate.html



momentumروش استفاده از 

:داشتيم•
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momentumروش استفاده از 

.استعادیرسانیبه روزباشدصفرممنتومثابتاگر•
یرسانروزبهکندميلیکسمتبهثابتایناندازههر•

.می کندتبعيتقبلیالگویازبيشتر
گرفتننظردرباشند،هم جهتتغييراتکهکهصورتیدر–

momentumمی شودآموزشتسریعباعث.
فرآیندپایداریموجبنباشند،یکسانتغييراتصورتدر–

.می شودآموزش

اکارامدنیکازبيشتروصفرازکم ترثابتکهاستواضح•
.است

افتدریبهينهپاسخیمی توانآموزشنرخميزانتغييربا•
.کرد
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87
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ی س ی رات وزن در مرجله ی ن  ی 

 
غ
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accelerating effect

stabilizing effect



momentumروش استفاده از 
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ت  ای  الگوشناسی آماریMomentumی 
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:اول بررسی می کنيمiterationبرای 
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...ادامه
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momentumروش استفاده از 

با /ميانگين زمان یادگيری برای یک شبکه بدون•
Momentumاستفاده از 
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رخ آموزش
 
ی ت  ای  Momentumی 

http://www.willamette.edu/~gorr/classes/cs449/momrate.html



مثال

ا هدف طراحی شبکه ای است که دو دسته داده زیر ر•
.از هم جدا کند

الگوشناسی آماری
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مثال
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...ادامه 
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مثال
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η=0.01
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η =0.1
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η =0.5
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η =0.9
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مثال
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نرخ یادگيری و ضریب گشتاور

تغييراتباشدکوچک تریادگيرینرخاندازههر•
اربهتریمحلیکمينه یامااست،کندترنمودار

فضایشرایطایندر.آورددستبهمی تواند
.می گيردقراربررسیموردخطارویه یازبيشتری

اورگشتضریبویادگيرینرخبرایکهصورتیدر•
باعثشود،گرفتهنظردربزرگیوثباتاعداد

ندکتغييرنوسانیصورتبهخطاميزانشدخواهد
.شودهمگرابالاتریمقداربهیاو

الگوشناسی آماری
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For η ->0 ,      α->1

For η ->1,      α->0 باعث ثبات یادگيری

افزایش سرعت همگراییباعث 



(وفقی)روش نرخ یادگيری متغير 
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Adaptive Learning Rate

  ( 1) 1 ( ) ( 1) ( )if E k E k w k w k     

0.01 
در این حالت جهت حرکت نامناسب است

( 1) ( ).k k   

0 1 

را صفر می گذاریمmomentumضریب 

ηخلاف جهت است 
باید کم شود

SSE

Bold Driver



(وفقی)روش نرخ یادگيری متغير 
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 ( 1) ( )if E k E k   ( 1) ( ) ( )w k w k w k   

( 1) ( ).k k d  در این حالت جهت حرکت مناسب است

1 2d 

به مقدار اصلی برمی گرددmomentumضریب 

ηبيشتر شود

SSE



(وفقی)روش نرخ یادگيری متغير 
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روش نرخ یادگيری متغير

Boldازاستفادهترتيبی،روشدر• driverبهمنجر
رنظدرجایبهاین روازمی شود،الگوریتمواگرایی
درنزولیصورتبهآموزشنرخوفقی،نرخگرفتن

.می شودگرفتهنظر

باتقریآموزشنرخاوليهگام هایدربدین ترتيب، •
،مينيمممحدوده یبهرسيدنازبعد.استثابت

.می یابدکاهشآموزشنرخ
پارامتر هامجموعه یبهآزادپارامتریکحالتایندر–

الگوشناسی آماری.شدخواهدافزوده
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Annealing
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روش های بهبود کارایی

آنازبيشعصبیشبکه یطراحیکهمی شودگفتهغالبا•
تنظيمکهچرااست،«هنر»نوعیباشد،«علم»که

زیادیحدتاهستند،دخيلطراحیدرکهزیادیپارامترهای
.داردبستگیشخصتجربه یبه

:ارددوجودشبکهکاراییبهبودبرایروش هاییوجوداینبا•
:دسته ایمقابلدرترتيبیروش•

یافزونگوداریماختياردربزرگیآموزشیمجموعه یکهجاهایی–
.استمناسب ترترتيبیروشبالاستداده هادر

بهجدیدداده هاینيست،ثابتآموزشیمجموعه یکهمواردی–
.شوداضافهمجموعه

الگوشناسی آماری
105Y. LeCun, L. Bottou, G. Orr and K. Muller: Efficient BackProp, in Orr, G. and Muller 

K. (Eds), Neural Networks: Tricks of the trade, Springer, 1998



...(ادامه)روش های بهبود کارایی

:آموزشدراطلاعاتحداکثرازاستفاده•
وهمگراییدرمهمیبسيارنقشآموزشیمجموعه ی–

.داردتعميم پذیری
درطاخبيشترینکهشوداستفادهنمونه هاییازاستبهتر•

.می کندایجادراآموزش
باعثکاراین.هستندمتفاوتهمباکهنمونه هایی•

.شوندبررسیوزن هاازوسيع تریگستره یمی شود

بههاالگواعمالترتيبی،شيوه یدرالگوبازشناسیدر–
کلاسیکداده هایتامی شدموجبتصادفیصورت

.نشوندانتخابسرهمپشت صورتبه

الگوشناسی آماری
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Maximizing information content



...(ادامه)روش های بهبود کارایی

.وندشاعمالبيشترشبکهبهدشوارترنمونه های•
.استروبروهممشکلاتیباالبتهشيوهاین
.می ریزدهمبهآموزشینمونه هایاعمالترتيب–
مجموعه یدر(outlier)برون هشتهداده هاییا–

داده هایچنين.باشدداشتهوجودآموزشی
.می کندمواجهچالشبارا«تعميم پذیری»

الگوشناسی آماری
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emphasizing scheme



...(ادامه)روش های بهبود کارایی

:انگيزشتابع•
.استموثرکاراییدرمناسبانگيزشتابعانتخاب–

:مطلوبخروجیمقدار•
د،باشفعاليتتابعبردمحدوده یدربایدمقداراین–

.می روندبی نهایتسمتبهآزادپارامترهایوگرنه

الگوشناسی آماری
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...(ادامه)روش های بهبود کارایی

:ورودی هابهنجارسازی•
صورتپيش پردازش هایبایدورودیداده هایرویبر–

يرغدر.شودصفرورودی هاميانگيناستبهتر.پذیرد
تحرکمينيممسمتبهزیگزاگصورتبهصورتاین

.می کند

الگوشناسی آماری
109

mean removal

covariance  equalization

Decorrelation



...(ادامه)روش های بهبود کارایی

:وزن هااوليه یمقداردهی•
شدنکند←اشباعناحيه یبهرفتن←بزرگمقادیر–

آموزش
صورتبهمبدأ←مبدأنزدیگی←کوچکمقادیر–

.است«زینینقطه ی»
.استدواینبينمقداریمناسبمقدار–

يه ی ثابت می شود در صورتی که ميانگين مقدار اول•
وزن ها صفر و انحراف معيار آن 

(  تعداد اتصالات به نرون m)در نظر گرفته شود،
ع زمانی که تاب)نتيجه ی بهتری به دست می آید

(.باشدtanhانگيزش 
الگوشناسی آماری

110
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...(ادامه)روش های بهبود کارایی

:آموزشنرخ•
.شدصحبتوفقیآموزشنرخمورددر–
وننر.ببينندآموزشسرعتیکبابایدنرون هاهمه ی–

هترببنابراین.داردبزرگ تریگرادیانمعمولاآخرلایه ی
گرفتهنظردرکم ترآخر،لایه هایآموزشنرخاست،

.شود
تاتصالاتعداداساسبرآموزشنرخمی شودتوصيه–

.شودتنظيمنيز

الگوشناسی آماری
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تعميم در شبکه های عصبی

آموزش بيش از حد•
ی استفاده از لایه های مخف•

بيش از حد نياز

الگوشناسی آماری
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Overfitting

Overfitted data

(poor generalization)

properly fitted data

(good generalization)



تعميم در شبکه های عصبی

شبکهآموزش–
.می شوداستفادهشبکهآموزشبرایالگوتعدادیاز•
شبکهبهآموزشیداده  هایازغيردیگریورودی هایکههنگامی•

ودمی شگفتهدهد،پاسخدرست(تقریبا)شبکهوشوداعمال
.استخوبآن«تعميم پذیری»

مشکلگيردصورتحدازبيشآموزشکههنگامی•
(overfitting or overtraining)می آیدپيش.

جوابالگومشخصیتعدادبرایاستممکنحالتایندر•
.مکنيدریافتنامناسبپاسخالگوهاتغييرصورتدروخوب

شبکهتستمرحله ی–
کهشبتستجهتنشدهاستفادهآموزشدرکهالگوتعدادیاز•

.می کنيماستفاده

الگوشناسی آماری
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Occamتيغ  

WilliamبهمنسوباصلیOccamتيغ• of Ockham

ميلادی14قرندر.استانگليسیفيلسوفومنطق دان•
تيغ»اصلنامبهکهکردمطرحرااصلیاوکامویليام

Occam»دربارهگاههراصل،اینطبق.شدشناخته  ٔ

آندرشود،ارائهمختلفتوضيحدوپدیده ایبروزعلت
يشترباشتباهبروزاحتمالباشدپيچيده ترکهتوضيحی

موارد،سایربودنمساویشرایطدربنابراین،واست
.استبيشتربودنشصحيحاحتمال،ساده ترتوضيح
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Occam’s razor
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...(ادامه)تعميم در شبکه های عصبی

:سه فاکتور در تعميم پذیری مؤثر هستند•
تا چه حد )حجم مجموعه ی آموزشی و توزیع آن–

(گویاست
(پيچيدگی مدل)ساختار شبکه ی عصبی –
پيچيدگی مسأله–

تعداد نمونه های آموزشی برای تعميم پذیری مناسب–

الگوشناسی آماری
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W
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
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بسط تيلور

 ای ها توابع تحليلی قابل تقریب زدن با چندجمله•
.هستند
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F x( ) F x*( )
xd

d
F x( )

x x*=
x x*–( )+=

1

2
---

x
2

2

d

d
F x( )

x x*=

x x*–( )
2

+ +

1

n!
-----

x
n

n

d

d
F x( )

x x*=

x x*–( )
n

+ +

nnd8ts1

Neural Network Design, Hagan, chapter 8



حالت برداری

الگوشناسی آماری
125

F x  F x1 x2  xn   =

F x  F x* 
x1


F x 

x x*=
x1 x1

*– 
x2


F x 

x x*=
x2 x2

*– + +=


xn


F x 

x x*=
xn xn

*– 
1

2
---

x1
2

2




F x 

x x*=
x1 x1

*– 
2

+ + +

1

2
---

x1 x2

2




F x 

x x*=
x1 x1

*–  x2 x2
*–  + +



فرم ماتریسی
F x  F x*  F x 

T

x x*=
x x*– +=

1

2
--- x x*– 

T
F x 

x x*=
x x*– 2 + +

F x 

x1


F x 

x2


F x 



xn


F x 

= F x 2

x1
2

2




F x 

x1 x2

2




F x  

x1 xn

2




F x 

x2 x1

2




F x 

x2
2

2




F x  

x2 xn

2




F x 

  

xn x1

2




F x 

xn x2

2




F x  

xn
2

2




F x 

=

Gradient
Hessian
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1

2
---x

T
Ax d

T
x c+ += ه  ت ع درج  ا ک ی  کلی ی  رم 

 
2ف



الگوریتم های بهينه سازی
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xk 1+ xk kpk+=

x k xk 1+ xk–  kpk= =

pk - Search Direction

k - Learning Rate

xk
xk 1+

kpk

ی  کارای  طا ی ر روی روب ه ی 
ی مم خ 

 
ت طه ی من  ق 

 
ن ت

 
ی
 
اف  performance(error))ی رای ی 

surface)ود دارد ی  وخ 
 
اوی ق 

 
ای مب وه ه  ت 

 
.ش

Neural Network Design, Hagan, chapter 9

طا 
ت ع خ  ا ی مم ی 

 
ت طه ی من  ق 

ن ت 
 
ی
 
اف دف ی  ده است(F(X))ه  وی 

کرار ش  ای ی  م ه 
ی  اده از الگوری  ق 

ا اشب  د ی  اس  ک جدس اولت ه می ی  ، از ی 
کرد ی م  واه 

 
روع خ .ش 



الگوریتم های بهينه سازی

کهباشدگونه ایبهمی بایدبه روز رسانیروند•

:داریم

:از رابطه ی زیر به دست می آیدgkکه در آن •

الگوشناسی آماری
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F xk 1+  F xk 

F xk 1+  F xk x k+  F xk  gk
T
x k+=

gk F x 
x xk=



Steepest Descent

ت ه ی  لور مری  ی 
1شری ی 

ان گرادی 



الگوریتم های بهينه سازی

رابطه یآخربخشاینبرای•
.باشدصفرازکوچک تربایدزیر

:داریمپس•

:داشتخواهيمباشد، یکوصفربينαاگر•

کند،صدقبالاشرطکهpkبردارهربه•
«descent direction»می گویند.
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F xk 1+  F xk x k+  F xk  gk
T
x k+=

gk
T
x k kgk

T
pk 0=

F xk 1+  F xk 

0T

k kg p 

Steepest Descent



الگوریتم های بهينه سازی

برداردوداخلیضربمی بایدفوقرابطه یدر•
descent)نزولیجهتبرداروگرادیان direction)

،باشدمنفی ترفوقعبارتچههرباشد، منفی
.می شویمنزدیکمزبورنقطه یبهسریع تر

ت؟یافدستکاهشسریع ترینبهمی توانچگونه•

steepestمتدبرای• decentداریم:
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pk g– k=

xk 1+ xk kgk–=

0T

k kg p 

Steepest Descent



مثال

•Steepest decentاعمالزیرمساله یبرایرا
:کنيد

:با در نظر گرفتن                  خواهيم داشت•
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2 2
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 
  
 

0

1
( )

25
x xF x 

 
   

 

Steepest Descent



مثال

:خواهيم داشتα=0.01با در نظر گرفتن •
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1 0 0

0.5 1 0.49
0.01

0.5 25 0.25
x x g

     
         

     

2 1 1

0.49 0.98 0.4802
0.01

0.25 12.5 0.125
x x g

     
         

     

Steepest Descent



مثال

رزیشکلبهشبيهچيزیببریمبالاراآموزشنرخاگر•
:داشتخواهيم

ریناپایداوداشتخواهيمبيشترینوسانصورتایندر•
.شدخواهدبيشتری
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همواره جهت تغييرات بر مسير عمود است
.استو این به دليل استفاده از گرادیان 

Steepest Descent



تمرین
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F x  x1
2

2x1x2
2x2

2
x1+ + +=

x0
0.5

0.5
=

F x 
x1


F x 

x2


F x 

2x1 2x2 1+ +

2x1 4x2+
= =

g0 F x 
x x0=

3

3
= =

 0.1=

x1 x0 g0– 0.5

0.5
0.1 3

3
– 0.2

0.2
= = =

x2 x1 g1– 0.2

0.2
0.1 1.8

1.2
– 0.02

0.08
= = =



نمودار
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-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2



رپ س است
 
ادی ر وی ژه ی ای ن مای

داری واپ ست ه ب ه مق  ای  ی 

آموزش پایدار
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F x 
1

2
---x

T
Ax d

T
x c+ +=

F x  Ax d+=

xk 1+ xk gk– xk  Axk d+ –= = xk 1+ I A– xk d–=

I A– zi zi Azi– zi izi– 1 i– zi= = =

1 i–  1 
2

i
---- 

2

max
------------

Eigenvalues of [I - A].

(i - eigenvalue of A)

Stable Learning Rates (Quadratic)

Modern Control Theory (3rd dition) William L. Brogan

د اس  م مطلق ی 
ی  که مت  که دارای  رض آن 

 
ا ف ی 



مثال

برآنيمقبلیمثالبرمسالهایناعمالبا•
يمکنمحاسبهرامجازآموزشنرخميزانبيشترین

دودرجهمثالیمی شودمشاهدهکههمان گونه•
Hessianپساست Matrixخواهدزیرصورتبه

:بود

:داریمویژهمقادیربرایپس•
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2 2

1 2( ) 25F x x x 

2 0

0 50
A

 
  
 

1 1 2 2

1 0
{( 2), },{( 50), }

0 1
z z 
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         
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ادامه-مثال
ه پس بيشترین ميزان نرخ آموزش از رابطه ی زیر ب•

:دست می آید
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max

2 2
0.04

50



  

α=0.039

α=0.041



-2 -1 0 1 2
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0
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تمرین
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A 2 2

2 4
= 1 0.764=  z1

0.851

0.526–
=

 
 
 


 
 
 

2 5.24 z2
0.526

0.851
=

 
 
 
=

 
 
 



2

max
------------

2

5.24
---------- 0.38= =

-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2

 0.37=  0.39=

F x  x1
2

2x1x2
2x2

2
x1+ + +=



تنظيم نرخ یادگيری

پيشوفقیصورتبهآموزشنرخانتخابمورددر•
.شدصحبتایناز
هکاستگونه ایبهآموزشنرخانتخابدیگرراه•

:شودمينيممزیرعبارت

جستجوییpkراستایدراستلازممنظوراینبرای•
.پذیردصورت

تحليلیحلیراهمی تواندومدرجه یتوابعبرای•
:نمودارائه
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F xk kpk+ 

Minimizing Along a Line

d

dk
--------- F xk kpk+ ( ) F x 

T

x xk=
pk kpk

T
F x 2

x xk=
pk+=



(...ادامه)تنظيم نرخ یادگيری
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k  

F x 
T

x x k=
pk

pk
T

F x 2

x xk=
pk

------------------------------------------------–  
gk
T
pk

pk
T
Akpk

--------------------–= =

Ak F x 2

x xk=


d

dk
--------- F xk kpk+ ( ) F x 

T

x xk=
pk kpk

T
F x 2

x xk=
pk+=



مثال

الگوشناسی آماری
142

F x 
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---x
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روش نيوتن
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http://www.nd.com/NSBook/NEURAL%20AND%20ADAPTIVE%20SYSTEMS18_Newtons_Method.html

هریشیافتنجهتنيوتنروشازریاضياتدر
تکراریالگویتمیوسيلهبهریاضیعبارت

.می شوداستفاده

مانانقاطیافتنبرایالگوریتماینازبهينه سازیمسأله یدر
(Stationary Point)استفادهکند،صفررامشتقکهگونه ایبه

.می شود

نقطه یدنبالبهx0نقطه یازشروعباحالتایندر
x*کهبه گونه ایهستيمf '(x*)=0
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:شتدر بسط سری تيلور با استفاده از روابط زیر خواهيم دا•

1k kx x x  
' '' 21

( ) ( ) ( ) ( )
2

T k k k kf x x f x f x x f x x     

اببرابرآندادنقراروفوقرابطه یازگرفتنمشتقبا•
:داریمصفر

' ''( ) ( ) 0k kf x f x x   '

''

( )
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k

k

f x
x

f x
  

'

1 ''

( )
    0,1,...

( )

k
k k
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روش نيوتن

:در نمایش برداری داریم•
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F xk 1+  F xk xk+  F xk  gk
T
xk

1

2
---xk

T
Akxk+ +=

ر، نقطه  ی صفبا مشتق گرفتن از این تقریب و قرار دادن رابطه برابر با 
:بيابيمرا مانا 

gk Akxk+ 0=

xk Ak
1–

– gk=

xk 1+ xk Ak
1–
gk–=

' '' 21
( ) ( ) ( ) ( )

2
T k k k kf x x f x f x x f x x     



1مثال 

:با در نظر گرفتن                  خواهيم داشت•
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2مثال 
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F x  x1
2

2x1x2
2x2

2
x1+ + +=

x0
0.5

0.5
=

F x 
x1


F x 

x2


F x 

2x1 2x2 1+ +

2x1 4x2+
= = g0 F x 

x x0=

3

3
= = A 2 2

2 4
=

x1
0.5

0.5

2 2

2 4

1–
3

3
–

0.5

0.5

1 0.5–

0.5– 0.5

3

3
–

0.5

0.5

1.5

0
–

1–

0.5
= = = =

-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2



مشکلات روش نيوتن

معکوسماتریسمحاسبهبهنيازروشاین•
Hessianدارد.

ماتریساینشرایطیدراستممکن•
.نباشدمعکوس پذیر

نباشد،دودرجه ی،(کارایی)خطاتابعکههنگامی•
.داشتنخواهدوجودهمگراییبرمبنیتضمينی
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همگرایی

دومدرجه ی(کارایی)هزینهتابعکهصورتیدر•
نمی تواننيوتنروشازاستفادهبانباشد،

.کردتضمينراروشهمگرایی
وهزینهتابعبهوابستههمگراییصورت، ایندر•

.استاوليهحدسحتی
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F x  x2 x1– 
4

8x1x2 x1– x2 3+ + +=



شرایط اوليه ی متفاوت
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F x  x2 x1– 
4

8x1x2 x1– x2 3+ + +=

x
1 0.42–

0.42
= x

2 0.13–

0.13
= x

3 0.55

0.55–
=Stationary Points:

-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2

-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2

F(x) F2(x)

.در گام نخست، نقطه ی مينيمم پيدا نشد



شرایط اوليه ی متفاوت
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-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2

-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2

-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2

-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2

F(x)

F2(x)

-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2

-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2



:داشتيمB.Pدر روش عادی •

:در روش نيوتن داریم•

که در آن•
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1 ( )k k kX X F x   

1

1k k k kX X A g

  

( )
k

k k x x
g F x




2

1

( ) ( )



M

k i

i

F X e k

2 ( )
k

k k x x
A F x




تابع معيار خطا

{w and b of layer 1,w and b of layer 2,....}X 
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 
( )

( )
jx

j

F x
F x

x


 



2

1

( ) ( )
M

k i

i

F x e k


تابع معيار خطا

( ) ( ) T

k kE X E X1 2 M( ) [e  e  ... e ] T

kE X

{w and b of layer 1,w and b of layer 2,....}X 

1

( )
2 ( ).

M
i

i

i j

e x
e x

x







( ) 2 ( ) ( )TF x J x E X  1 1

1

1

( ) ( )
....

. .
( )

. .

( ) ( )
....

P

M M

P

e x e x

x x

J X

e x e x

x x

  
  
 
 

  
 
  
 

  

تعداد مجهولات کل  P

ژاکوبیماتریس 

است که برای سادگی  از نوشتن آن صرفنظر شده استkفرض می شود تمامی محاسبات در تکرار 



محاسبه مشتق دوم

الگوشناسی آماری
154

,

2
2 ( ) ( )

( )
k jx

k j k j

F x F x
F x

x x x x

   
            

2

1

( ) ( ) ( )
2 [ . ( ). ]

M
i i i

i

i k j k j

e x e x e x
e x

x x x x

  
 

   


2 ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( )TF X J X J X S X  

2

1

( )
( ) ( ).

M
i

i

i k j

e x
S X e x

x x




 


S(X) معمولاٌ بسيار کوچک است به همين دليل در محاسبات
می توان از آن صرفنظر کرد

2 ( ) 2 ( ) ( )TF X J X J X 

گویندGauss–Newtonرا  در این صورت متد 

 

1

( )
2 ( ).

M
i

i

ij j

F x e x
e x

x x

 


 




در روش نيوتن داشتيم•
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1

1k k k kX X A g

  

( )
k

k k x x
g F x




2 ( )
k

k k x x
A F x




( ) 2 ( ) ( )TF X J x E X 

2 ( ) 2 ( ) ( )TF X J X J X 

1

1 2 ( ). ( ) .2 ( ) ( )T T

k kX X J X J X J x E X



    

برای محاسبه ی رابطه ی مذکور تنها از مشتق اول استفاده می شود

است؟معکوس پذیر آیا این ماتریس همواره 

Gauss–Newton



Levenberg-Marqualt

ماتریسازHkازاستفادهجایبهروشایندر•
Gkمی شوداستفاده.

.باشد روش نيوتن استµ=0اگر •
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1

1 2 ( ). ( ) .2 ( ) ( )T T

k kX X J X J X J x E X



    

Hk

k k kG H I 

بسيار کوچک



Levenberg-Marqualt
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i i iAq q
یادآوری

مقدار ویژه

بردار ویژه

[ ]i iGq H I q 

      i iHq q 

      i i iq q  
دارای مقادیر ویژه Hفرض می کنيم 

λi و بردارهای ویژهqiباشد
      ( )i iq  

      ( )i i iGq q  

G مقادیر ویژه دارایμ +λi و بردارهای ویژهqiخواهد بود.



Levenberg-Marqualt

ویژهمقادیرکافی استمعکوس پذیریبرای•
.باشدمثبتماتریس

بت را تغيير داد تا مقادیر ویژه مثµمی توان آنقدر •
.گردد

ير در روش نيوتن این مقدار ثابت و غيرقابل تغي•
.بود
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      ( )i i iGq q  
G مقادیر ویژه دارایμ +λi و بردارهای

استqiویژه 

1

1 2 ( ). ( ) .2 ( ) ( )T T

k k k k k k kX X J X J X I J X E X



    



Levenberg-Marqualt

رابطهμميزانافزایشباداد،نشانمی توان•
:می شودزیرهمانند

0.01حدوددرکوچکμباراالگوریتممعمولاً•
با(موفقيت)خطاکاهشصورتدرکردهشروع

.می دهندکاهش(10حدوددر)θضریب
افزایشθضریبباراμموفقيتعدمصورتدر•

.می دهند
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1

1 2 ( ). ( ) .2 ( ) ( )T T

k k k k k k kX X J X J X I J X E X



    

1

1
( ) ( )T

k k k k

k

X X J X E X


  

دارد اما BPاز کم تری برای شبکه های کوچک تعداد تکرارهای بسيار این روش 
حجم محاسباتی آن بالا و زمان گير است

1
( )

2
k k

k

X F X


  



Hessianماتریسمحاسبه یبهاحتياجنيوتنروشدر•
لازمدوممشتقذخيره سازیومحاسبهواقعدرداریم؛
.است

محاسبه یبهنيازبدونکهاستروشییافتنهدف•
.دهدافزایشراهمگراییدوممشتق

steepestازاستفادهطرفیاز• descentحرکتباعث
.می شودمينيممسمتبهزیزاگی

ماتریسویژه یبردارهایراستایدرکهصورتیدر•
Hessianسرعتکهداشتانتظارمی توانکنيم،حرکت
.یابدافزایشهمگرایی
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Conjugate gradient
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F x 
1

2
---x
T
Ax d

T
x c+ +=

pk
T
Ap j 0= k j

zk
T
Azj  jzk

T
zj 0      k j= =

positiveکه)Aماتریسبهنسبتبرداردو definite) ،است
conjugateمی شوندناميده:

.استماتریسویژه یبردارهایبردارها،اینازمجموعهیک
بردارهایمجموعهراستایدرجستجوکهصورتیدرمی شودثابت

conjugate،هببردارهااینراستایدرجستجودوریکطیمی توانباشد
.(دودرجه یتوابعبرای)رسيدمطلقمينيمم

.در صورتی که ماتریس متقارن باشد، برداهای ویژه ی آن متعامد است

Conjugate gradient
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F x  Ax d+=

F x 2 A=

gk gk 1+ gk– Axk 1+ d+  Axk d+ – A xk= = =

xk xk 1+ xk–  kpk= =

ام-kتغييرات گرادیان در گام 

که

.محاسبه شدconjugateبردار  Hessianبدون نياز به محاسبه ی بردار 
نياز است، در conjugateتوجه داشته باشيد که به یک مجموعه بردار 

ام به جهتی نياز است که بر تمام جهت های زیر عمود -kواقع در  گام 
:باشد

kpk
T
Apj xk

T
 Apj gk

T
 p j 0= = = k j

Conjugate gradient

 0 1 2 1, , , , kg g g g    



.استsteepest decentمرحله ی اول مشابه •

•Directionربکهمی کنيمانتخابگونه ایبهرا
.باشدمشتقخلاف

محاسبهگونه ایبهراpبردارiterationهردر•
.ودشواقعگرادیانتغييراتبرعمودکهمی کنيم
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0 (0)x xg F Fتابع معيار خطاست

0 0p g 

1k k k kp g p   
اثر گرادیان های قبلی

Conjugate gradient

Gram-Schmidt Orthogonalization



الگوشناسی آماری
164

1k k k kp g p   

Conjugate gradient

1 1 1 1k k k k k k kp p p g p p     A A A

1 1 1k k k k kp p p g   A A

1

1 1

k k
k

k k

p g

p p
 

 


A

A

از این شيوه Hessianبا توجه به نياز به ماتریس 
!نمی توان استفاده کرد



می تواند از یکی از روش های زیر محاسبه βkضریب •
:گردد
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k
gk 1–

T
 gk

gk 1–

T
 pk 1–

-----------------------------=

k
gk
T
gk

gk 1–

T
gk 1–

-------------------------=

k
gk 1–

T
 gk

gk 1–

T
gk 1–

-------------------------=

Hestenes and Steifel

Polak and Ribiere

Fletcher and Reeves

1 1( )T T

k k kg g g   

Conjugate gradient



conjugateالگوریتم• gradientخلاصهصورتبه:
عمودمشتقجهتبرکهبه گونه ایرااوليهجستجویجهت–

می گيریمنظردرباشد
تامی نمایيممحاسبهاستیادگيرینرخهمانکهراαمقدار–

رخنبهشيوهاینکهاینبهتوجهباآید، دستبهزیررابطه ی
Hessianماتریسبهنيزآموزشنرخواستحساسآموزش
دهتکرارشونروش هایازميزاناینتخمينبرایاست،وابسته

.می شوداستفادهآموزشنرخمحاسبه یبرای
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0 0p g 

1k k k kx x p  
k  

F x 
T

x x k=
pk

pk
T

F x 2

x xk=
pk

------------------------------------------------–  
gk
T
pk

pk
T
Akpk

--------------------–= =

(For quadratic

functions.)

Conjugate gradient



بهينه یجهتهمانکهرازیرمقدارβمحاسبه یبا–
.می شودمحاسبهجستجوست

روعشدوبارهدوگامازنرسيدهمگراییبهالگوریتماگر–
.می کنيم
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1k k k kp g p   

Conjugate gradient



مثال
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F x 
1

2
---x
T 2 2

2 4
x 1 0 x+= x0

0.5

0.5
=

F x 
x1


F x 

x2


F x 

2x1 2x2 1+ +

2x1 4x2+
= = p0 g– 0 F x –

x x0=

3–

3–
= = =

0

3 3
3–

3–

3– 3–
2 2

2 4

3–

3–

--------------------------------------------– 0.2= = x1 x0 0g0– 0.5

0.5
0.2 3

3
– 0.1–

0.1–
= = =



ادامه-مثال
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g1 F x 
x x1=

2 2

2 4

0.1–

0.1–

1

0
+ 0.6

0.6–
= = =

1

g1
T
g1

g0

T
g0

------------

0.6 0.6–
0.6

0.6–

3 3
3

3

-----------------------------------------
0.72

18
---------- 0.04= = = =

p1 g1– 1p0+
0.6–

0.6
0.04

3–

3–
+

0.72–

0.48
= = =

1

0.6 0.6–
0.72–

0.48

0.72– 0.48
2 2

2 4

0.72–

0.48

---------------------------------------------------------------–
0.72–

0.576
-------------– 1.25= = =
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-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2
Contour Plot

x1

x
2

-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2

Conjugate Gradient Steepest Descent

x2 x1 1p1+ 0.1–

0.1–
1.25 0.72–

0.48
+ 1–

0.5
= = =


