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 های درست نیستند.باشند و لزوما تنها پاسخهایی هستند که حاوی نکات اصلی میها نمونهاین پاسخ

 

تابع  -الف -1 |p x  است: به صورت کاملا صریح در جدول مشخص شده 
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 :و طبیعتا
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در واقع  رو خواهید شد، آنگاه احتمال برد یا باخت شما چقدر است.بری این است که اگر شما بدانید با چه حریفی رودهدهناین تابع نشان

 کند.دانستن حریف، توزیع برد و باخت شما را مشخص می

ی برای محاسبه p x  نیازمند تابع p  ت دقیق در جدول ذکر شده است:که به صور هستیم 

 

0.3 1

0.5 2

0.2 3

p




 
 



 



 

 ها مواجه شوید.ی این است که چقدر امکان دارد که با هر یک حریفدهندهاین تابع نشان

ی حال برای محاسبه p x ی زیر استفاده نماییم:توانیم از رابطهمی 
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 ه خواهیم داشت:در نتیج
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 ( است.کیست حریف شمااینکه ی احتمال برد یا باخت شما به طور کلی )مستقل از این تابع بازگوکنندهمقادیر 

توانیم حال با داشتن این توابع می |p x کارگیری قانون بیز محاسبه نماییم:را با به 
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 به نام خدا 



یادگیريماشینيعلومومهندسیکامپیوتردانشکده

4931پاییز–تکلیفاولهايپاسخ
 

 

 

2 

 

 
0.07 0

3 |
0.41 1

x
p x

x


  


  

تابع  اگر شما نتیجه مسابقه را بدانید،حال  |p x این تاابع باه   ایدرو بودهبهکند که با چه احتمالی با هر یک از رقبا رومشخص می .

 کند.ها را مشخص میرو بودن با حریفبه، توزیع احتمال روی مسابقهدر واقع دانستن نتیجه کند.نوعی استنتاج می

با استفاده از تابع  -ب |p x توان متوجه شد که در صورتی که میx=1         باشد )یعنی مساابقه را بارده باشاید( احتماا  باا قهرماان دو

 اید. زیرا احتمالمسابقه داده 2 | 1p x   بیشتر از 1| 1p x   و 3| 1p x  
 است.

 ، زیرا صرفه نیستبهواضح است که حتی اگر جایزه و ضرر هر دو حتی یکسان هم باشند، بازهم شرکت در این مسابقه  -ج

   0 1p x p x   

 از نظر ریاضی باید امید متغیر تصادفی زیر را حساب نماییم: در مسابقه شرکت کرد!نباید ضرر بیشتر از جایزه است و قطعا حتی در اینجا 
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 به صورت زیر خواهد بود: آنامید  در نتیجه )برد یا باخت( است و xاین متغیر تابعی از 
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هزار تومان ضرر خواهید کرد! پس باا   038ارها تکرار نمایید، به طور متوسط در هر بار که به این معنی است که شما اگر این مسابقه را ب

 .این اطلاعات، هوشمندانه نیست که در این مسابقه شرکت کنید

 

 به صورت زیر خواهد بود: likelihoodهستند و در نتیجه تابع  i.i.dبا توجه به توضیحات مسئله، متغیرها  -الف -2
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 از طرفین خواهیم داشت: eدر مبنای  با گرفتن لگاریتم
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 دهیم:مشتق گرفته و مساوی صفر قرار می λبه  تاز این تابع نسب
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 در نتیجه:
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 شد.ها باباید برابر با میانگین داده λیعنی پارامتر 

نمونه است که همگای از یاک توزیاع     nاز روی یک دیتاست حاوی  λیک متغیر تصادفی است که در واقع تخمین  λکنیم که میفرض  -ب

 باشد: λبرابر با  λبرای اینکه بایاس وجود نداشته باشد، باید امید متغیر تصادفی  اند.استخراج شده λپواسون با پارامتر 
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 λنیز همان اند. به علاوه میانگین توزیع پواسون استخراج شده λاز یک توزیع پواسون با پارامتر  kiهای تصادفی دانیم که تمامی متغیرمی

 است. در نتیجه:
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 پس این تخمین دارای بایاس نیست.

 نماییم:برای این اثبات به صورت زیر عمل می -ج
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 λاند. به علاوه واریانس توزیع پواسون نیز همان استخراج شده λاز یک توزیع پواسون با پارامتر  kiهای تصادفی دانیم که تمامی متغیرمی

 است. در نتیجه:
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 به سمت صفر بروند. در اینجا داریم: nیع به این معنی است که بایاس و واریانس آن با افزایش سازگاری یک توز -د

 طبق پاسخ بخش ب بایاس این تخمین صفر است. (1

 رود.به سمت صفر می nطبق پاسخ بخش ج واریانس این تخمین با افزایش  (2
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 در نتیجه این تخمین، یک تخمین سازگار است.

 MAPبایاد از تکنیاک    MLE، در نتیجه به جاای تکنیاک   (Prior Knowledge) از پیش داریم λورد پارامتر در م دانشیدر این بخش  -ه

 برای تخمین زدن استفاده نماییم:
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 گیریم:می eاز طرفین لگاریتم در مبنای 
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 سازی خواهیم داشت:که پس از ساده
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 دهیم:از این رابطه مشتق گرفته و مساوی صفر قرار می
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 در نتیجه خواهیم داشت:
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به صورت  λی پس مقدار بهینهنیز جز نقاط بحرانی هستند و ممکن است که مقدار بهینه در آنها رخ دهد.  λی مقادیر از طرفی مرز بازه

 زیر است:

  arg max |
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 به طوری که:
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 ها است.جواب نهایی وابسته به دادهولی  ،است ریکی از این سه مقدامقدار بهینه توان گفت پس تنها می
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 رای اثبات بایاس، کاملا تفاوت دارد.طور به نظر برسد که بسیار مشابه سوال قبلی است، اما بظاهر این سوال ممکن است این -3

 زنیم:را تخمین می λی پارامتر مقدار بهینه Maximum Likelihoodابتدا با استفاده از روش 
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 از طرفین خواهیم داشت: eبا گرفتن لگاریتم در مبنای 
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 دهیم:گرفته و مساوی صفر قرار میمشتق  λحال از این تابع نسبه به 
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 در نتیجه:
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نای اثباات   برای توزیع نمایی به دست آوردیم. حال تازه به بخاش اصالی ساوال یع    MLEتاکنون مقدار پارامتر بهینه را با استفاده از تکنیک 

نموناه   nاز روی یاک دیتاسات حااوی     λیک متغیر تصادفی است که در واقع تخماین   λه کنیم کمیفرض  .بایاس این تخمین رسیدیم

 را حساب نماییم: λاند. در ادامه قصد داریم تا امید استخراج شده λاست که همگی از یک توزیع پواسون با پارامتر 
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دانایم کاه   خارج نماییم، زیرا سیگما در مخرج است. اما می Eتوانیم مانند روش قبلی عمل نماییم و سیگما را از اولین نکته این است که نمی

-هستند. با تخمین توزیع این متغیر می ها( xi) خودش یک متغیر تصادفی است که بر حسب اعضای خارج شده از توزیع Eعبارت داخل 

 ن را حساب نماییم.توانیم امید آ

تصاادفی از   هایدانیم که مجموع تعداد محدودی از متغیرنامیم. از طرفی میمی nxوریم. این متغیر را ها را به دست آ xiابتدا توزیع مجموع 

 هستند: λو  nکند که پارامترهای آن ، از توزیع ارلنگ پیروی میλیک توزیع نمایی با پارامتر 
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 کند:پس مسئله به صورت زیر تغییر می
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حال باید امید متغیر تصادفی 
1

nx
را حساب نماییم که در واقعی تابعی از  

nx  است. اینجا دو راه وجود دارد. یکی اینکه توزیع
1

nx
را باه   

کند. در راه دو  از قضیه زیر استفاده دست آوریم و سپس از آن امید بگیریم که راه نسبتا سختی است. راه دو  مسئله را مستقیم حل می

 کنیم:می

       E g x g x f x dx





    

شود زیرا مقدار متغیر ی انتگرال از صفر شروع می)بازه پس خواهیم داشت:
nx )امکان ندارد که کمتر از صفر باشد 
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بار از روش جز به جز استفاده نمایید. اما نگران نباشید، این کار قبلا انجا  شده است و یک فرماول کلای    n-2باید  نتگرالبرای حل این ا
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 در نتیجه:
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 نشد. λبرابر با  دقیقا امید تخمین پس این تخمین دارای بایاس است، زیرا

 یک نکته جالب این است که اگر از فر  دیگر توزیع نمایی استفاده نماییم )مانند زیر(، تخمین پارامتر β !آن دارای بایاس نخواهد بود 
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-برای سادگی کلاس شدن وجود نداشته باشد. Shatterنماییم تا جایی که امکان کنیم و به ترتیب تعدادشان را زیاد میز یک داده شروع میا -4

 نماییم.های آبی و قرمز ذکر میها را با نا 

ی هاا بسایاری از حالات  یان کاار   چندضلعی منتظم فرض نمایید. زیارا باا ا   یک هایتان را روییک حقه مناسب این است که هر بار داده 

 .مانند هم هستند و در نتیجه نیاز به بررسی همه حا ت نیست زنیبرچسب

 1 :بربگیرد و قطعا توانایی این کار را دارد.ربیضی تنها کافی است که یک نقطه را ددر این حالت  داده 

 2 :ر یک کلاس باشند( را در بر بگیرد.و داده )اگر هر دو دتواند هر داده )اگر یکی قرمز و دیگری آبی باشد( یا هر دمیبیضی  داده 

 3 :توان بیضای  قرمز )یا برعکس( است که می 2آبی و  1 وجودترین حالت حالت برچسب زنی است. سخت 0این حالت دارای  داده

 ها را جدا کرد.را دور آبی در نظر گرفت و در نتیجه داده

 
 4  :به سادگی بیضی را دور  ،گیریم. اگر یک آبی و سه قرمز )یا برعکس( داشته باشیمنظر می ها را روی چهارگوش مربع دردادهداده

-گیریم. اما بدترین حالت وقتی است که دو سر قطرها با هم در یک کلاس باشند. این حالت نیز توسط بیضای دوران آبی در نظر می

 یافته قابل جداسازی است.

 
 5 :اگر یک آبی و چهار قرمز )یا برعکس( وجود داشته باشند  شوند.لعی منتظم در نظر گرفته میضدر این حالت نقاط روی پنج داده

)یاا  اما حالت مشکل وقتی است که دو آبی و سه قرمز  شود.گیرد و جداسازی انجا  میکه باز به سادگی بیضی دور یک آبی قرار می

 توساط بیضای   زیار  یا جدا از هم، کاه هار دوی آنهاا مانناد شاکل     برعکس( داشته باشیم. در این حالت، یا دو آبی کنار هم هستند 

 جداپذیر هستند:
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 6 :ی حاا ت بیضای   های شش ضالعی مناتظم، در هماه   ها روی راسشویم که با در نظر گرفتن دادهدر این حالت، متوجه می داده

 ل در حالت زیر بیضی قادر به جداسازی آبی و قرمز از یکدیگر نیست:به عنوان مثا توانایی جداسازی آنها را ندارد.

 

 است. 5یک بیضی، حداقل  VCبعد  در نتیجه

تواند متفاوت باشد، تابع جداساز را بر مبنای کمینه کردن ریسک انتخااب تعیاین    با توجه به اینکه هزینه ی انتخاب اشتباه برای هر کلاس می -5

 می کنیم:

               

 قرار گیرد  ز  است: x = Lاگر قرار باشد مرز جداساز در نقطه ی 

                   =>                       

 ،که

        ∑           

 

   

 

 بدین شکل بدست می آید: mسازی مقدار و کمی ساده است. بدین ترتیب با جایگذاری      و          و k = 2در اینجا 
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 محاسبه شده است. (ج)ی جداساز برای دو کلاس با ماتریس کواریانس مشترک در بخش ی صفحهمعادله الف(  -6

 ب(

س در آن نقطه محاسبه شده و نمونه به بندی بیزی دو کلاسه، مقدار تابع جداساز برای هر کلای جدید در یک دستهبندی یک نمونهبرای دسته ج(

کلاسی که مقدار بیشتری دارد تعلق می گیرد. اما برای نقاط روی مرز جداساز دو کلاس، احتمال تعلق به هر دو کالاس یکساان اسات. ایان مارز      

 بتوانیم آن را رسم نماییم.بعدی یک صفحه است. در این بخش هدف پیدا کردن معادله صفحه مرز جداساز است تا  3های  جداساز برای داده

 ی صفحه به صورت زیر تعریف می شود:معادله 

              

 هستند. dو  cو  bو  aبنابراین مجهو ت مسأله 

 و یا برابر احتمال تعلق کلاس دیگراست. پس: ½دانیم که احتمال تعلق هر نقطه روی مرز جداساز به هر کلاس برابر  می

          ⁄   OR                  

 

            

    
   ⁄   OR  

            

    
 

            

    
=>                           

 

 س کواریانس مشترک، داریم:با گرفتن لگاریتم از طرفین و در نظر گرفتن ماتری

   ⁄       
               ̂        ⁄       

               ̂      (6.1) 

 که،

   

  

  

  

     

   

   

   

     

   

   

   

      

         

         

         

             

             

             
             

  

 از رابطه ی زیر محاسبه می شود: Sشین هستند.  تخمین دانش پی p(C)تخمین بردار میانگین و  mتخمین ماتریس کواریانس مشترک،  Sو 

  ∑ ̂      

 

 

 معادله ی صفحه مورد نظر بدست می آید. 6.1ی سازی رابطهدر ادامه با ساده
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=>      
                 

                 ̂         ̂      

 

=>                         ̂         ̂        
         

       

 

=>               ⁄        ̂         ̂        
         

        

 

=>
                                                                           

  ⁄        ̂         ̂        
         

       
 (6.2) 

 که،

                       

                       

                       

    ⁄        ̂         ̂        
         

        

 ( را با نمونه برداری رسم نمود.6.1توان معادله صفحه بدست آمده )معادله  حال می

 دهد.های آزمایش نشان می بندی را برای نمونهجداساز بدست آمده در هر بار دسته 6.1شکل  

 6.1شکل 
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مدل محاسبه شده  4آمده از میانگین جداساز بدست  6.3ها برای آموزش و شکل  جداساز بدست آمده در حالت استفاده از تما  نمونه 6.2شکل  د(

شود که میانگین مدل های بدست  آمده است. مشاهده می 6.1ها را نشان می دهد. مقادیر پارامتر های مدل ها در جدول  بندی داده بار تقسیم 4در 

  ها دارد. آمده شباهت زیادی به مدل بدست آمده از کل داده

 

               

 6.3شکل          6.2شکل 

 

 a b c d هاداده

 8.8346 8.1860 -8.84.6 8.8384 دسته ی اول

 3.56.0 8.8051 8.265 .8.880 دسته ی دوم

 2.63.4 .8.180 8.8830 8.8156 دسته ی سوم

 2.8134 8.1858 -8.8160 8.8201 دسته ی چهارم

 2.8643 8.1815 -8.88.8 8.8285 مدل 4میانگین 

 2.8580 8.1886 -8.8800 8.8281 همه ی نمونه ها

 6.1جدول 

 (0.1بندی را انجا  داد. )جدول ها این رتبه توان با استفاده از همبستگی خطی بین ویژگی قیمت و سایر ویژگی می الف( -7
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 همبستگی ویژگی

 0.8412 اول 

 0.7624 سو  

 0.6064 چهار  

 0.1جدول 

مادل   0.1است. شکل  .40.650و میانگین مربعات خطا:  8.0003ویژگی:  3هر  مقدار همبستگی بین ویژگی قیمت و تخمین آن با استفاده از ب(

 بدست آمده را نمایش می دهد.

 

 0.1شکل 

 واضح است که رابطه خطی وجود ندارد. -8

بع و مدل دو  بارای  توان با دو مدل خطی این تابع را تخمین زد، مدل اول برای قسمت نزولی تا شود که می ( دیده می0.1پس از رسم تابع )شکل 

شود که معیار هدف را بیشینه کند. در  ای برای بخش بندی انتخاب می بخش صعودی آن.)یعنی به صورت محلی( بدین منظور در حالت کلی، نقطه

 تواند مجموع همبستگی خطی دو بخش باشد اینجا این معیار می

. 
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 0.1شکل 

 ( نمایان است.0.2دی و مدل خطی تخمین زده شده برای هر بخش در شکل زیر )شکل بدین ترتیب پس از انتخاب نقطه ی بهینه برای بخش بن

 0.2شکل 

 

 


