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فْشست هطالة

تخویي تاتغ چگالی احتوال•
تاتغ دسست ًوایی•
تشآٍسد دسست ًوایی تیطیٌِ•

هثال–

اسصیاتی تشآٍسد•
ِ گش احتوال پسیي• تشآٍسد تیطیٌ
ِ تٌذی پاساهتشی• دست
سگشسیَى•

شبکو عصبی
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تشآٍسد پاساهتشی

  ًظش دس تا «تْیٌِ تػوین اتخار» هَسد دس پیص فػل دس•
ُ ی احتوال گشفتي  داًستي فشؼ تا ٍسٍدی هطاّذ
.ضذ تحث کلاس ٍقَع احتوال ٍ کلاس

ُ ّا، تَصیغ کِ فشؼ ایي تِ تَجِ تا–  خاظ تَصیؼی اص داد
 «پاساهتشی سٍش ّای» سا سٍش ّا ایي هی کٌذ، پیشٍی

.هی ًاهٌذ
• X = { xt } t=1 where xt ~ p (x)

  :پاساهتش تخویي•
ُ ّای سٍی اص q  پاساهتشّای تخویي– X آهَصضی داد
ُ ّا تشای– p غَست تِ هذل یک داد (x |q  گشفتِ ًظش دس (

ُ ی» q ) هی ضَد   سا تَصیغ هَسد دس اطلاػات توام است؛ «تسٌذُ آهاس
  (داسد تش دس

يادگيری ماشين
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Parametric Estimation

N

Sufficient statistic



تاتغ دسست ًوایی 

 هذل پاساهتشّای اص تاتؼی ،«دسست ًوایی تاتغ»•
.است آهاسی

  تشای ،θ پاساهتش ّا، اص هجوَػِ یک دسست ًوایی–
  تِ X سخذاد احتوال تا تشاتشست ؛(X) هؼیي هقادیشی

ِ   اصای   ضشط تِ آى θ دسستی احتوال) پاساهتشّا هجوَػ
X)

– l (θ|X) ≡ p (X |θ)

•X است ثاتت ٍ θ هی ضَد دادُ تغییش سا.
.داسد اساسی ًقص «آهاسی استٌثاط» دس تاتغ ایي•

يادگيری ماشين
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Likelihood Function

Bishop

Statistical inference



تشآٍسد دسست ًوایی تیطیٌِ

ِ ّا، • Xدس غَستی کِ ًوًَ = { xt }، «  هتغیشّای هستقل
:تاضذ «(.i.i.d)تا تَصیغ یکساى

•  l (θ|X) = p (X |θ) = ∏
t

p (xt|θ)

  تِ ّستین θ یافتي پی دس تیطیٌِ دسست ًوایی تشآٍسد دس•
ِ ای ُ اکثش p تِ X تؼلق احتوال کِ گًَ   ضَد؛ حذ

.ضَد تیطیٌِ دسست ًوایی
 لگاسیتن اص دسست ًوایی، جای تِ هحاسثات، سادگی تشای•

:هی ضَد استفادُ آى
L(θ|X) = log l (θ|X) = ∑

t
log p (xt|θ)

θ* = argmaxθ L(θ|X)
يادگيری ماشين
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Maximum Likelihood Estimation

independent and identically distributed

Log likelihood

Make  sampling xt from p (xt|θ) as likely as possible

MLE



تشآٍسد دسست ًوایی تیطیٌِ

يادگيری ماشين
6Pattern Classification, Chapter 3

Likelihood

Log Likelihood



هثال

xتَصیغ تشًَلی• in {0,1}

P (x) = po
x (1 – po )

(1 – x)

L (po|X) = log ∏
t
po

xt (1 – po )
(1 – xt) 

MLE: pô = ∑
t
xt / N

تَصیغ تشًَلی تؼوین یافتِ•
• K>2 states, xi in {0,1}

P (x1,x2,...,xK) = ∏
i
pi

xi

L(p1,p2,...,pK|X) = log ∏
t 
∏

i
pi

xi
t
= log ∏

i
pi

Σt(xi
t)

MLE: p̂ i = ∑
t
xi

t / N

يادگيری ماشين
7

Bernoulli /catagorical (generalized Bernoulli) Density
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• p(x) = N ( μ, σ2)

• MLE for μ and σ2:
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اسصیاتی  تشآٍسد

ُ  ّا اص ًوًَِ یک• X :داد
θ :هجَْل پاساهتش•
ُ ّا سٍی اص پاساهتش تشآٍسد• d داد = d (X)
d)  :تخویي کیفیت هؼیاس• (X)-θ)2

ِ ّا تِ هؼیاس ایي کِ ایي تِ تَجِ تا–  اص است، ٍاتستِ ًوًَ
:هی کٌین استفادُ هیاًگیي

r(d,θ)=E[(d (X)-θ)2]
:هی ضَد تؼشیف صیش غَست تِ «تخویي تایاس» ّوچٌیي–

bθ(d)=E[d (X)] –θ
      سا d تاضذ، غفش تشاتش هقذاس ایي چٌاى چِ•

unbiased estimator هی گَیٌذ.

يادگيری ماشين
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Evaluating an Estimator

Mean square error



تخویي هیاًگیي -هثال

ِ ّای xt کِ غَستی دس•    هیاًگیي تا تَصیغ یک اص ًوًَ
μ ،تاضذ  

ِ ّا هیاًگیي• .است unbiased ًوًَ
 تؼذاد افضایص تا تخویي، ٍاسیاًس کِ غَستی دس•

ِ ّا   ضذُ اًجام تشآٍسد تِ کٌذ، هیل غفش تِ ًوًَ
.هی ضَد گفتِ «ساصگاس»

يادگيری ماشين
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Consistent estimator



تخویي ٍاسیاًس -هثال

يادگيری ماشين
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bθ(s) →0 as N→∞

asymptotically unbiased estimator

Bishop
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اسصیاتی  تشآٍسد

يادگيری ماشين
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Mean square error: 
r (d,q) = E [(d–q)2]

= (E [d] – q)2 + E [(d–E [d])2]
= Bias2 + Variance    (4.11)



ِ گش احتوال پسیي تشآٍسد تیطیٌ

  گشفتِ ًظش دس هجَْل ػٌَاى تِ ًظش هَسد پاساهتش ،MLE دس•
  پیص اص ًظش هَسد پاساهتش هَسد دس است هوکي هی ضَد،
prior) اطلاػاتی information) ِایي .تاضین داضت  
 ٍیژُ تِ کٌٌذ،  کوک دقیق تش تخویي تِ هی تَاًٌذ اطلاػات

ُ ّای کِ صهاًی .تاضٌذ کن تؼذاد آهَصش داد
.هی کٌین ًگاُ تػادفی هتغیش یک غَست تِ θ تِ حالت ایي دس–
 تَصیغ تا ًَد دسغذ،  احتوال تا θ هی داًین، هثال ػٌَاى تِ–

.داسد قشاس (هتقاسى غَست) تِ 9 ٍ 5 تیي گاٍسی

يادگيری ماشين
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Maximum a Posteriori (MAP)

9.064.164.1 
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ِ گش احتوال پسیي تشآٍسد تیطیٌ

  تا .داسد ٍجَد p(θ) هَسد دس اطلاػاتی حالتی چٌیي دس•
ُ ّا آى چِ تا اطلاػات ایي تشکیة  ها تِ داد

likelihood)هی گَیٌذ density)، داضت خَاّین:
p(θ|X)= p(X|θ) p(θ)/ p(X)

•ٍ
θMAP = argmaxθ p(θ|X) = argmaxθ p(θ) p(X|θ)

.است p(θ)دس ًظش گشفتي  MLتفاٍت تا 
θML = argmaxθ p(X|θ)

يادگيری ماشين
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Maximum a Posteriori (MAP)

Maximum Likelihood (ML)



ِ گش احتوال پسیي ...(اداهِ)تشآٍسد تیطیٌ

يادگيری ماشين
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داسای تَصیغ یکٌَاخت تاضذ، دٍ  p(θ)دس غَستی کِ 
.سٍش پاسخ یکساًی تِ دست هی آٍسًذ

Pattern recognition, Sergios Theodoridis



هثال

يادگيری ماشين
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اداهِ -هثال
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:تشای ٍاسیاًس ّن تِ غَست هطاتِ خَاّین داضت



استٌثاط تیضی

ِ ی• است، دس ضشایطی  P(x|X)سٍیکشد دیگش هحاسث
.سا هی داًین p(θ)کِ 

ُ ی ایي سٍش حجن هحاسثات تالاست، ٍ  • ػیة ػوذ
هحاسثات تحلیلی تٌْا دس حالات خاغی اهکاى پزیش 

.است

يادگيری ماشين
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سا تذاًین، کل تَصیغ  θاگش پاساهتش 
هطخع است

ضثیِ تاتغ ضشتِ است،  دس ایي غَست P(θ|X)تشای سادگی هی تَاى فشؼ کشد کِ 

P(x|X)=P(x|θMAP)

هیاًگیي ٍصى داس تخویي سا تش اساس 
احتوال هقادیش هذل



ِ تٌذی پاساهتشی دست

يادگيری ماشين
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تاتغ جذاساص

:دس غَستی کِ چگالی کلاس سا گاٍسی دس ًظش تگیشین



ِ تٌذی پاساهتشی  ...(اداهِ)دست

يادگيری ماشين
20

N
t

tt ,rx 1}{ X

x









    , i f  

 i f  

ijx

x
r

j
t

i
t

t
i C

C

0

1

 
 







 



t

t
i

t

t
ii

t

i

t

t
i

t

t
i

t

i
t

t
i

i
r

rmx

s
r

rx

m
N

r

CP

2

2      ˆ

 
 

 i

i

i
ii CP

s

mx
sxg ˆ log log log 




2

2

2
2

2

1


ِ ّای آهَصضی ًوًَ

تشآٍسد دسست ًوایی تیطیٌِ

تاتغ جذاساص
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Equal variances

Single boundary at
halfway between means
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Variances are different

Two boundaries
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هثال
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سگشسیَى
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تاتَجِ تِ ایي کِ تِ تخویي ستطی ًذاسد،  ایي تخص دس ًظش گشفتِ ًوی ضَد



ِ ی تاتغ خطا هحاسث
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سگشسیَى خطی
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ِ ای سگشسیَى چٌذجول
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ِ ای سگشسیَى چٌذجول
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هؼیاسّای خطا

هجوَع هشتؼات خطا•

خطای ًسثی•

قذسهطلق خطا•

يادگيری ماشين
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Bias and Variance

            222 xgxrExxrErExxgrE  ||||

noise squared error

                  222
||| xgExgExgExrExxgxrEE XXXX 

bias variance

تِ هذل تستگی ًذاسد،  ٍاسیاًس 
ًَیض است؛ دس ٍاقغ تخطی اص 

خطاست کِ قاتل حزف ًیست

ٍاتستِ تِ : هیضاى خطا
ُ ّای آهَصضی ٍ هذل  داد

است

هؼیاسی است کِ هیضاى خطا سا 
ِ ّای آهَصضی  غشفٌظش اص ًوًَ

ًطاى هی دّذ

ُ ّای آهَصضی،   تا تغییشات داد
تِ چِ هیضاى تغییش  g(x)هقذاس 
.هی کٌذ

Expected square error



هثال

• M samples Xi={xt
i , r

t
i}, i=1,...,M 

are used to fit gi (x), i =1,...,M

يادگيری ماشين
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Bias/Variance Dilemma

gi(x)=2 

gi(x)= ∑t
rt

i/N

ٍاسیاًس غفش است، اها تایاس تالایی داسد

تایاس کاّص هی یاتذ، اها ٍاسیاًس افضایص هی یاتذ
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bias

variance
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اًتخاب هذل

يادگيری ماشين
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Best fit “min error”



يادگيری ماشين
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Best fit, “elbow”

Cross validation
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Regularization

Penalize complex models

Coefficients increase in 
magnitude as order increases:
1: [-0.0769, 0.0016]
2: [0.1682, -0.6657, 0.0080]
3: [0.4238, -2.5778, 3.4675, -
0.0002
4: [-0.1093, 1.4356, 
-5.5007, 6.0454, -0.0019]
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Regularization

9th Order Polynomial


