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فهرست مطالب
•SVM

تاريخچه–
معرفي–
داده هاي جدايي پذير خطي–

•Soft Margin
مجموعه هاي جدايي ناپذير خطي•

نگاشت به فضايي با ابعاد بالا–
–Inner product kernel

XORمثال •
•SVM  درMatlab
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تاريخچه
 Vladimir Vapnikتوسط آقاي  SVMنسخه ي اوليه ي •

.ارائه شد
•Vapnik  با همكاري خانمCorinna Cortes   استاندارد

پايه ريزي كرده و در   1993را در سال  SVMكنوني 
.منتشر نمودند 1995سال 
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Cortes, C. and V. Vapnik (1995). "Support-vector networks." 
Machine Learning 20(3): 273-297.



معرفي
يك جداكننده ي خطي را مي توان همانند شكل زير  •

.  در نظر گرفت

يادگيری ماشين
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wTx + b = 0

wTx + b < 0

wTx + b > 0

f(x) = sign(wTx + b)

www.cs.utexas.edu/~mooney/cs391L/slides/svm.ppt



مرز بهينه
سوال•

كدام يك از مرزها، مرزي بهينه براي جداسازي است؟–
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مرز جدا سازي
مي خواهيم به گونه اي بهترين مرز جدا سازي را  •

.به دست آوريم
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فرض كنيم نزديك ترين نقطه به مرز 
جداسازي در نظر گرفته شده و فاصله را 

r بناميم  .
r .است rهدف ماكزيمم نمودن 

يك حاشيه مشخص مي كنيم هر  
پهن  تري را نتيجه مرزي كه حاشيه ي 

.استبهتر دهد، 

Margin of separation



حاشيه ي ماكزيمم
  خوبي ايده ي )Margin( حاشيه نمودن ماكزيمم•

  يا LSVM را شيوه اين خطي، جداسازي جهت است
Linear SVM مي نامند.

  از هستند، مرز روي به كه نمونه هايي حالت اين در•
.برخوردارند ويژ ه اي اهميت

  كرد صرفنظر ديگر نمونه هاي از مي توان بدين وسيله•
.پرداخت مرز روي مهم نمونه هاي به تنها و
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بردار پشتيبان
.گويند »بردار پشتيبان«به نمونه هاي روي مرز •

يادگيری ماشين
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بردارهاي پشتيبان

Support Vector

Optimal hyperplane



مرز جداسازي
:براي معادله ي مرز جداسازي داشتيم•

مشخص   bopو  Wopفرض كنيم مرز بهينه توسط •
.شود

فرض كنيم نزديك ترين نقطه به مرز  :   فرض•
.  بناميم» r«جداسازي را در نظر گرفته، فاصله را 
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0+ =W XT b
( , 1)= +xi id
( , 1)= −xi id

0+ >W xT
i b

0+ <W xT
i b



...)ادامه(مرز جداسازي
هدف•

است ρماكزيمم نمودن فاصله يا همان –
:براي نقاط روي مرز جداسازي بهينه داريم–

:براي نقاط خارج از مرز داريم–

–g(x) مي تواند مثبت يا منفي باشد.
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0+ =W XT
op opb

( ) = +X W XT
op opg b



...)ادامه(مرز جداسازي
:بردار پشتيبان باشد، طبق شكل زير خواهيم داشت Xدر صورتي كه •

•AB در جهت عمود بر مرز جداكننده
در نظر گرفته شود،  AB=rاگر اندازه ي بردار •

:خواهيم داشت
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...)ادامه(مرز جداسازي
:داشتيم•
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( ) [ ]= + +
W

X W X
W

opT
op p op

op

g r b

( ) = +X W XT
op opg b

= +
W

X X
W

op
p

op

r

( ) = + +
W

X W X W
W

opT T
op p op op

op

g b r

روي مرز پس برابر با صفر
2
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...)ادامه(مرز جداسازي
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( ) =X Wopg r

( )
=

x
Wop

gr

.  است  rهدف ماكزيمم نمودن 
در اين حالت تحت شرايطي مي بايد 

W كمينه گردد.

A

B

xp

X

( )
=

X
Wop

gr

فاصله از مبدا مختصات

=
W

op

op

b
X=0

اين نشان دهنده ي  bopمثبت يا منفي بودن 
كدام سمت خط مرزي مبدأ در است كه 
.هستيم

0 Wopb



...)ادامه(مرز جداسازي

:جداساز خطي را به صورت زير در نظر مي گيريم•

رابطه ي بالا براي تمامي الگوهاي آموزشي برقرار  •
.است

و در نتيجه براي بردارهاي پشتيبان  •
يادگيری ماشين 14

i1     for d 1T
op i opb+ ≥ = +W X

i1     for d 1T
op i opb+ ≤ − = −W X

( , 1)+Xi

( , 1)−Xi

:به صورت کلي داريم
( ) 1 + ≥W XT

i op opd b

( ) 1= + = ±X W XT
s op s opg b

است bopو  Wopمساله يافتن 



...)ادامه(مرز جداسازي

:در نتيجه  فاصله ي دو بردار پشتيبان در دو طرف مرز•
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( ) 1= + = ±X W XT
s op s opg b

1

( )
1

⎧
⎪
⎪= = ⎨
⎪−
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WX

W

ops

op

op

gr
W

22= =
Wop

rρ



جدايي پذير خطي

يادگيری ماشين
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X-

x+ M=Margin Width

:مي دانيم
• W . X+ + b = +1 
• W . X‐ + b = ‐1 
• W . (X+‐X‐) = 2 

( ) 2+ −− ⋅
= =

X X W
W W

ρ



جدايي پذير خطي
با توجه به دو رابطه ي  •
مي بايد مينيمم   Wopبه اين نتيجه مي رسيم كه •

.گردد
اين مسأله معادل مينيمم كردن•

–Φ  يك تابع محدب)Convex Function (است.
الگوي   Nطبق رابطه ي                                    براي –

:آموزشي شرط زير مي بايد برقرار باشد

يادگيری ماشين
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2
2

±
= =

Wop

rρ

( ) 1 + ≥W XT
i op opd b

1( )
2

Φ =W W WT

( ) 1 + ≥W XT
i op opd b

1
[ ( ) 1] 

=

+ −∑ W X
N

T
i op op

i
d b

اين ميزان بزرگتر يا مساوي صفر است



خلاصه
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:وزن ها و باياس را به گونه اي بيابيد كه
is maximized 

and for all (Xi, yi), i=1..n :     yi(WTXi + b) ≥ 1

:وزن ها و باياس را به گونه اي بيابيد كه
Φ(W) =1/2 ||W||2=1/2WTW is minimized 

and for all (Xi, yi), i=1..n :    yi (WTXi + b) ≥ 1

2
=

W
ρ



جدايي پذير خطي
رابطه ي لاگرانژ زير تعريف مي شود به گونه اي كه •

:هر دو قيد ذكر شده را پوشش دهد

نسبت به هر دو   bopو  Wopبراي به دست آوردن •
.مشتق مي گيريم

يادگيری ماشين
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Lagrange multiplier(nonnegative)



جدايي پذير خطي
:خواهيم داشت αدو شرط براي •

براي الگو هاي آموزشي متناظر با   αiبه ازاي هر •
SVها رابطه ي زير برقرار است.
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1

0
N

i i
i

dα
=

=∑

[ ( ) 1] 0+ − =W XT
i i id bα

صفر
غير صفر 

( ) 1 0+ − =W XT
i op i opd b

Kuhn-Tucker condition of 
optimization theory



يافتن رويه ي بهينه

:  براي مقادير بهينه داشتيم•

:پس خواهيم داشت•

يادگيری ماشين
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Dual Problem
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كم ترين ميزان است و در اين  Wمقدار  Wopزيرا در 
.صورت است كه كل عبارت ماكزيمم مي شود
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يافتن رويه ي بهينه
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يافتن رويه ي بهينه
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گرفته برابر با صفر قرار مي دهيممشتق αkنسبت به αجهت محاسبه ي 
1 1 1
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يافتن رويه ي بهينه

:خواهيم داشت αپس از به دست آوردن •

يادگيری ماشين
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,
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يافتن رويه ي بهينه

مخالف صفر، نشان دهنده ي اين است كه كه   αiهر 
Xi متناظرش يك بردار پشتيبان است.

:در اين حالت تابع جداكننده همانند زير است

:توجه
حل مساله بهينه سازي وابسته به محاسبه ضرب  
.داخلي بين تمامي نمونه هاي آموزشي است

يادگيری ماشين
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W =ΣαiyiXi b= yk- WTXk for any Xk such that αk≠ 0

f(X) = ΣαidiXi
TX + b

ضرب داخلي دو بردار
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ξi

ξi

•SVM   براي داده هاي جدايي پذير خطي مورد بررسي قرار
.گرفت

حال اگر مجموعه ي داده هاي آموزش قابليت جداسازي را  •
نداشته باشند، چه خواهد شد؟ به بيان بهتر صحبت در مورد 

.مسائل جدايي پذير است كه با نويز همراه هستند

Soft Margin



را تبديل به حل مساله ي   Hard Marginمسأله ي •
Soft Margin مي شود.

گفته مي شود، در صورتي   softحاشيه ي جداسازي •
:كه براي برخي داده ها شرط زير نقض شود

 Slack Variableبا اضافه كردن يك •
.مساله را بار ديگر بررسي مي كنيم

اين متغير ميزان انحراف از شرط•
.فوق را نشان مي دهد

يادگيری ماشين
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Soft Margin

( ) 1 T
i op opd b+ ≥W X

ε7

ε1

ε2



XOR Problemمثال 

.نمونه هاي آموزشي دو بعدي هستند•

يادگيری ماشين
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1 1[ 1 -1] d 1X = − → = −

2 2[ 1 1] d 1X = − → = +

3 3[1 -1] d 1X = → = +

4 4[1 1] d 1X = → = −

4N =

( , ) ( ). ( )T
i iK = Φ ΦX X X X

2( , ) (1 )T
i iK = +X X X X



XOR Problem

حال اگر بخواهيم پاسخ به دست آمده را با ضرب  •
نشان دهيم خواهيم   φ(Xi)و  φ(X)داخلي دو بردار 

:داشت
يادگيری ماشين
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1 2[  ]i i ix x=X

1 2[  x ]x=X

2( , ) (1 )T
i iK = +X X X X

1 2 2
1 i2 1 1 2 2

2

x
(1 [  x ] ) (1 )

xi i ix x x x x
⎡ ⎤

= + = + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

2 2

2 2 2 2
1 1 1 2 1 2 1 1 2 21 2 2 2

ii i i i ix x x x x x x x x x x x= + + + + +



XOR Problem
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2 2

2 2 2 2
1 1 1 2 1 2 1 1 2 21 2 2 2

ii i i i ix x x x x x x x x x x x= + + + + +

2

2 2
1 1 2 1 2( ) [1, , 2 , , 2 , 2 ]Tx x x x x x=φ x

2

2 2
1 1 2 1 2( ) [1 , 2 , , 2 , 2 ]    i=1,2,3,4

i

T
i i i i i ix x x x x x x= +φ



XOR Problem
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1 1 2 1 2 2

1 1 2 1 2 2

1 1 2 1 2 2

1 1 2 1 2 2
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⎣ ⎦

1 [ 1 -1]X = −

2 [ 1 1]X = −

3 [1 -1]X =

4 [1 1]X =

2

2 2
1 1 2 1 2( ) [1, , 2 , , 2 , 2 ]Tx x x x x x=φ x

2

2 2
1 1 2 1 2( ) [1 , 2 , , 2 , 2 ]    i=1,2,3,4

i

T
i i i i i ix x x x x x x= +φ



XOR Problem
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4 4

1 1 1 1
1 1 1 11 1 2 1 2 2
2 2 2 21 1 2 1 2 2

1 1 1 11 1 2 1 2 2
2 2 2 21 1 2 1 2 2
2 2 2 2

K ×

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤− − ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ − −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

4 4

9 1 1 1
1 9 1 1
1 1 9 1
1 1 1 9

K ×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦



XOR Problem

ها مشتق گرفته برابر با   αبراي به دست آوردن •
:صفر قرار مي دهيم

يادگيری ماشين
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XOR Problem

:را محاسبه مي كنيم Woptها  αپس از محاسبه ي •

يادگيری ماشين
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1 2 3 4
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XOR Problem
:جهت محاسبه ي اندازه ي وزن بهينه داريم•

:داشتيم•

يادگيری ماشين
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2

opt
1 1=
2 4

W
opt

1=
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opt i i j i
i
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=∑W X



XOR Problem

رويه ي بهينه به وسيله ي رابطه ي زير محاسبه •
:مي شود

يادگيری ماشين
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( ) 0T
optϕ =W X



XOR Problem
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XOR Problem
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X=[-1 -1 1 1;
-1 1 -1 1];

d=[-1 1 1 -1];
n=4;
K=zeros(n,n);
for i=1:n

for j=1:n
xi1=X(1,i);
xi2=X(2,i);
xj1=X(1,j);
xj2=X(2,j);
fi=[1 xi1^2   xi2^2 

sqrt(2)*xi1*xi2  sqrt(2)*xi1 
sqrt(2)*xi2 ];

fj=[1 xj1^2 xj2^2 
sqrt(2)*xj1*xj2  sqrt(2)*xj1 
sqrt(2)*xj2 ];

K(i,j)=fi*fj';%Kernel
end

end

end
KD=zeros(n,n);
for i=1:n

for j=1:n
KD(i,j)=K(i,j)*d(i)*d(j);

end
end
alfa=inv(KD)*ones(n,1);



αمي توان گفت براي به دست آوردن •
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f=zeros(4,6);
for i=1:n

xi1=X(1,i);
xi2=X(2,i);
f(i,:)=alfa(i)*d(i)*[1 xi1^2 xi2^2 

sqrt(2)*xi1*xi2 sqrt(2)*xi1 sqrt(2)*xi2 ];
end
W=sum(f);
O=zeros(1,4);
for i=1:n

xi1=X(1,i);
xi2=X(2,i);
O(i)=W*[1 xi1^2 xi2^2 sqrt(2)*xi1*xi2 

sqrt(2)*xi1 sqrt(2)*xi2 ]';
end
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x1=-1:0.1:1;
x2=-1:0.1:1;
for i=1:21

for j=1:21
xi1=x1(i);
xi2=x2(j);
M(i,j)=W*[1 xi1^2 xi2^2 

sqrt(2)*xi1*xi2 sqrt(2)*xi1 sqrt(2)*xi2 
]';

end
end
mesh(M);
figure;
[c,h]=contour(M,[-1 -0.5 0 0.5 1]);
clabel(c,h);
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load fisheriris% load dataset
data = [meas(:,1), meas(:,2)];%Create data, a two-column matrix
groups = ismember(species,'setosa');%divide data into two groups: Setosa
and non-Setosa.
[train, test] = crossvalind('holdOut',groups);%test and train randomly
cp = classperf(groups);%Evaluate performance of classifier
svmStruct = svmtrain(data(train,:),groups(train),'showplot',true);%train 
an SVM classifier using a linear kernel function and plot the grouped 
data
title(sprintf('Kernel Function: %s',...

func2str(svmStruct.KernelFunction)),...
'interpreter','none');

classes = svmclassify(svmStruct,data(test,:),'showplot',true);
classperf(cp,classes,test);
p.CorrectRate
figure
svmStruct = svmtrain(data(train,:),groups(train),...

'showplot',true,'boxconstraint',1e6);
classes = svmclassify(svmStruct,data(test,:),'showplot',true);
classperf(cp,classes,test);
cp.CorrectRate
                  

مثال
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Soft Margin Classification 

:دو حالت ممكن است رخ دهد•
.داده ي در كلاس درست ولي در حاشيه قرار گيرد•
.داده ي آموزشي به اشتباه طبقه بندي شود •

( ) 1 ,     1, 2, ,  i
T

i op opd b i Nξ+ ≥ − =W X

0 1iξ≤ ≤ 1iξ >



  كه هستند آن هايي پشتيبان برداهاي حالت اين در•
  حتي مي كنند، صدق بالا عبارت در تساوي رابطه ي در
ξ>0 وجود با
  شود، خارج مجموعه از نويزي داده هاي كه صورتي در•

.كرد خواهد تغيير جداكننده رويه ي
  آن در كه است »جداكننده رويه اي« يافتن هدف•

:شود مينيمم آن در نادرست طبقه بندي خطاي
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Soft Margin Classification 

( ) 1 ,     1, 2, ,  i
T

i op opd b i Nξ+ ≥ − =W X

( ) ( )
1

1
N

i
i

Iξ ξ
=

Φ = −∑ ( )
0 if 0
1 if 0

I
ξ

ξ
ξ
≤⎧

= ⎨ >⎩



  يك تابعي چنين كردن كمينه كه اين به توجه با•
  رده ي در و است nonconvex بهينه سازي مسأله ي

NP‐complete زير تابع با را آن مي گيرد، قرار  
:مي زنيم تقريب

:است زير عبارت كردن مينيمم هدف كل در و•
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( )
1

1,
2 =

Φ = + ∑W W W
R

T
k

k
C εξ

Soft Margin Classification 

( )
1

N

i
i

ξ ξ
=

Φ = ∑

regularization parameter

به صفر  C، هرچه .كند اين پارامترنوعي مصالحه بين پيچيدگي ماشين و  خطا برقرار مي
گيبرند، اهميت كمتري  هايي  در حاشيه قرار مي تر باشد به اين معناست كه  نمونه نزديك

 hard marginتر باشد، مساله به حالت  و هرچه برزگ. شود تر مي دارند و درنتيجه حاشيه بزرگ
.شود تر مي نزديك



Soft Margin

:داشتيم Hard Marginبراي •

:داريم Slack Variableبا اضافه كردن •
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Find W and b such that
Φ(W) =½ WTW is minimized and for all {(Xi ,yi)}
yi (WTXi + b) ≥ 1

Find W and b such that
Φ(W) =½ WTW + CΣξi is minimized and for all {(Xi ,yi)}
yi (WTXi + b) ≥ 1- ξi and    ξi≥ 0 for all i
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Soft Margin Classification 

( )
1 1 1

1Q
2

N N N
T

i i j i j i j
i i j

d dα α α α
= = =

= −∑ ∑∑ X X

1

0

0

N

i i
i

d

C

α

α
=

=

≤ ≤

∑

:هدف يافتن ضرايب لاگرانژ  بيشينه در عبارت زير است

با در نظر گرفتن قيود زير

1

N

op i i i
i

w dα
=

=∑ X

:بقيه مراحل مانند حالت قبل خواهد بود



SVMغيرخطي
براي داده هايي كه قابليت جداسازي خطي دارند،  •

.عملكرد سيستم بسيار خوب است

اگر داده ها به صورت هاي زير باشد، مسأله چگونه  •
حل مي شود؟
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0 x

0 x

0

x2

x

High Dimensionنگاشت به يك فضاي 



نگاشت به فضاي بالاتر
همواره فضاي ورودي مي تواند به فضايي با ابعاد  •

.بالاتر نگاشت گردد
اين نگاشت مي تواند به صورتي باشد كه در اين  •

فضاي جديد ورودي ها قابليت جدا سازي داشته  
.باشند
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Φ:  X→ φ(X)



نگاشت به فضاي بالاتر

داشتيم•

هنگامي كه ورودي ها به فضاي ديگري نكاشت  •
:شوند براي نگاشت جديد خواهيم داشت

در اين حالت هدف يافتن رويه ي جداسازي است  •
:به گونه اي كه
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0T b+ =W X

1 2 1( ) [ ( ), ( ),........, ( )]T
mϕ ϕ ϕ ϕ=X X X X

1

1
( ) 0

m

j j
j

w bϕ
=

+ =∑ X

i
m0 m1

                    ( )                     

R                    R
i ϕX X Wخروجي



نگاشت به فضاي بالاتر
با فرض  •
:خواهيم داشت•
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1

1
( ) 0

m

j j
j

w bϕ
=

+ =∑ X
0 ( ) 1=Xϕ

1

0
( ) 0

m

j j
j

w ϕ
=

=∑ X

ΦTW (X) = 0

[1, ( )]TΦ Φ(X) = X

1 2 1[ , , ,..... ]T
mb w w wW =



نگاشت به فضاي بالاتر
  براي  كه قيودي و شروط تمامي مرحله اين در•

  به تنها دارد وجود گرفتيم نظر در خطي جدا سازي
:مي شود گرفته نظر در φi(xi) ها xi ازاي
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[ ( ) 1] 0

m

i j j i
i
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− ≥∑ X
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=∑W X
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T
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=
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نگاشت به فضاي بالاتر
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1
. ( ) ( ) 0

N
T

i i i
i

dα
=

Φ Φ =∑ X X

1
. ( , ) 0

N

i i i
i

d Kα
=

=∑ X X
K(Xi,Xj)= φ(Xi) Tφ(Xj)

( )
1 1 1

1Q ( , )
2

N N N

i i j i j i j
i i j

d d Kα α α α
= = =

= −∑ ∑∑ X X

، تابعي است كه معادل ضرب داخلي دو بردار kernelتابع  
.خصيصه است



;x=[x1   x2]مثال
K(xi,xj)=(1 + xi

Txj)2
, K(xi,xj)= φ(xi) Tφ(xj):

K(xi,xj)=(1 + xi
Txj)2

,= 1+ xi1
2xj1

2 + 2 xi1xj1 xi2xj2+ xi2
2xj2

2 + 2xi1xj1 + 2xi2xj2

= [1  xi1
2  √2 xi1xi2  xi2

2  √2xi1  √2xi2]T [1  xj1
2  √2 xj1xj2  xj2

2  √2xj1  √2xj2] 
= φ(xi) Tφ(xj), 

where φ(x) = [1  x1
2  √2 x1x2  x2

2   √2x1  √2x2]
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K(x1,x1) K(x1,x2) K(x1,x3) … K(x1,xn)

K(x2,x1) K(x2,x2) K(x2,x3) K(x2,xn)

… … … … … 

K(xn,x1) K(xn,x2) K(xn,x3) … K(xn,xn)

Mercer’s theorem:  
Every semi-positive definite symmetric function is a kernel



نگاشت به فضاي بالاتر
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( )
1 1 1

1Q ( , )
2= = =

= −∑ ∑∑ X X
N N N

i i j i j i j
i i j

d d Kα α α α

1
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0
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i i
i

d

C

α

α
=

=

≤ ≤

∑

:هدف يافتن ضرايب لاگرانژ  بيشينه در عبارت زير است

با در نظر گرفتن قيود زير
kernel trick

مناسب بدون اين كه درگير  kernelدر صورت يافتن تابع  
مسايل در فضايي با ابعاد بالاتر شويم، تنها از نتبجه اين نÉشت 

.بريم  بهره مي

1 1 1

1Q( )= ( ) ( )
2

N N N

i i j i j i j
i i j

d dα α α α
= = =

− Φ Φ∑ ∑∑ X X

( , )X Xi jK{ }
, 1

( , )× =
= X X

N

N N i j i j
K K ماتريس متقارن

g(x) = ΣαidiK(Xi, X)+ b



توابع نگاشت
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SVMساختار 
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K(X1,X)

K(X2,X)

K(Xm1,X)

g(X) = ΣαidiK(Xi,X)+ b
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