
یادگیری ماشین

دانشگاه شهید بهشتی
پژوهشکده ی فضای مجازی

۱۴۰۲پاییز  
احمد محمودی ازناوه

http://faculties.sbu.ac.ir/~a_mahmoudi/

Machine Learning



فهرست مطالب

داده های چندمتغیره•
تخمین پارامترها•

کواریانس و ضریب همبستگی–

دسته بندی•
رگرسیون•
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داده های چندمتغیره

متفاوتیاندازه گیری هایکاربردها،ازبسیاریدر•
(ویژگی)ورودیبردارباجهتاینازمی شود،انجام

برداریکمثالعنوانبه)داشتخواهیمسروکار
d-بعدی).
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پارامترهای چندمتغیره
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Pearsonضریب همبستگی

.می سنجدراتصادفیمتغیردوبینخطیهمبستگیمیزان•
همبستگیمعنایبه«۱»کهمی کندتغییر۱تا-۱بینضریباینمقدار–

همبستگیمعنیبه«-۱»وهمبستگی،نبودمعنیبه«۰»کامل،مثبت
.استکاملمنفی

Karlتوسطدارد،آماردرفراوانیکاربردکهضریباین– Pearsonبراساس
Francisاولیه یایده ی Galtonشدتدوین.
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( ),Correlation: Corr ij
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مثال
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wikipedia

ه ضریب باشند، کواریانس و در نتیجمستقلدر صورتی که دو متغیر 
.همبستگی آن  دو صفر خواهد بود

.اما عکس این مسأله درست نیست



Spearmanضریب همبستگی رتبه ای 
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Spearman's rank correlation coefficient
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تخمین پارامترها
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تخمین پارامترهای نامشخص

درمتغیرهابرخینمونه ها،برخیدراستممکن•
.نباشنداختیار

درراهایناماآن هاست،ازکردنصرفنظرراهبهترین–
.نداردکاراییباشد،محدودآموزشیداده هایکهحالتی

رامقدارفقدانکهکنیماضافهجدیدفیلدیک–
اطلاعاتدارایاستممکنمی کند؛مشخص

.باشدارزشمندی

(imputation):مقداردادننسبت•
mean)میانگینمقدارجایگزینی– imputation)
imputation)رگرسیونباانتساب– by regression)
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Estimation of Missing Values



توزیع نرمال چند متغیره
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Multivariate Normal Distribution
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https://www.machinelearningplus.com/statistics/mahalanobis-distance/



...(ادامه)توزیع نرمال چند متغیره 

:Mahalanobisفاصله ی •
معیاری برای اندازه گیری فاصله ی یک نقطه از یک توزیع داده–

.است

(x – μ)T ∑–1 (x – μ)

• (x – μ)T ∑–1 (x – μ)=c2

یادگیری ماشین ۱۲
ابربیضی

Distance in standard units

square of the Mahalanobis distance



دو بعدی-مثال
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چندنکته

(چندمتغیره)نرمالتوزیعدارایxکهصورتیدر•
توزیعداراینیزبعدهربهمربوطمتغیرباشد،
درستمطلباینعکس).استتک متغیرهنرمال
(نیست

یکنیز(k<d)بعدیkمجموعه یزیرهرواقع،در–
.استچندمتغیرهنرمالتوزیع

:باشندمستقلمتغیرهاکهصورتیدر•
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...ادامه 

در صورتی که•
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دسته بندی چندمتغیره
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Discriminant functions



تخمین پارامترها
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:تبا تخمین و جایگزینی پارامترها خواهیم داش
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Quadratic discriminant

K.dتعداد پارامترها for means

K.d.(d+1)/2  for covariance

در کم بودن تعداد نمونه های آموزشی ممکن است 
.شودsingularماتریس  
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likelihoods

posterior for C1

discriminant:

P (C1|x ) = 0.5

Quadratic discriminant



آموزشینمونه هایتعدادبودنکمصورتدر•
همه یبرایراکواریانسماتریسمی توان
.گرفتنظردریکسانکلاس ها

:داشتخواهیمنتیجهدر•
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جداساز خطی
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تعداد پارامترها
K.d for means

d.(d+1)/2  for covariance



در صورتی که متغیرها، مستقل در نظر گرفته شوند، •
:ماتریس کواریانس قطری خواهد بود

• p (x|Ci) = ∏
j
p (xj |Ci)
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Naïve bayes’ classifier

weighted Euclidean distance
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variances may be
different

تعداد پارامترها
k.d for means

d  for covariance
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Nearest mean classifier
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template matching

:وددر صورتی که واریانس متغیرها هم یکسان در نظر گرفته ش

در صورتی که احتمال
تعلق به کلاس ها 

هم اندازه باشند، از 
ضرب داخلی نیز 

دمی توان استفاده کر
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Assumption Covariance matrix No of parameters

Shared, Hyperspheric Si=S=s2I 1

Shared, Axis-aligned Si=S, with sij=0 d

Shared, Hyperellipsoidal Si=S d(d+1)/2

Different, Hyperellipsoidal Si K d(d+1)/2
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Tuning Complexity

در نظر گرفتن ماتریس کواریانس مشترک معادل داشتن 
.جداساز خطی است

فاصله ی اقلیدسی زمانی مورد استفاده قرار می گیرد، که 
.واریانس همه ی متغیرها  یکسان در نظر گرفته شود
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رگرسیون خطی
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رگرسیون چندجمله ای
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رگرسیون چندجمله ای
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رگرسیون چندمتغیره ی خطی

:می آیددستبهزیرصورتبهخطاتابع•

ن،گرفتمشتقباداشتیم،پیشدرچهآنمانند•
.آورددستبهتحلیلیصورتبهراضرایبمی توان
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Multivariate linear Regression
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رگرسیون چندمتغیره ی خطی
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تکجمله ایچندرگرسیونبرایکهاستمدلیبهشبیهمدلاین
.داشتیممتغیره

x1=x, x2=x2, x3=x3, …. xk=xk

صورتبهمی توانیمنیزچندمتغیرهوچندجمله ایرگرسیونبرای
:کنیمعملمشابه

z1=x1, z2=x2, z3=x1
2, z4=x2

2, z5=x1x2

multivariate polynomial regression
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TT DDD

1−
=

( ) rA
TT DDD == y      



گرادیان

f(x)گرادیان یک تابع اسکالر چند متغیره •

:به صورت زیر تعریف می شود

را نشان fگرادیان جهت و اندازه ی بیشترین تغییرات تابع •
.می دهد

یادگیری ماشین 37
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wikipedia

در این شکل نقاط تاریک تر  نقاط با مقادیر بیشتر را نشان می دهند



نقطه زینی
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Saddle point

wikipedia

در مواجهه با داده  های چندمتغیره یکی از مشکلاتی که در خصوص یافتن 
.زینی استپارامترهای بهینه پیش می آید نقاط 
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