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فهرست مطالب
)توابع پايه شعاعي(RBFمقدمه اي بر •
coverقضيه ي •

در جداسازي كلاس ها RBFنقش •
در تقريب توابع RBFنقش •
شيوه هاي آموزش•
چند مثال•
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پيش گفتار
  مسأله ي يك صورت به عصبي شبكه ي طراحي به اينجا در•

curve( »منحني برازش« fitting( نگريسته »درون يابي« و 
.مي شود

 چند فضايي در رويه  يك يافتن معادل مساله نگاه اين با•
 تطابق آموزشي داده هاي با نحو بهترين به كه است بعدي
.باشد داشته

:cover  قضيه ي•
  فضاي به نگاشت با الگو، بازشناخت  پيچيده ي مساله ي يك در–

high dimensional خواهد خطي جدايي پذير بيشتري احتمال با 
.بود

شبکه عصبی
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Cover, T. M. (1965). "Geometrical and Statistical Properties of Systems of 
Linear Inequalities with Applications in Pattern Recognition." Electronic 
Computers, IEEE Transactions on EC-14(3): 326-334.



:دارد وجود لايه نوع سه RBF شبكه هاي در•
sensory(ورودي لايه• unit(

بيرون دنياي با شبكه رابط و شبكه منبع گره هاي–
hidden(مخفي لايه• layer(

 را خود به مختص شعاعي و مركز كه شعاعي تابعي گره، هر–
.مي كند اعمال ورودي ها به داراست،

output(خروجي لايه• layer(
مخفي لايه هاي توابع از خطي تركيبي–

شبکه عصبی
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كلاس هاي جدايي ناپذير 
خطي

Transform to

“higher”-dimensional
vector space

كلاس هاي جدايي پذير 
خطي

Radial Basis Function



RBF

  است؛ MLP همانند RBF شبكه ي يك ساختار•
  يا و »دسته بندي« براي مي تواند بدين ترتيب

.شود استفاده »تابع تقريب«

شبکه عصبی
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RBF

  تعريف بر RBF شبكه هاي شد گفته كه گونه همان•
.است استوار مركز از فاصله به وابسته تابعي

شبکه عصبی
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φi(x)=φ (||x − xi||)

شکلفاصلهمركز

Radial Basis Function



چند نمونه تابع فاصله اي
گاوسي•

• Hardy Multiquadratic

• Inverse Multiquadratic

شبکه عصبی
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jr x x= −



تابع گاوسي
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Inverse Multiquadratic



RBF

:تابع گاوسي•

هر چه واريانس كم تر باشد انتخاب ها ي محدودتر و  •
.هر چه واريانس بالا رود انتخاب ها گسترده تر است

شبکه عصبی
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G(y) = exp(-y2/2σ2) 

واريانس

.مي كنيمبه وسيله ي سيگما ميزان پراكندگي داده را مشخص 



توابع پايه
  وجود بعدي n فضاي براي مركز از تقارن خاصيت•

)است مراكز تعدادn( دارد
  كم تري اهميت ورودي شويم دورتر مركز از هرچه•

.بود خواهد كاهشي پاسخ نتيجه در كرده پيدا

شبکه عصبی
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11... mϕ ϕ

1 1 11 1 1(|| ||) ... (|| ||)m m my w x t w x tϕ ϕ= − + + −

لايه ي خروجي متشكل از تابع جدايي پذير خطي است

01( , ..., ) mx x x=



مثال
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- و  :  + استدر اين مثال هدف جداسازي دو کلاس 

<x1,x2> →input space



ادامه ي مثال

شبکه عصبی
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مثال
RBFبا شبكه ي  XORحل مساله ي •

شبکه عصبی
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(1,1)(0,1)

(0,0) (1,0)
x1

x2

y10

)0,0( and )1,1( 21 == tt

ورودي ها

خروجي ها
نگاشت به صفر شده در يك گروه (1,1)و  (0,0)
نگاشت به يك شده در گروه ديگر قرار مي گيرند (1,0)و  (0,1)



مثال
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مثال

شبکه عصبی
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x1

x2

t1

+1
-1

-1

t2
Output

x1=[0:.01:1];
x2=[0:.01:1];
[X1,X2]=meshgrid(x1,x2);
f1=exp(-((X1-1).^2+(X2-1).^2));
f2=exp(-((X1).^2+(X2).^2));
z=-f1-f2+1;
contour(x1,x2,z);
title('xor problem, decision boundary');



مرز تصميم گيري

شبکه عصبی
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دسته بندي خطي
  را بعدي m0 فضاي در غيرخطي پيچيده ي دسته بند يك•

  صورت به بزرگ تر فضاي يك به نگاشت با مي توان
.ساخت معادل خطي دسته بند

……xN الگوي N كنيد فرض• x2 x11 اندازه ي با×m0 را  
.كنيم طبقه بندي A2 و A1 كلاس دو در بخواهيم

  كه جديد عضوي m1 بردار يك آموزشي الگوي هر براي•
m0≤m1 كه گونه اي به مي كنيم تعريف است

  باشيم داشته فرايندي مي خواهيم  φ تابع توسط پس•
:كه

شبکه عصبی
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11( ) ( ),......., ( )⎡ ⎤= ⎣ ⎦mx x xϕ ϕ ϕ

0 1: m mR Rϕ →



دسته بندي كلاس ها
مجموع تمامي توابع مخفي را به صورت زير نشان  •

:مي دهيم

:حال اگر داشته باشيم•

.نشان گر رويه ي جداكننده است«
شبکه عصبی
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تقريب تابع

شبکه عصبی
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...)ادامه(تقريب تابع 

شبکه عصبی
23

x

y Unknown Function 
to Approximate

Training
Data

Basis Functions (Kernels)
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...)ادامه(تقريب تابع 
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...)ادامه(تقريب تابع 
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...)ادامه(تقريب تابع 
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روش هاي يادگيري
دقيق•

الگوهاي آموزشي برابر با تعداد واحد هاي مخفي–
درون يابي تقريبي•

الگوهاي آموزشي بيشتر از تعداد واحد هاي  –
مخفي

مجهول ها•
tمراكز •
واريانس تابع•
وزن ها•

شبکه عصبی
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:حل مساله در حالت كلي•
–N  بردار متفاوت در فضايm0  بعدي:

–N  عدد حقيقي

Fمطلوب است يافتن  –

شبکه عصبی
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آموزش دقيق
RBFشبكه ي •

:به گونه اي كه Fيعني انتخاب •

شبکه عصبی
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...)ادامه(آموزش دقيق
  صرفنظر شعاعي توابع انديس هاي از سادگي براي•

:مي كنيم

شبکه عصبی
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معكوس پذيري
  نمونه ها و باشد زير توابع از يكي φ تابع اگر•

  درون يابي ماتريس حالت اين در نباشد تكراري
)nonsingular( معكوس پذير و است:

شبکه عصبی
31

( )
2
22    0    and   

r

r e rσφ σ
−
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( ) 2 2     0   and   r r c c c rφ = + > ∈ℜ

( ) 2 2     0   and   r c r c c rφ = + > ∈ℜ

Micchelli’s theorem
Micchelli, C. (1986). "Interpolation of scattered data: Distance matrices and 
conditionally positive definite functions." Constructive Approximation 2(1): 11-22.



ساختار شبكه
  همانند ساختاري از مي توان توابع تخمين جهت•

:گرفت بهره زير

شبکه ی عصبی
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Feature Vectorsx1 x2 xm0

y1 ym2

Inputs
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Units

Output
Units

Projection

Interpolation

( )y f x=

http://aimm02.cse.ttu.edu.tw/class_2008_1/nn.html



ساختار شبكه
  استفاده Classifier عنوان به RBF از كه هنگامي•

:مي شود

شبکه ی عصبی
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Feature Vectorsx1 x2 xm0

y1 ym2

Inputs

Hidden
Units

Output
Units

Subclasses

Classes
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اندازه ي ماتريس
 تعداد باشد، آموزشي الگوهاي تعداد N اگر•

  نظر در N با برابر را مخفي لايه ي واحد هاي
.مي گيريم

  گره هاي تعداد شود بزرگ تر N هرچه حالت اين در•
  معكوس مشكل و شده بيشتر هم  مخفي لايه ي

.داشت خواهد پي در را بزرگ ماتريس يك نمودن
حل راه•

  نظر در N از كم تر را مخفي لايه ي واحد هاي تعداد–
)M<N(  مي گيريم

 تعداد و N با برابر آموزشي الگوهاي تعداد حالت دراين–
.است M مخفي لايه ي واحدهاي

شبکه ی عصبی
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پارامترهاي آزاد

35
شبکه عصبی



ماتريس درون يابي
:در اين حالت خواهيم داشت•

•ti  همان مراكز هستند كه مي توانند برابر باx  ها
.باشند و يا نباشند

36
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تر از تعداد بردارهاي ورودي هاي مخفي كم تعداد واحد

باياس
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ماتريس درون يابي

  طريق از نيست مربعي شده نتيجه ماتريس چون•
  عمل مي توانن معكوس ماتريس محاسبه ي

.نمود
.است بيشتر آزاد پارامترهاي از داده ها تعداد–

37
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interpolation matrix

شبکه عصبی
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ماتريس درون يابي
  را خطا حداقل كه است بهينه جواب هنگامي•

:باشيم داشته

38
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E F d F x
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= −∑
∼ ∼

2 ( ) ( )T= − = − −E D ΦW D ΦW D ΦW
T T T T TT = D D - W Φ D - D ΦW + W Φ ΦW

T T T T T = D D - 2W Φ D + W Φ ΦW

شبکه عصبی

Minimum norm solution



ماتريس درون يابي
براي حداقل كردن خطا•

39

2T T T T T= − +E DD W Φ D W Φ ΦW

∇ =WE 0
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1M N W D−= → = Φ+=W Φ D
شبکه عصبی



2.5
1        ( ) 2.5

2.8

T T
⎡ ⎤−
⎢ ⎥−= = −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

W Φ Φ Φ D

)XOR(مثال

40

1 0 0 1
1 1 0 0
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

X

0 1 0 1⎡ ⎤= ⎣ ⎦D

x1

x2

t1

w0
w2

w1

t2

Output

2
( ) ( ) 00

y x w x t wj jjj
ϕ∑= − +

=
2

( ) exp( )x t x t jjϕ − = − − [1 1]          [0  0]1 2
T Tt t= =

ΦW = D 1 0.13 1 0
1

0.36 0.36 1 1
2

0.13 1 1 0
3

0.36 0.36 1 1

w
w
w

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

شبکه عصبی



...)ادامه(مثال
در صورت در نظر گرفتن دو ورودي ديگر به عنوان  •

مركز  

41
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T T[1 0]          [0  1]1 2= =t t
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الگوريتم هاي يادگيري
 آموزشي الگوها ي ميان از ثابت صورت به مراكز–

.مي شوند انتخاب
:مي شود محاسبه زير رابطه ي از معيار انحراف–

.مي شود انتخاب نظر مورد تابع فوق مقادير به توجه با–
:مي شود محاسبه زير رابطه ي به توجه با وزن ها–

42

max
2 1

Maximum distance between any 2 centers
number of centers

d
m

σ = =

+W = Φ D

Fixed Center Selected at Random

شبکه عصبی
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محاسبه ي ماتريس شبه معكوس
  ماتريس هاي باشد، N×M ماتريس يك G اگر•

:كه صورتي به دارند وجود V و U  متعامد

:كه صورتي به•

:داريم +G محاسبه ي براي صورت اين در•
:آن در كه•

 محاسبه قابل وزن ها فوق ماتريس محاسبه ي با•
.است

43

{ , , ........., }1 2u u uN=U { , , ........., }1 2v v vM=V

{ , , ........., }     min{ , }1 2
TU GV diag k M Nkσ σ σ= =

+ + TG = VΣ U

{1 / ,1 / , ....,1 / , 0, 0..., 0}1 2diag kσ σ σ+ =Σ

where   matrixis M N+Σ ×
شبکه عصبی Golub and Van Loan 1996



•M واحد مخفي انتخاب مي شود.
مقداردهي اوليه  1.
در نظر گرفته ) مراكز(ها tkيك سري متغير تصادفي براي 2.

 tk(0). مي شود

.انتخاب و به شبكه اعمال مي شود xيك ورودي 3.

را از تمامي مراكز به دست مي آوريم و آن  Xفاصله ي بردار 4.
:بردار كه نزديك ترين است را به روز مي نماييم

بازگشت به مرحله ي دوم تا زماني كه مراكز تغيير چنداني 5.
.نداشته باشند 44

2
( ) arg  ( )      1, 2, .....,minh x x t n k Mk

k
= − =

[ ]( ) ( ) ( )         if ( )k kt n x n t n k h xη+ − =

( )                        otherwisekt n
(   1)kt n + =

Self Organizing

http://home.deib.polimi.it/matteucc/Clustering/tutorial_html/AppletKM.htmlشبکه عصبی

http://home.deib.polimi.it/matteucc/Clustering/tutorial_html/AppletKM.html
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K-means clustering example

CMPUT 466/551 Nilanjan Rayشبکه عصبی



مثال
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K-means clustering example

Applied Informatics
University of Macedoniaشبکه عصبی



مثال
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K-means clustering example

شبکه عصبی



مثال
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K-means clustering example

شبکه عصبی



مثال
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K-means clustering example

شبکه عصبی



مثال
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K-means clustering example

شبکه عصبی



مثال

51

K-means clustering example

شبکه عصبی



  )Clustering( خوشه بندي فرآيند طريق از مراكز•
.گرديد  مشخص

:انحراف معيار•

.محاسبه مي گردد LMSاز طريق الگوريتم  وزن ها•

52

max
2 1

Maximum distance between any 2 centers
number of centers

d
m

σ = =

Self Organizing

شبکه عصبی



Supervisedسيستم

.است .G.Dبه روز رساني وزن ها برپايه ي •
.ابتدا تابع معيار خطا تعريف مي شود•

53

2

1
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j j
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∼
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1 1
      ( )
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j i j i
j i

d w x tϕ
= =

⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑

( )
1

( ) ( 2 ) ( )
( )

N

j j i n
ji

E n e x t
w n

ϕ
=

∂
= − −

∂ ∑

1
( )( 1) ( )
( )

∂
+ = −

∂i i
i

E nw n w n
w n

η 1 i M≤ ≤

به روز رساني وزن ها

شبکه عصبی



مراكز
براي به روز رساني مراكز مي بايد از تابع معيار خطا  •

:مشتق گرفته شود tiبرحسب 
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به روز رساني مراكز

2

1
( ) ( ( ))
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j j
j
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∼
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2

1 1

     ( )
N M

j i j i
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⎡ ⎤
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1
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j i
ji i

x tE n e w
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      ( 2 )( )
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j i j i

j i
j ij i
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شبکه عصبی∂
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به روز رساني پراكندگي

1

( )E(n) (2 )( )
( )

N
j i

j i
ji i

x t
e w

n
ϕ

σ σ=

∂ −∂
= −

∂ ∂∑

2

2 2 2

4 2
( )

exp[ ]
2 4 ( ) exp[ ]

4 2
i i

i i n i

r
r n rA σ σ

σ σ σ

−
∂

−
= = ×

∂

3
( )( 1) ( )
( )i i

i

E nn n
n

σ σ η
σ
∂

+ = −
∂

شبکه عصبی



 MLPوRBFمقايسه ميان

.داريم مخفي لايه ي تنها يك RBF در كه آن حال باشيم داشته مخفي لايه  ي چند مي توانيم MLP در•
pattern براي اگر MLP در معمولاً• classification خطي اند غير توابع تمامي شود استفاده.
.هاست وزن در لايه ورودي بردار داخلي ضرب آرگومان اين MLP در كه آن حال است اقليدسي فاصله ي RBF در توابع آرگومان•
.مي شود محاسبه  محلي صورت به تخمين اين RBF در كه صورتي در مي آورد  دست به خروجي-ورودي رابطه ي از كلي تقريب يك MLP در•
.است بيشتر هم آن آزاد پارامترهاي تعداد حال عين در است، بيشتر RBF يادگيري سرعت•

56
شبکه عصبی



MatlabدرRBFشبكه هاي 

شبکه عصبی
57



...)ادامه(تقريب تابع-مثال

58

p = -3:.1:3;
a = radbas(p);
plot(p,a)
title('Radial Basis Transfer Function');
xlabel('Input p');
ylabel('Output a');

شبکه عصبی

2

radbas( ) nn e−=



...)ادامه(تقريب تابع-مثال

59

p = -3:.1:3;
a = radbas(p);
a2 = radbas(p-1.5);
a3 = radbas(p+2);
a4 = a + a2*1 + a3*0.5;
plot(p,a,'b-',p,a2,'b--',p,a3,'b--',p,a4,'m-')
title('Weighted Sum of Radial Basis Transfer Functions');
xlabel('Input p');
ylabel('Output a');

شبکه عصبی



...)ادامه(MatlabدرRBFشبكه هاي 

شبکه عصبی
60



شيوه ي دقيق-RBFايجاد شبكه ي

شبکه عصبی
61

net = newrbe(P,T,SPREAD)
P - input vectors.
T - target class vectors.
SPREAD - of radial basis functions, default = 1.0.

  صفر آموزشي داده هاي براي خطا حالت اين در•
.است

  داده هاي با برابر مخفي لايه ي نرون هاي تعداد•
.بود خواهد آموزشي

.شود انجام دقت به بايد SPREAD انتخاب•



RBFايجاد شبكه ي

شبکه عصبی
62

[net] = newrb(P,T,goal,spread,MN,DF)
P - input vectors.
T - target class vectors.
SPREAD - of radial basis functions, default = 1.0.
GOAL-Mean squared error goal (default = 0.0)
MN- Maximum number of neurons (default is Q)
DF- Number of neurons to add between displays (default = 25)

  مخفي لايه ي نرون هاي تعداد به حالت، اين در•
  حد از خطا ميزان كه زماني تا مي شود، افزوده
  لايه ي نرون هاي تعداد يا و شود كم تر شده تعيين
.برسد ورودي ها تعداد به مخفي



تقريب تابع-مثال

63

P = -1:.1:1;
T = [-.9602 -.5770 -.0729  .3771  .6405  .6600  .4609 ...

.1336 -.2013 -.4344 -.5000 -.3930 -.1647  .0988 ...

.3072  .3960  .3449  .1816 -.0312 -.2189 -.3201];
plot(P,T,'+');
title('Training Vectors');
xlabel('Input Vector P');
ylabel('Target Vector T');

شبکه عصبی



P = -1:.1:1;
T = [-.9602 -.5770 -.0729  .3771  .6405  .6600  .4609 ...

.1336 -.2013 -.4344 -.5000 -.3930 -.1647  .0988 ...

.3072  .3960  .3449  .1816 -.0312 -.2189 -.3201];
eg = 0.02; % sum-squared error goal
sc = 1;    % spread constant
net = newrb(P,T,eg,sc);
plot(P,T,'+');
xlabel('Input');

X = -1:.01:1;
Y = sim(net,X);

hold on;
plot(X,Y);
hold off;
legend({'Target','Output'})

...)ادامه(تقريب تابع-مثال

64
شبکه عصبی



انتخاب انحراف معيار

شبکه عصبی
65

SPRED=100

SPRED=0.01



مثال

66

  
%generate training data (input and target)
p = [0:0.4:5];
t = cos(p*pi);
%Define and train RBF Network
net = newrb(p,t);
plot(p,t,'*r');hold;
%generate test data
p1 = [0:0.1:5];
%test network
y = sim(net,p1);
plot(p1,y,'ob');

  
legend('Training Data','Test Data');
xlabel('input, p');
ylabel('target, t‘)       

شبکه عصبی
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شبکه عصبی
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Probabilistic Neural Networks

شبکه عصبی
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Generalized Regression Networks

شبکه عصبی
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